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vii
OZET

Bu tez galismasinda, genellestirilmis mutlak deger uzakligi ile insa edilen
dizlemde ¢emberlere gore inversiyon doniistimleri iizerine odaklanilmustir. Alti
béliimden olusan bu ¢alismanin ilk bolimiinde tezin giris ve amaci yer almaktadr. Ikinci
bélimde genellestirilmis mutlak deger uzaklhigi ile ilgili literatlrdeki arastirmalar
sunulmaktadir. Ugiincii boliimde genellestirilmis mutlak deger uzaklig1 ve bu uzaklik ile
insa edilen diizlemin temel tanimlar1 ve 6zellikleri verilmektedir. Dordinct bélimde,
genellestirilmis mutlak deger dizleminde ¢emberlere gore inversiyon doniisiimleri
tanimlanarak, temel oOzellikleri sunulmustur. Inversiyonlar altinda noktalarin
gorintulerinin incelenerek elde edilen sonuglar verilmistir. Besinci boliimde, bir dogru
parcasmin yonlii genellestirilmis mutlak deger uzunlugu tanimi verilerek genellestirilmis
mutlak deger dizleminde ¢ifte oran ve harmonik eslenik kavramlari tanimlanarak bazi
Ozellikleri verilmis, inversiyon doniigiimleri altinda bu kavramlar incelenmistir. Altmnct
bolimde, dogrularn ve c¢emberlerin ¢embere gore inversiyon altinda goriintiileri
incelenmistir. Bu incelemelerden inversiyon merkezinden gecen dogrularin inversiyonlar
altinda invaryant kaldigi, inversiyon merkezinden ge¢gmeyen dogrularm inverslerinin
parabol yaylarmi igeren egriler oldugu ve merkezi inversiyon merkezi olan ¢emberlerin

inversiyon altinda ayni merkezli bagka ¢emberlere doniistiirdiigli elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: genellestirilmis mutlak deger uzakligi, gember, inversiyon
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SUMMARY

This thesis focuses on inversion transformations with respect to circles in the plane
constructed with the generalized absolute value distance. This study, consisting of six
chapters, presents the introduction and purpose of the thesis in the first chapter. The
second chapter reviews the literature on the generalized absolute value distance. The third
chapter provides the fundamental definitions and properties of the generalized absolute
value distance and the plane constructed with this distance. In the fourth chapter,
inversion transformations with respect to circles in the generalized absolute value plane
are defined, and their basic properties are presented. The results obtained by examining
the images of points under inversions are given. In the fifth chapter, by defining the
directed generalized absolute value length of a line segment, the concepts of cross-ratio
and harmonic conjugate in the generalized absolute value plane are defined, some of their
properties are given, and these concepts are examined under inversion transformations.
In the sixth chapter, the images of lines and circles under inversion with respect to a circle
are examined. From these examinations, it was found that lines passing through the
inversion center remain invariant under inversions, the inverses of lines not passing

through the inversion center are curves containing parabolic arcs, and circles centered at
the inversion center are transformed into other concentric circles under inversion.

Keywords: the generalized absolute value plane, inversion, circle
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1. GIRIS VE AMAC

Tarih boyunca teorik ve uygulamali bilimlere yon veren geometri, bilim dallarmin
gelisiminde onemli bir yerde bulunmaktadir. Geometride Oklidyen diizlemin ve uzaym
yani sira, farkli metriklerin literatiire dahil edilmesi geometrik anlayisin sinirlarini
genisletmistir.

(Kaya vd., 2009), en iyi bilinen Oklidyen olmayan bazi uzakliklar1 iceren
genellestirilmis mutlak deger uzakhigmi tanimlamistir. Bu uzaklik ile iki nokta arasindaki
uzaklik, koordinat eksenlerine paralel uzunluklarm en biiyiigiiniin ve en kii¢iigiiniin belirli
pozitif reel katlarmin toplamma esittir. Bu yaklasim, alisilmis yontemlerden ayrigan
alternatif bir Oklidyen olmayan diizlem modeli sunar.

Geometrik bir donilisiim tiirii olan ¢embere gore inversiyon, temelde 6zel bir
yansima bi¢imi olarak nitelendirilmektedir. Geometrik sorunlari ele almak ve farkl
teoremleri ¢oziimlemek amaciyla kullanilan oldukga etkili bir aractir.

Bu arastirmanin amaci, Oklidyen olmayan diizlem cercevesinde, genellestirilmis
mutlak deger diizleminde ¢embere gore inversiyon donilisiimiinii tanimlamak,

detaylandirmak ve bu doniisiimiin geometrik sonuglarini sunmaktir



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Klasik inversiyon geometrisi, Oklidyen diizleminde bir cember gore tanimlanan
ve noktalari, ¢gemberin i¢i ile dis1 arasinda karsilikli olarak esleyen doniisiimlere dayanr.
Bu doniistimler dogrulan ve ¢emberleri yine dogrulara ve ¢emberlere doniistiiriir; cifte
oran, harmonik bolme ve Mdobius dontisiimleri gibi kavramlarla iliskilidirler. Ancak bu
yapt bityiik 6lgiide Oklidyen metrigine baghdir. Son yillarda farkli metriklerle donatilmis
diizlemlerde inversiyon kavramini genellestirmeye yonelik 6nemli ¢caligmalar yapilmistir.
Bu c¢aligmalar, 0Ozellikle taksi uzaklhigi, maksimum uzaklik, Cin dama uzakhgi,
genellestirilmis taksi uzaklig, a-uzakhg gibi Oklidyen olmayan uzakliklara gore
inversiyonun nasil tanimlanabilecegini ve hangi 6zellikleri korudugunu arastirmaktadir,
(Bayar ve Ekmekgi, 2014), (YYuca ve Can, 2020), (Ekmekgi, 2024), (Pekzorlu ve Bayar,
2022), (Ekmekgi ve Bilgin, 2023(a)), (Gelisgen ve Ermis, 2023). Oklidyen ve Oklidyen
olmayan uzaylarda, kire ve elipsoidlere gore inversiyon doniisiimleri tanimlanarak bu
dontisiimlerin Karakteristik 6zellikleri ortaya konmustur, (Pekzorlu ve Bayar, 2020 (a)),
(Pekzorlu ve Bayar, 2020 (b)), (Cirik ve Ekmekgi, 2022), (Can, 2022), (Bayar ve Akga,
2025).

Genellestirilmis mutlak deger uzakligi (Kaya, 2009) de sunulmus ve izometriler
grubu sistematik bicimde incelenmistir. (Bayar, 2008), genellestirilmis mutlak deger
diizlemi icin norm ve trigonometri kavramlarmi incelemis, ardindan Schwarz
esitsizliginin bu sistemdeki teorik sonuglarini ortaya koymustur. (Aylikci, 2025) ve
(Ekmekgi, 2025) de genellestirilmis mutlak deger diizleminin geometrik Ozellikleri

calisilmustir.



3. GENELLESTIRIiLMiS MUTLAK DEGER DUZLEMI

Bu bolimde genellestirilmis mutlak deger uzakhigma dayali tanmmlanan
genellestirilmis mutlak deger diizlemi ve temel 6zellikleri sunulmaktadir.

Tanmm 3.1. Analitik dizlemdeki X= (x;,x,) ve Y = (y,y,) noktalar arasindaki
genellestirilmis mutlak deger uzakligr d: R? X R? > [0,0),a=>bhb>0,a# 0, a,be€
R olmak tizere ,

d, (X, Y) =amax{lx; — yil, 1x, = y,1} + b min{|x, —y,|, 1%, — y,1}
bi¢iminde tanimlanir, (Kaya, 2009).

Tanim 3.1 den goriliiyor ki genellestirilmis mutlak deger uzakhgi, iki nokta
arasindaki mesafeyi koordinat farklarmm mutlak degerlerinin en biiyiigii ile en
kii¢iigliniin dogrusal bir birlesimi olarak ele alir. Analitik diizlemin bu 6zel metrikle
donatilmasiyla elde edilen genellestirilmis mutlak deger diizlemi, ]R’\é = (]RZ, d ), nokta
ve dogrukavramlari ile ag1 6lgiim metodolojisi Oklidyen geometrisiyle paralellik gosterse
de, uzaklik kavramina bagli olan tiim geometrik kavramlar yeniden sekillenir. Bu durum,
Oklidyen modelden uzaklik tanmm bazinda ayrisan yeni bir geometrik model
sunmaktadir.

Tanmim geregi sifirdan farkh her a ve b reel say1 ¢ifti icin bir d; uzaklik fonksiyonu
tamimlanabilir. Budurum d; uzakliklarinin bir uzaklik ailesi olusturdugunu gosterir. Ozel
olarak, a=b=1 durumunda genellestirilmis mutlak deger uzakhg dg, taksi uzakliga
esittir yani d;=d, a=b oldugunda d -uzakhigi, d,-uzakligmm a katma esittir. a=1 ve
b=0 iken d,-uzaklig1, maksimum uzaklik dy olur. a=1, b=+v2 — 1 iken d,-uzakligi, d -
Cin dama uzakhgidir. a=1 ve b = seca — tana iken dg-uzakhgi, a-uzakligi olur.
Boylece a ve b parametrelerinin farkli degerleri gbz Oniine alindiginda, sonsuz sayida

farkli uzaklik fonksiyonu elde edilebilir. Bu ¢alisma kapsaminda, aksi belirtilmedikge, a

ve b degerlerinin baglangicta belirlenmis ve sabit katsayilar oldugu varsayilmaktadir.

Ornek 3.2. a = 3ve b = 2 icin genellestirilmis mutlak deger diizleminde X = (3,2) ve
Y = (1,3) noktalar1 arasindaki genellestirilmis mutlak deger uzakhigi,
d,(X,Y) =3max{|3 — 1[,|2 = 3|} + 2 min{|3 — 1|, ]2 — 3]}
=3. max{|2|, |-1|} + 2. min{|2|, |-1|}
=32+21=8



seklinde hesaplanir.
Teorem 3.3. Analitik diizlemde tanimlanan d -genellestirilmis mutlak deger uzakligi bir
metriktir, (Kaya, 2009).
Tanmm 3.4 Genellestirilmis mutlak deger diizleminde ¢ dogrusunun egimi m olsun. O
Zzaman

a) |[m| > 1 ise £ dogrusu bir dikeysel dogru,

b) Im| < 1 ise € dogrusu bir yataysal dogru,

c) |[m| = ise £ dogrusu bir ayira¢ dogru,

d) m, O ve oo olmasi durumlarinda sirasiyla € dogrusu yatay ve dikey dogru olarak
adlandirlir, (Krause, 1975).

Genellestirilmis mutlak deger diizleminde izometrik doniisiimler asagida verilmektedir.

Teorem 3.5. Genellestirilmis mutlak deger diizleminde tanimlanan her O6teleme bir
izometridir, (Kaya, 2009).

Teorem 3.6. Genellestirilmis mutlak deger diizleminde orijinden gegen y = mx
dogrusunun bir izometrik yansima belirtmesi igin gve egim m degerleri

i) 2 + 2 —1ikenm € {0, +1, %}
i) 2 =vZ - 1iken m € {0, £(V2Z - 1), 21, +(VZ + 1), )}
olmaldir, (Kaya, 2009).

Teorem 3.7. Genellestirilmis mutlak deger diizleminde orijindeki 6-a¢ili donme

doniistimiiniin bir izometrik dénme belirtmesi igin Zve egim 6 degerleri
N b - T 31
I) 2 * \/E— 1iken 0 € {0,;,1’[,7}
2 =+v2—1i mm3m . 5m3m7m
||);—\/7 1|kent9e{0,4,2,4 U ,4}
olmalidir, (Kaya, 2009).

Tamm 3.8. Genellestirilmis mutlak deger diizleminde verilen bir noktadan sabit d;

uzakligindaki noktalarm geometrik yerine ¢ember denir. Sabit nokta ve sabit uzaklhiga
sirastyla ¢gemberin merkezi ve yaricapr denir.
Merkezi M = (m,,m,) ve yarigap1 r olan ¢cember,

a max{|x — my|, |y —m, |} + b min{|x —m,|,ly —m,|} =7
esitligini saglayan (x,y) noktalarmm kiimesidir. RZ de birim gember,

amax{|x|, ly|} + bmin{|x|, ly]} = 1 (3.1)
denklemine sahiptir. (3.1) denklemi asagidaki gibi incelenir.
1) |x| > |y| iken (3.1) den



alx| +blyl =1 (3.2)
elde edilir. (3.2) denkleminden birim ¢cemberin kenarlari,
{(x,y):—ax—by=1,x< 0,y <0},
{(x,y):—ax+by=1,x<0,y = 0},
{(x,y):ax—by=1,x=0,y <0},
{(x,y):ax+by=1,x=0,y = 0}
olarak bulunur.
2) |x| < |y| iken (3.1) den,
alyl + blx] =1 (3.3)
elde edilir. (3.3) den birim ¢cemberin kenarlari,
{(x,y):—ay—bx=1,x< 0,y <0},
{(x,y):ay— bx=1,x <0,y =0},
{(x,y):—ay+ bx=1,x =0,y <0},
{(x,y):ay+ bx=1,x=0,y = 0}

olarak bulunur.

A,
Sekil 3.1 Genellestirilmis mutlak deger birim ¢cemberi

Genellestirilmis mutlak deger ¢emberi, merkezi kesen yatay, dikey ve aywra¢ dogrular

uzerindeki noktalarda sekiz koseye sahipti. Bu koseler A = (m1+£,m2),
a

r r r r r
=(m, + ,m, + , =(m,m,+-), =(m ———,m, +—),
AZ (1 a+b 2 a+b) AS (1 2 a) A4 (l a.+b 2 a+b)
A =(m ——,m,) A=(m - ——,m,—— ) A =(m,m,-T)  ve
al Ya+b’ ? a+b’’ U7 g



A =(m + r ,m, — " ) dir. Dolayisiyla, r-yarigaph ve M = (m,,m,) merkezli
a+b a+b

cember, bu koseleri birlestiren dogru pargalarindan olusur ve bir sekizgen olusturur.

Sekil 3.2 R? diizlemindeki gemberler
Yukaridaki sekil, genellestirilmis mutlak deger gemberlerini gostermektedir. Kirmizi ile

a ve b degerlerinin sirastyla % ve % oldugu genellestirilmis mutlak deger diizlemindeki
cember; yesil ile a ve b degerlerinin ikisinin de% oldugu genellestirilmis mutlak deger

diizlemindeki cember; mavi ile a ve b degerlerinin sirasiyla 1 ve 2 — 1 oldugu

genellestirilmis mutlak deger diizlemindeki (Cin Dama diizlemi) ¢gember; siyah ile a ve b

degerlerinin sirasiyla 1 ve 0 oldugu genellestirilmis mutlak deger diizlemindeki

(maksimum duzlem) ¢ember gosterilmektedir. Tim cemberler M=(0,0) merkezli ve

r= % yaricaphdir.



4. GENELLESTIRILMiS MUTLAK DEGER DUZLEMINDE CEMBERE GORE
INVERSIYONLAR

Oklidyen diizlemdeki cembere gore inversiyon bir noktay1 baska bir noktaya
esleyen geometrik bir déniisiimdiir. Bilindigi iizere Oklidyen diizlemde, O merkezli ve r
yarigapli C ¢emberine gore inversiyon; bir X noktasini, 0X 1sin1 iizerinde yer alan ve
merkeze olan uzakliklart ¢arpmm 7?2 olan bir X' noktasma esler. Bu bolimde,
genellestirilmis mutlak deger diizlemindeki gemberlere gére inversiyonlar, OKklidyen
cemberlere gore inversiyonlarin bir benzeri olarak tanimlanmistir ve 06zellikleri

sunulmustur.

Tanmm 4.1. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi ]Ré de merkezi O ve yarigap1 r olan
cember € olsun. C ¢emberine gore genellestirilmis mutlak deger inversiyonu I,
It RE\{0}—~R2\{0}
(X)) =X

dizlemdeki X noktasmi X' noktasina esleyen ve asagidaki kosullar1 saglayan
dontlistimd{ir:

i) X’ noktasmin 6klidyen yapisina gore 0X 1511 iizerindedir.

i) d; (0,X).d, (0, X")=1?

X' noktasma, I. inversiyonu altinda X noktasmm inversi (gorintust) olarak
adlandmlir. Bu durumda X noktast I. inversiyonu altinda X' noktasmm inversidir. C
cemberine inversiyon ¢emberi, O noktasma inversiyon merkezi ve r ye inversiyon
yarigap1 denir.

Teorem 4.2. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi [Rié de merkezi O ve yarigap1 r olan
cember C olsun. C ¢emberinin digindaki noktalar I inversiyonu altinda C ¢emberinin
icindeki bir noktaya doniisiir. Benzer sekilde tersi de dogrudur.
Ispat. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi Ré de merkezi O ve yaricap1 r olan C
cemberi

{X|d,(0,X) =1, r =0}
kimesidir. B noktasi ¢gemberin disinda ise d;(0,B) > r olmahdir. B noktasinmn, I;

inversiyonu altindaki goriintiisii B’ olsun. Bu durumda inversiyon tanim geregi,

d,(0,B).d;(0,B") = r?



olur. Simdi, d, (0, B) > 7 esitsizliginin her iki tarafi d (0, B') ile ¢arpildiginda
d,(0,B).d,(0,B") > r.d,(0,B’)

elde edilir. Buradan,

r? = d,(0,B) .d,(0,B") > r.d;(0,B'),

r > d, (0,B")

oldugu goriliir. Boylece B’ goriintli noktasi ¢emberin iginde kalir.
Tersine, eger B noktasi gemberin igindeyse d (0,B) < r olur. Bu esitsizligin her iki
tarafi d (0, B’) ile garpilip diizenlendiginde r < d;(0,B") olup, B" gorintu (invers)

noktasmin ¢gemberin disinda oldugu sonucuna vartlir.

Teorem 4.3. Genellestirilmis mutlak degerdiizlemi Ré demerkezi O = (0,0) ve yarigap1
r olan cember C olsun. P # O olmak Uzere P = (x,y) ve P’ = (x',y’) noktalar1 1.

inversiyonuna goére invers noktalar ise bu noktalarin koordinatlari arasinda

! ! — r 2
() = (g3 )

esitligi vardir.
Ispat. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi ]Rié de merkezi O ve yarigcap1 r olan C

cemberi olsun. ¢ ¢emberine gore I. inversiyonu altinda P = (x,y) ve P' = (x',y")

invers noktalar olsun. Bu durumda OP ve OP’ birbirlerine paralel oldugundan, k € R*

olmak tizere
OP" = k.OP
oldugundan
(x",y") = (kx,ky) (4.1)

elde ederiz. Ayrica inversiyon tanimindan
"N — 2
d, (o,P). d, (o,P)=r
oldugundan

(amax{|x|, lyl} + bmin{|x|, ly]}) (amax{|x'], ly']} + bmin{|x'],ly']}) = r? (4.2)

esitligi gecerlidir. (4.1), (4.2) de kullanildiginda
(amax{|x|, [yl} + bmin{|x|, ly|}) (amax{|kx|, |ky|} + bmin{|kx|, |ky|}) = 1,
k(amax{|x|,ly|} + bmin{|x|, ly|})? = r?,

r? r?

k= (amax{lx|,lyl}+bmin{lxl lylhH? - (dg(0,x))%’ 0=*F

olur. (4.1) den



r?x r2y )

Pr=0y) = G ky) = <(amax{|x|, ST+ il Ty Gamax (el 5T & bmin Tal 52

elde edilir. Ustelik,

. ( rix riy >
(dy(0,P))*’ (dy(0, P))?
esitligi de gecerlidir.

Boylece Ré de C gemberine gore inversiyon doniisiimii inversiyon merkezinden farkli her
P noktasini

2
I.(P) = WP
noktasina d oniistiirtir.

Inversiyonun tanmmi geregi, inversiyon merkezinden farkli bir P noktas: ile
inversiyon merkezi arasindaki d; uzakligi sifira yaklastik¢a, goriintiisii olan P’ noktasinin
merkeze uzaklig PP’ 1511 iizerinde smirsizea biiyiir. Bu durum, /. doniistimiiniin merkez
noktasinda tanimsiz olmasina yol agar. Fakat diizleme bir "ideal nokta" (0, ) eklenerek
olusturulan genisletilmis genellestirilmis mutlak deger dizleminde (]R?’, U{0.)), ¢
dontigiimii altinda inversiyon merkezi O dogrudan O, ideal noktasi ile eslestirilir. Bu

genisletme sonucunda
Ie: RZU {0} = R2 U{0,,}

doniisiimii, Ré U {0,,} lizerinde tanimli, birebir ve drten bir doniisiim haline gelir. Ayrica
P noktasmin inversi P’ noktasi ise P’ noktasmin inversi de P noktasidir. Bu yiizden I.

doéniistimii involutiftir.

Burada belirtelimki a =1, b =+2 — 1 iken I, déniisiimii Cin dama diizleminde €
cemberine gore inversiyon doniisiimii, a =1, b =0 iken I. maximum duzleminde C
cemberine gore inversiyon doniisiimii, a = b = 1iken I. taksi diizlemde inversiyon
oldugu gorlur. Bu durumda a ve b parametrelerine bagh olarak inversiyonlarin ailesi

tanmimlanir.

Teorem 4.4. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi ]R’\é de merkezi O = (m,n) ve

yarigapi r olan ¢gember € olsun. P # O olmak lzere P = (x,y) ve P’ = (x',y") noktalar1
I inversiyonuna gore invers noktalar ise bu noktalarin koordinatlar arasinda agagidaki

esitlikler gecerlidir:
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2

rx
x' =
(amax{lx—-ml,ly—-nl}+bmin{lx—ml,ly-nl})2
Y = n+ r’y

(amax{lx—ml,ly-nl}+bmin{lx-ml,ly-nl}?’

Ispat. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi ]Rg de merkezi O = (m,n) ve yarigap1 r

olan C ¢emberi
{(x,y)| amax{|x — ml|, |y — n|} + bmin{|lx — m|,|y —n|} = r,r = 0}

kiimesidir. Inversiyon merkezi O dan farkli P noktasi i¢in P = (x,y) ve P' = (x',y")

noktalar1 C ¢gemberine gore inversiyonuna invers olduklarindan O, P ve P’ noktalart ayni

dogru iizerinde olup OP ve OP' vektorleri aym yonliidir ve k € R* icin
OP’= k.OP,
olur. Buradan,
(x'—m,y" —n) = (k(x —m),k(y —n)) (4.3)
olur. inversiyon tanimmdan

d,(0,P). d,(0,P") = 12

olup

d, (0,P) = (amax{lx — ml|, |y — nl} + bmin{|lx —m|, |y — nl}) (4.4)
ve
d,(0,P') = (amax{lx" — m|, |y’ — nl} + bmin{|x" —m|, |y" — nl}) (4.5)

dir. (4.3), (4.5) de yazildiginda
d,(0,P") = k(amax{|lx — m|,|y — nl} + bmin{lx —m|, |y —nl}) = kd, (0, P) (4.6)
elde edilir. Buradan

k. (amax{lx —ml, |y — n|} + bmin{lx —m|, |y —nl|})? =kd, (0, P)?=r?

olup,
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r2 r2

amax|x-ml,|ly—nl+bminlx—ml,ly—n P
( | [,ly—nl+b | Ll D2 a,(0p)?

bulunur. k degeri, (4.3) de yerine yazildiginda

, rZ(x-m)
X =m+
(amax{lx-ml,|ly—nl}+bmin{lx—ml,ly-nl})?
r2(y-n
y =n+ )

(amax{lx-ml,ly—nl}+bmin{lx—ml,ly-nl})?
biciminde invers noktanin koordinatlarina ulagilir.

Teorem 4.3, Teorem 4.4 (in inversiyon merkezi 0 = (m,n) = (0,0) olmasi durumu

oldugu asikardr.

Ornek 4.5. a = 3,b = 2 parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger
diizleminde birim ¢cemberine gére P= (1,4) noktasinin inversi olan I, (P) = P’ noktasinin
koordinatlar asagidaki gibidir:

Teorem 4.4 den,

TZ

Pl — I' ! — ,
WY = Camaxtal, Iyl + bminlx], yDZ Y
olup,
P = - (14)
~ @Bmaxlill4l+2minlil|aD2V
’ _ 1
P = (3.442.1)2 (1’4)’
r_ (1 4
P = (196’196)
bulunur.

Ornek 4.6. a=2, b=1 parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

diizleminde birim ¢embere gore inversiyonu diisiinelim. Bu diizlemdeki P = (12—0,12—0)

noktast d, (0, P) = % < 1 oldugundan P noktasi birim ¢emberin i¢inde kalr. Birim

¢cembere gore inversiyon altinda P noktasmin inversi
1

P'=(Y) = Gt - ()

((dg(0,P))?*10 10
olarak bulunur. Buradan,

dg(O,P') =2 max{g,ﬂ} + 1min{

10 E} _ 310 _10
18”18 N

18 18 18 _?> 1

oldugundan P’ noktasi birim ¢emberin disinda kalir, Sekil 4.1.
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Sekil 4.1 (;emberde invers noktalar
Teorem 4.7. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi [Rié de, O merkezli ve r yaricaph

¢ember € olsun. O, P, P, dogrudag noktalari i¢cin P, ve P, noktalarinin C gemberine gore
inversiyon doniisimii altinda inversleri P,” ve P, olmak Uzere bu invers noktalar
arasindaki dg-uzakhgi

r?.d, (P, P,)

d,(P,',P,") =
91tz d,(0,P,).d, (0, P,)

seklinde verilir.

Ispat. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi Ré de, O merkezli ve r yarigaph ¢ember C
olsun. RZ de O, P,, P, noktalarn dogrudas olup, P,” ve P,’, P, ve P, noktalarmm C

cemberine goére inversiyon doniisiimii altinda inversleri olduguna gore inversiyon

tanimmdan
d,(0,P,).d,(0,P,") = d,(0,P,).d,(0,P,") =12 (4.7)
esitligi gecerlidir. P,"ve P," noktalar: arasindaki d;-uzakligt
d,(P,',P,) = |d,(0,P,") —d,(0,P,")] (4.8)
biciminde yazilir. (4.7) den
2
n _ T
d,(0,P,) = a0 (4.9)
ve
n _ 7”2
d,(0,P,) = FRGES) (4.10)
elde edilir. (4.9) ve (4.10), (4.8) de yerine yazildiginda
d (P/P r)_ 7,.2 _ Tz ) dg(O;Pl)_dg(O»PZ) _ Tz-dg(PpPz)
9¥ 207 d,(0,P)  dg(0,P)| T | dg(0,P)dg(0,P,) | dg(0, Py).dg(0, Py)

sonucuna ulaglir.
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Ornek 4.8. a = 3ve b = 2 parametrelerine karsiik gelen IR{; de birim gembere gore

inversiyon gozoniine alinsm. P; ve P, noktalar sirasiyla (2,6) ve (1,3) olsun. P, ve P,
noktalart y = 3x dogrusu iizerinde oldugundan P,, P, ve inversiyon merkezi O

dogrudastir. P, noktasinin birim ¢embere gore inversi

2 6 - (372
re ((Smax{|2|,|6|}+2min{|2|,|6|})2'(3max{|2|,|6|}+2min{|2|'|6|})2)— 2

olarak bulunur. Benzer sekilde

= 1 3 )= (577
P2 = (Bmax {I11, 131} + 2min{l1l, 131D? * Gmax{l1l, 131} + 2min{l1l, 131D/ ~ \112" 112
olur. P, ve P, noktalari arasindaki d;-uzaklig
dg(Py, Py)=3max{|2 - 11,16 — 31} + 2min{|2 — 1,6 — 3]} = 11,
P, ve P, noktalarimin inversiyon merkezine olan d;-uzakliklari
d,(0,P1)=3max {|2— 0],|6 — 0]} + 2min {|2 — 0], |6 — 0[}=22,
d,(0,P,) = 3max {|1— 0},|3 — 0]} + 2min {|1 — 0|, |3 — 0[}=11

olarak bulunur. P,’ve P,"invers noktalari arasmdaki d;-uzakhigi Teorem 4.7 den,

(PP r2.d,(P,P) 11 1
9y 1227 d (0,P,).d,(0,P,) 2211 22

olarak bulunur. Gergekten de

| 2 1 6 3
222 1121'1222 117
olup, Teorem 4.7 deki esitliginin saglandig1 goriiliir.

3

el =7
1222 1121) T 22

]Ré dizleminde O, P,, P, noktalari dogrudasdegilse, Teorem 4.7 deki esitligin her zaman

| 2 1
222 112

, }+ Zmin{

dg(Py,P;) = 3max{

gecerli oldugu sdylenemez.. Bu durum bir 6rnek ile asagida agiklanmaktadir.

Ornek 4.9. a = 3,b = 2 parametrelerine karsihk gelen Ré de birim ¢embere gore

inversiyon gz oniine alnsmn. P; = (—1,1), P, =(0,1) noktalari ve inversiyon

merkezinin dogrudas olmadig: agiktir. P, noktasmnimn birim ¢gembere gore inversi

" 1.(1-0) 1.(-1-0) _ (1 -1
Py =( (3max {11, -1|+2min|1l,1-1/})? ’ (3max {I1|,|—1|+2min|1|,|—1|})2) o (25 ’ 25)’
Benzer sekilde
o= 1.0 - 0) 1.(1-0) _(0 1>
> = (Gmax {101,111 + 2minl0l, 1112 * Bmax {I0l, 1] + 2minl0l, |1|})2) —\25’25

olur. P, ve P, noktalari arasindaki d;-uzakhg

dg(Py, P;)=3max{|1-0l,1-1 -1} + 2min{l1 - 0l,|-1 - 1]} = 8,
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P, ve P, noktalarmin inversiyon merkezine olan d-uzakliklari
d,(0,P;)=3max{1,1} + 2min{1,1} = 5,
d,(0,P,) = 3max{0,1} + 2 min{0,1} = 3
olarak bulunur. P,"ve P," invers noktalar1 arasmdaki d-uzakligi
d,(P,,P,) =3 12+2 nl 21_8
A R PTTT Bl YT ST
olarak bulunur. Yukarida elde edilen veriler Teorem 4.7 deki esitlikte yerine yazildiginda
r2.d,(P,P,) 18 8

8
= — = —#—=d,(P P,
d,(0,P).d,(0,P,) 53 157 25~ %P0

olup, esitliginin saglanmadig1 gorilir.

Asagidaki teoremde RZ duzlemindeki dogrudas olmayan inversiyon merkezi ve farkl iki
nokta icin Teorem 4.7 deki esitligin saglandigi durumlar sunulmaktadir.

Teorem 4.10. Genellestirilmis mutlak deger diizlemi ]Ré de, O merkezli ve r yarigaph
cember C olsun. O,P,,P, dogrudas olmayan noktalar1 i¢in P, ve P, noktalarmin C

¢emberine gore inversiyon doniigiimii altinda inversleri P,’ ve P," olmak Uzere OP; ve

0P, vektorlerinin  dogrultular D, = {(1,0),(0,1)}, D, ={(b,a),(b,—a)}, D,=

2a+b 2a+b

(L5, (1, — 25} veya D, = {(1,222), (1,

"2a+b 2a+b

)} kimelerinden birisine ait ise

a

bu invers noktalar arasindaki d-uzaklig1 icin

r?.d, (P, P,)

d (P, P,) =
9127 d,(0,P,).d, (0, P,)

esitligi gecerlidir.

Ispat. R de her ételeme déniisiimii d, uzakligim korudugundan inversiyon merkezinin
orijin olmas1 genelligi bozmaz.

i) OP, ve OP, vektorlerinin dogrultularnin D, kiimesine ait oldugunu varsayalim. Bu
durumdaP, ve P, noktalarinin koordinatlari P, = (x,0)ve P, = ( 0,y ) bigciminde olup,
bu noktalar arasindaki d; uzakligi

d, (Py,P,) = amax{|x|, ly|} + bmin{|x|, |y[} (4.11)
bulunur. P; noktasmm inversiyon merkezi O ya olan d; uzakligi
dg(O, P,) = amax{|x|, |0} + bmin{|x|, |0|}=alx| (4.12)

olur. Benzer sekilde P, noktasmimn inversiyon merkezi O ya olan d,; uzakhg
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d, (0, P;) = amax{|0], |y|} + bmin{|0], |yl}=alyl (4.13)

elde edilir. P; ve P, noktalarinin C gcemberine gore inversiyon altinda goriintiileri

2
P =1e(P) = (55.,0) (4.14)
Ve
2
Py =1e(Py) = (0,772 (4.15)

olup, bu noktalar arasindaki d; uzakhgi

2 2 2 2
d,(P," ,P,’) = amax{ % , %}+ bmin{ % ) arz—;/z }
I p ! z 1| |1 . 1] |1
d,(P,",P,’) = :1—2 [amax{ il |;|} + bmin{ = |;|}]
’ 1 2 1 .
d,(P,",P,") = ;—zm lamax{|x|, |y|} + bmin{|x|, |y|}]
elde edilir. (4.11), (4.12) ve (4.13) esitliklerden

d (P P,) = rz.dg(Pl,PZ)
g\f1,172

dg(0,P,).dy(0,P,)
sonucuna ulasilir.
i) OP, ve OP, vektorlerinin dogrultularmmn D, kiimesine ait oldugunu varsayalim. Bu
durumda P, ve P, noktalarmin Koordinatlart P; = (x,x) ve P, = (y,—Y) bigiminde
olup, bu noktalar arasmdaki dg uzakhgi

d,(Py,P,) = amax{|x — y|, |x + yI} + bmin{lx — y|, |x + yl} (4.16)
bulunur. P; noktasmimn inversiyon merkezi O ya olan d; uzakhg:

d,(0,P,) = amax{lx|, |x[} + bmin{|x|, x|} = (a + b)|x| (4.17)
olur. Benzer sekilde P, noktasinmn inversiyon merkezi O ya olan d;, uzakhig

d,(0,P,) = amax{lyl, |-y} + bmin{ly|, |-y|} = (a + b) |yl (4.18)
elde edilir. P, ve P, noktalarinin C gcemberine gore inversiyon altinda goriintiileri

P1’=Ie(P1)=( - - ) (4.19)

(a+b)?1xl” (a+b)%Ix]

ve

. _ 72 _ 72
Py' = le(Py) = ((a+b)2|y|' (a+b)2|y|) ---(4.20)
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olup, bu noktalar arasindaki d; uzakhgi

2

,r2
(a+b)?x| (a+ b)2|y|"

d, (P, ,P,’) = amax{

r? r?
+
(a+ b)?|x| (a+b)2|y|‘}

2

- bmi r r? r? N r?
M@+ b2l T @t 02yl| [@+ 02l T (at )2y
QP Py = ar? |1 1| |1+1| N br? _ |1 1| |1+1|
gy 172 _(a+b)2max{x yl’lx y} (a+b)2mm{x yl’lx y}
2
! ! r .
d,(P,",P,’) = @t DI [amax{|x — y|, |x + y|} + bmin{|x — yl|, |x + y|}]

elde edilir. (4.16), (4.17) ve (4.18) esitliklerden

r2.dg(Py,Py)
dg(0,P).dg(0,P,)

dg (P1’; le) =

sonucuna ulasilr.

i) UP—l) ve O—PZ) vektorlerinin dogrultularinin D, kiimesine ait oldugunu varsayalim. Bu
durumda P, ve P, noktalarmin koordinatlart P, = (= ((2a + b)x,ax), ve P,((2a+
b)y, —ay) bigiminde olup, bu noktalar arasindaki d; uzakhg

dg(Py,Py) = amax{(2a + b)|x — yl, alx + yl} + bmin{(2a + b)|x — y|,alx +y|}  (4.21)

bulunur. P; noktasmimn inversiyon merkezi O ya olan d; uzakligi
dg(O,Pl) = amax{(2a + b)|x|,alx|} + bmin{(2a + b)|x|,al|x|}
=2a.(a+ b)|x| (4.22)
olur. Benzer sekilde P, noktasmim inversiyon merkezi O ya olan d; uzakhg:
dy (0, P,) = amax{(2a + b)|yl, aly|} + bmin{(2a + b)|y|, alyl}

= 2a.(a+ b)|yl (4.23)

elde edilir. P, ve P, noktalarinin C ¢emberine gore inversiyon altinda goriintiileri

2(2a+b)x r2ax
P =1I:(P) =" , 4.24
. e(P) <(dg(0x))2 (dg(ox))2> (4.24)
ve
2 2
P, =Ie(P,) = (C2aDy _ray ...(4.25)

(dg(0¥))2’ (dg(0,1))?
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olup, bu noktalar arasindaki d; uzaklig

dy(P,',P,") = amax{|A,|,|A,|} + bmin{|A,], |A, |}

5]

olup
A | = r?(2a +b)x 1%(2a+b)y
xI = 2 2
(4,00, (d,0,7)
r2(2a+b)x _ r2(2a+b)y | _ r%(2a+b) 1 l| _ r2(2a+Db) |x _ |
“ 1(2a(a+b)|x])? (2a.(a+b)|yD?2 - (2a.(a+b))z x y (2a.(a+b)) [x|.Iyl Y
ve
rlax r?ay
|AY| = 2 T 2
(4,010 " @, 0,1)
_ rZax r2ay _ 1%a 1,1 _ r?a
“ @ala+b)|x)? (2a.(a+b)|y])2 - (2a.(a+b))z x y| o (2a.(a+b)) " Ixl.lyl lx + yl
Buradan
2
dg(Pl’,Pz') = r [amax{(2a + b) |x — y|, alx + y|} + bmin{(2a + b) |x — yl,alx + yl}]

(2a. (a+ b))*1xl. 1yl
elde edilir. (4.21), (4.22) ve (4.23) esitliklerden

2
’ n — M
dg (Pl , Py ) dg(0,Py).dg(0,Py)

sonucuna ulastlir.

iv) 513—1) ve 515; vektorlerinin dogrultularmm D, kiimesine ait oldugunu varsayalim. Bu
durumda P, ve P, noktalarmmn koordinatlari P, = (ax, (2a + b)x) ve P,_(ay,—(2a+
b)y) biciminde olup, bu noktalar arasindaki d; uzaklig:

dg(Py,Py) = amax{alx — yl, 2a + b)Ix + yl} + bminfalx — yl, Ca+ D)Ix +yl}  (4.26)

bulunur. P; noktasmimn inversiyon merkezi O ya olan d; uzakhg:
d,(0,P;) = amax{alx|, (2a + b) |x|} + bmin{alx|, (2a + b) |x|}
= 2a.(a+ b)|x]| (4.27)
olur. Benzer sekilde P, noktasmin inversiyon merkezi O ya olan d,; uzakhg:
dgy (0, P,) = amax{alyl, (2a + b)|yl} + bmin{aly|, (2a + b)|yl}

= 2a.(a+ b)|y| (4.28)

elde edilir. P, ve P, noktalarinin C ¢emberine gore inversiyon altinda goriintiileri

o rtax r2(2a+b)x _ r2 a 2a+b
P = ((dg(O,X))2 ! (dg(O,X))2> T 4d%(a+b)? ( x’ x ) (429)
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ve

r’ay r2(2a+b)y r? ( a 2a+b

P = 1e(P) = (Gl ~ o) = ey ) 430

vy
olup, bu noktalar arasindaki d; uzakhgi

d,(P,",P,') = amax{|A,|,|A,|} + bmin{|A,|,|A, |}

sl

olup
I L e b=yl

4a*(a+b)?lx  yl (2q.(a+b))’|xl. Iyl
Ve

) 2

|Ay| = a2 (Ta+b)2 2‘1;1’ B Zay+b| - (2a.(ra4(r2ba);2b|3c|-|yl I+ }’|-
Buradan
d, (P’ P,") r [amax{alx — yl,(2a + b) |x + |} + bmin{alx - yl, 2a+ b) x + yI}]

" (2a. @@t D)) Ixl.yl
elde edilir. (4.26), (4.27) ve (4.28) esitliklerden

2
d,(P,',P,) = ——S27

dg(0,P).dy(0,P,)
sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanir.
Teorem 4.10 dan R2 taksi dlzleminde asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 4.11. R% de O merkezli ve r yarigapl ¢cember € olsun. 0, P, P, dogrudas olmayan

noktalart i¢in P, ve P, noktalarmin C ¢emberine gore inversiyon doniisiimii altinda
inversleri P,’ ve P,’ olmak iizere OP, ve OP, vektorlerinin dogrultulan D, =
((1,0),(0.1)}, D, = {(1L,1), (1, =D}, Dy = {(1,9), (1, =D} veya D, = {(13),(1,-3)}
kumelerinden birisine ait ise bu invers noktalar arasmdaki d,-uzaklig1 i¢in

r¢.d;(P,,P,)
d;(0,P,).d.(0,P,)

dT(Pll,PZI) =
esitligi gecerlidir.
Teorem 4.10 dan R%; maksimum diizleminde asagidaki sonu¢ hemen elde edilir:
Sonug 4.12. RZ de 0 merkezli ve ryarigapl gember C olsun. 0, P,, P, dogrudas olmayan
noktalar1 i¢in P; ve P, noktalarmm C g¢emberine goére inversiyon doniisiimii altinda
inversleri P,’ ve P,’ olmak iizere OP, ve OP, vektorlerinin dogrultulan D, =

1 1

{(1,0),(0,1)}, D, = {(L1),(1,—D)}, D5 = {(1,3), (1, —D)} veya D, = {(1,2), (1, ~2)}

kimelerinden birisine ait ise bu invers noktalar arasmdaki d,,-uzaklig: igin
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r%.d, (P, P,)

d, (P,' P, =
u Py, Py) d,(0,P,).d,(0,P,)

esitligi gecerlidir.

Teorem 4.10 dan RZ Cin dama diizleminde asagidaki sonug hemen elde edilir:

Sonug 4.13. RZ de, O merkezli ve r yarigaplh gember € olsun. 0, P,, P, dogrudasolmayan
noktalar1 i¢in P, ve P, noktalarmin C ¢emberine gore inversiyon doniisiimii altinda
inversleri P,’ ve P,’ olmak (zere OP, ve OP, vektorlerinin dogrultulari D, =
{(1,0),(01)}, D, = {(VZ-1,1),(VZ— 1,1}, Dy = {(AL,VZ—1),(1,-(VZ - 1))}
veya D, = {(1,v2 + 1), (1,—(¥/2 + 1))} kimelerinden birisine ait ise bu invers noktalar
arasindaki dg-uzakligi i¢in

r¢.d.(P,,P,)
d.(0,P,).d.(0,P,)

d.(P,",P,") =

esitligi gecerlidir.

Ornek 4.14.

1) a=3,b=2 igin genellestirilmis mutlak deger diizleminde O merkezli, birim

cemberdeki inversiyon goz Oniine alindiginda P, = (3,0), P, = (0,2) igin O—Pl) ve TPZ

vektorlerinin dogrultular: D, kiimesine aittir. O zaman P,’ ve P,’ invers noktalar1 I (P;) =

P,/ = (% 0) ve (P, =P, = (0, %) olarak bulunur. P; ve P, noktalan

arasindaki d, -uzakhg1 d,(P;,P,) =13 ve P’ ve P,’ arasindakid, -uzakhg
13

d,(P,',P,") = <, olur. P, ve P; noktalarnm inversiyon merkezine olan d; — uzakliklan

d, (0,P) =9 ve d, (0,P,) = 6 olup, buradan buldugumuz degerler Teorem 4.10 da
ifade edilen esitligi

2.d, (P,P 12,13 13
. g( - 2) = :_:dg(P1I»P2,)
dg(O, Pl).dg (o,pP,) 9.6 54

sagland1g1 gortiliir.

ii)a=3 , b= 2 igin genellestirilmis mutlak deger diizleminde O merkezli, birim
¢emberdeki inversiyon goz oniine alindiginda P, = (2,3), P, = (2,—3) i¢in 65; Veaﬁ;
vektorlerinin dogrultular1 D, kiimesine aittir. O zaman P;’ ve P,’ invers noktalari I (P;) =

P, = (%%) ve Io(P,) =P, = (%%) olarak bulunur. P; ve P, arasindaki d; -

uzakligt d;(P;,P,) =18 ve P, ve P,'arasindaki d; -uzakhg d,(P,’,P,") = % olur.
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P, ve P, noktalarmmn inversiyon merkezine olan d, —uzakliklari d,(0,P;) =13 ve

d, (0, P,) = 13 olup, Teorem 4.10 da ifade edilen esitligi

r2.d,(P,, P 12.18 18
g( 1 2) _ = = dg(Pll;PZI)
d,(0,P).d,(0,P,) 1313 13

esitligin saglandig1 goriiliir.

ii) a=3,b =2 igin genellestirilmis mutlak deger diizleminde O merkezli, birim
¢emberdeki inversiyon goz oniine alindiginda P, = (8,3),P, = (8,—3) i¢in O_Pl) ve OTJZ
vektorlerinin dogrultular D5 kiimesine aittir. O zaman P,’ veP,’ invers noktalari I (P,) =

8 3 ) 8 -3 .
P,/ = (W’W) ve I.(P,) =P, = (W’W) olarak bulunur. P; ve P, arasindakid, -

uzakligi d;(P,,P,) = 18ve P,’ veP," arasindaki d,, -uzakhg d (P, P,") = % olur. P,

ve P, noktalarmin inversiyon merkezine d, —uzakliklan d; (0, P,) = 30 ve d, (0, P,) =

30 olup, Teorem 4.10 da ifade edilen esitligi

r2.d, (P, P 1218 18
oPufe) 118 _18 0 erpy)
d,(0,P,).d,(0,P,) 3030 302

esitligin saglandig1 goriiliir.

iv) a=3 , b=2 i¢in genellestirilmis mutlak deger diizleminde O merkezli, birim
cemberdeki inversiyon goz Oniine alindiginda P,= (3,8), P,= (3,-8) i¢in OT’lve O_P£
vektorlerinin dogrultulan D, kiimesine aittir. O zaman P,’ veP," invers noktalar I (P,) =

g i i = I = i _—8 i -
P, = (302 ,302) ve I(P,) =P, (302 ,302) olarak bulunur. P; ve P, arasmndaki d;

uzakhigi dg (P, P,) = 48 ve P,’veP,’ arasmdaki d, -uzakhg d,(P,’,P,") = = olur.
P, ve P, noktalarmin inversiyon merkezine d; —uzakliklari d (0,P,) =30 ve

d, (0, P,) = 30 olup, Teorem 4.10 da ifade edilen esitligi

r2.dg(P;,P) 1248 48
d,(0,P).d,;(0,P,) 3030 302

dg(PII'PZI)

esitligin saglandigi goriiliir.

v) RZ dizleminde O merkezli, birim ¢emberdeki inversiyon goz oniine alindiginda P,=

(3,1), P,= (-6,2) igin OP, ve OP, vektorlerinin dogrultulari D, kiimesine aittir. O zaman

P,"ve P,’ invers noktalar1 Io (P,) = P,' = (i i) ve I.(P,) =P, = (— i,i) olarak

16’ 16 64’ 64

bulunur. P, ve P, arasindaki d -uzakhgr d,(P;,P,) = 10ve P,’veP, arasindaki d -
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9 5 : : :
uzakhgr d,(P,,P,") = - olur. P, ve P, noktalarmin inversiyon merkezine

d, —uzaklklan d(0,P;) = 4 ved(0,P,) = 8 olup, Sonug 4.11 de ifade edilen esitligi

r2.dr(Py, Py) _ 10 _ 5 3 o
dT(O'Pl)-dT(O,Pz) - E - 16 - dT(Pl IPZ )

esitligin saglandig1 goriiliir.

vi) R duzleminde O merkezli, birim gemberdeki inversiyon goz oniine ahndiginda P,=

(2,1), P,= (-4,2) igin OP, ve OP, vektorlerinin dogrultulari D, kiimesine aittir. O zaman
P," ve P," invers noktalari Io(P,) =P, = G,%) ve Ie(P,) =P, = (—i,%) olarak

bulunur. P, ve P, arasindaki d,, -uzakhg1 d,,(P;,P,) = 6 ve P,’ ve P," arasindaki d,, -

9 3 : : :
uzakligy d, (P, P,") = " olur. P, ve P, noktalarmm inversiyon merkezine

d,, — uzakliklar1 d,,(0,P,) = 2 ve d,(0,P,) =4 olup, Sonu¢ 4.12 de ifade edilen
esitligi

r2dy(PyPy) 6

dM (0) Pl)dM(OJPZ) B 2.4 B

3 I I
Z:dM(PerZ)

esitligin saglandig: goriiliir.
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5. GENELLESTIRILMIiS MUTLAK DEGER DUZLEMINDE CEMBERE GORE
INVERSIYON ALTINDA CIFTE ORAN VE HARMONIK ESLENIK
KAVRAMLARININ INCELENMESI

Bu bolimde Ré diizleminde yonlii dogru parcalarnin uzunluklari tanimlanarak,

cifte oran ve harmonik eslenik kavramlari tanimlanmistir ve bazi temel oOzellikleri

verilmistir. Daha sonra ]Rg diizleminde ¢emberlere gore inversiyon doniisiimleri altinda

noktalarin ¢ifte oranmin ve harmonik eslenik noktalarin 6zellikleri incelenmistir

5.1 Genellestirilmis Mutlak Deger Diizleminde Yonlii Dogru Parcalarinin
Uzunlugu

Bir yonli dogru pargasinin genellestirilmis mutlak deger uzunlugu taksi,
genellestirilmis taksi, maksimum, Cin dama diizlemlerindekine benzer olarak asagidaki
gibi tanimlanir.
£, genellestirilmis mutlak deger diizlemi ]Ré de bir dogru olsun. Bu dogru tizerindeki X
ve Y noktalari icin XY yonlii dogru par¢asinm uzunlugu

i [xY] d,(X,Y),XY dogru pargast ile £ ayn yonlii ise
9 B —d,(X,Y), XY dogru pargasi ile £ ters yonlii ise

bigiminde tammlanir. Ayrica dg [XY] = —d,[YX] olur.

X, Y, Z noktalar1 dogrudagnoktalar olsun. Eger Z noktas1 X ve Y noktalar arasinda ise bu

noktalar XZY dizilisine sahiptir.

5.2 Genellestirilmis Mutlak Deger Diizleminde Cifte Oran
X,Y,Z,W genellestirilmis mutlak deger diizlemi szg de dogrudas farkli noktalar
olsun. Bu noktalarn ¢ifte orani

d,[XZ) d,[YW]
d,[XW] " d,[¥Z]

(XY;ZW), =

bi¢iminde tanimlanir.

Genellestirilmis mutlak deger diizlemindeki c¢ifte oran ile ilgili baz1 6zellikler asagida

verilmektedir.
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Onerme 5.2.1 Genellestirilmis mutlak deger dizlemi ]Ré de £ yonlendirilmis bir dogru,
X,Y,Z,W de U uzerinde farkli noktalar olsun.Z ve W noktalarmm X ve Y noktalar:
arasinda bulunmasi ve bulunmamasi durumunda (XY;ZW), > 0 dir.

Ispat :

i) ZveW noktalar1 XveY noktalarinin arasinda olsun. O =zaman noktalar;
XZWY,XWZY,YZWX,YWZX dizilislerinden birisidir. Her bir dizilis i¢in c¢ifte oran
sirastyla asagidaki gibidir:

1) XZWY dizilisi igin,

4,[X7) dy[YW] _ d,(X,2) (=d,(Y, W) _
d, [XW1 d,[Yz] ~ d,(X,W) (=d,(Y,2)) ~

(XY;ZW), =

2) XWZY dizilisi igin,

d,[X7) dy[YW] _ dy(X,2) (=dy(Y, W)
d, [XW1 d,[Yz] ~ d,(X,W) (=d,(Y,2)) ~

(XY;ZW), =

3) YZWX dizilisi igin,

d,[xZ] d,[YW] —d,(X,Z) d, (Y, W)
d,[XW] d,[vz] ~ —d,(X,W) d,(Y,Z) ~ "

(XY;ZW), =

4) YWZX dizilisi igin,

d,[X2) dy[YW]_ —d,(%,2) d, (¥, W) _

K ZW)e = 0 W] 4, V2]~ —d, (W) d,(0,2)

Bu durumda her bir dizilisin (XY; ZW), cifte oran degerinin pozitif oldugu goriiliir.

i) ZveW noktalart X veY noktalart arasinda bulunmasin. O zaman noktalar;
IWXY,ZWYX, WZXY , WZYX,XYIW ,XYWZ,YXIW , YXWZ,ZXYW ,ZYXW ,WYXZ, WXYZ

diziliglerinden birisidir. Her bir dizilis i¢in ¢ifte oran sirasiyla asagidaki gibidir:
1) ZWXY dizilisi igin,

d,[xZ] d,[YW] —d,(X,2) (=dy(Y,W))

V209 = 3 W] 4, V2] ~ =d, (W) (—d,(V,2))




2) ZWYX dizilisi icin,

v 2wy, = 482 W]
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—d,(X,2) (=dy(¥, W)

dy[XW] d,[YZ]
3) WZXY dizilisi i¢in,

d,[X7) d,[Yw]

—d, (X, w) (—d,(Y,2)) >0

—d,(X,Z) (=d,(Y,W))

(Y5 ZW), = d,[XW] d,[vZ] ~

4) WZYX dizilisi icin,

v 2wy, = Zal5A G IWI

—d, (X, w) (—d,(Y,2)) >0

—d,(X,2) (=d,(Y,W))

dy[XW] d,[vZ]
5) XY ZW dizilisi i¢in,

d,[x2] d,lyw]

Zd, (W) (—d (Y, 2))

dy(X,Z) dy(Y, W)

XY 20, = d, [Xw1 d,[yz]l

6) XYW Z dizilisi igin,

(XY;ZW), = dy[x2] d,[yw]

d, (X, W) d,(Y,Z)

dy(X,Z) dy(Y, W)

dy[XW] d,[YZ]
7) YXZW dizilisi icin,

v 2wy, < oKD dW]_

d, (X, W) d,(Y,Z)

d,(X,Z) d,(Y,W)

d,[Xw] d,[vz] ~
8) YXWZ dizilisi icin,

d, [XZ]

d, (X, W) d, (Y, Z)

d,(X,Z) d,(Y,W)

o d,[Yw]
(XY;ZW), = dgg[XW]. ;g V7=

9) ZXYW dizilisi icin,

v 2wy, < alXD 4 W] _

d, (X, W) d,(Y,Z)

~d,(X,2) dy(Y,W)

d,[XW] d,[vZ]
10) ZYXW dizilisi icin,

d,[X2] d,[Yw]

4, W) (—d,(0,2) "

~d,(X,2) dy(Y,W)

XY 20, = d,[Xw] d,[vz] ~

4, W) (—d,(0,2) "



25

11) WY XZ dizilisi icin,

d,[XZ] d,[Yw]  d,(X,2) (—dg(Y,W))>
dy[XW] d,[YZ] — —d,(x, W) d,(Y,2) ’

(XY;ZW), =

12) WXYZ dizilisi icin,

d,[xZ] d,[YW]  d,(X,2) (=dy(Y,W))

(XY;ZW)g T d,XW] Yzl —d, (X, W) d,(Y,Z) >0,

Boylece her bir dizilisin (XY; ZW), cifte oran degerinin pozitif oldugu goriilir.

Ormek 52.2. X = (1,1),Y = (3,9), Z = (2,2),W = (4:4) genellestirilmis mutlak deger
diizleminde yonlii dogru tizerinde dort farkli noktaolsun. a = 1ve b = %parametrelerine

karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger diizleminde XYZW ve ZWXY dizilislerinin

genellestirilmis mutlak deger ¢ifte oranini bulalim.

1 3
dy(,2) = 1l1-2] +511-2] ==

d (X,w)=1|1 4|+1|1 4| ?
gAT e 2 2

a0 wy =1 a1 2P o = 7

A ) 212 71 4

4, v,2) =17 — 242 P 2| =7

A ) 212 714

XYZW dizilimi i¢in genellestirilmis mutlak deger c¢ifte orani,

d, [XZ] d, [Yw] 315 5
XY;ZW), =9 o —-_2 4 _ 2
KGIW)e = q xwl 4,z 93~ 3

2 4

olarak elde ederiz. ZWXY dizilimi i¢in genellestirilmis mutlak deger ¢ifte orani,

d [XZ] d, [YW] -3 _E 5

_ _ Y% g -2 _4 _ 2>

XGIW ) = a xwl 4, vZ1 ~ _9 _3 3
2 4

olarak bulunur.
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Sonug 5.2.3. RZ genellestirilmis mutlak deger diizleminde X,Y,Z, W yonli dogm
tizerinde dort farkhi nokta olsun. {X,Y}ve {Z, W} nokta ikilileri birbirini aymr ise

(XY; ZW), genellestirilmis mutlak deger ¢ifte oram sifirdan kiigtktiir.

Ispat : IR{E genellestirilmis mutlak deger diizleminde X, Y, Z, W yonlii dogru lizerinde dort
farkl nokta oldugunu kabul edelim. {X, Y} ve {Z,W} nokta ikililerinin birbirini ayirdigi
durumdanoktalarin dizilisleri XZYW , XWYZ, ZXWY , ZYWX,YZXW ,YWXZ, WXZY ,
WYZX seklindedir. Her dizilis icin noktalarin genellestirilmis mutlak deger ¢ifte orani

asagidaki gibi incelenmektedir:
DXZYW dizilisi igin,

d,[X2] d[YW]_ d,(X,2) d,(¥,W) _
d,[XW1 d,[YZ] ~ d,(X, W) (=d,(Y,2))

(XY;ZW), =

2) XWYZ dizilisi icin,

dy[XZ) dy[YW] _ dy(X,2) (=dy(¥, W) _
d,[Xw] d,[vz] ~ d,(X,W)" d,(¥,2) ’

(XY;ZW), =

3) ZXWY dizilisi icin,

d, [XZ] dg[YW]: (—d,(X,2)) (—d, (Y, W)) <
d, [xXw] d,[YZ] dg(X, W) ' (—dy(Y,2)) ’

(XY;ZW), =

4) ZYWX dizilisi icin,

d,[XZ) d,[YW]  (=d,(X,2)) d,(Y,W)

(XY;2W), = 4, XWT 4, V2]~ (~d, X, W)) (~dy (1,2))

5) YZXW dizilisi icin,

dy[XZ] d,[YW] (—d,(X,2)) d,(Y,W)
d,[Xw] d,[vz] = d,x,w) "d,(v,2)

(XY;ZW), =

6) YWXZ dizilisi icin,

d,[x7) d, YWl _ _d,(X,2) _d, (W)
d,[XW1 d,[YZ] ~ (=d,(X,W)) d,(Y,Z)

(XY;ZW), =

7) WXZY dizilisi icin,
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d,[xZ] d,[yw]l _ d,(X,2)  (=dy(Y,W))

2y =3 W] 4, V21~ (—dy W) (=4, (V,2)) ~

8) WY ZX dizilisi icin,

dy[XZ) dg[YW] _ (=d,(X,2)) (=dy(¥, W)
d, [XW] d,[YZ] ~ (=d,(X,W))" d,(¥,2)

(XY;ZW), =

Boylece bulunan tiim genellestirilmis mutlak deger ¢ifte oraninin negatif oldugu

sonucuna ulasilir.

Teorem 5.2.4 RZ genellestirilmis mutlak deger diizleminde O merkezli ve r yarigaplh
cember C olsun. O inversiyon merkezinden gecen dogruiizerinde ve O noktasindan farkl
dogrudas dort noktanin genellestirilmis mutlak deger ¢ifte orani, C ¢emberine gore

inversiyon doniigiimii altinda degismez kalr.

Ispat: ]Ré dizleminde O merkezli, r yarigaph C ¢emberine gdre inversiyonu géz 6niine
alalim. Inversiyon merkezi O noktasmndan gecen dogru iizerinde ve O noktasmdan farkl
dogrudas dort nokta X, Y, Z, W olsun. Bu noktalarin C ¢gemberine gore inversiyon altinda
goriintdleri X',Y’, Z', W’ olsun. Bu noktalar igin (XY; ZW) ; genellestirilmis mutlak deger

cifte oran1 ve invers goruntuleri

AVAR, ATV 44 IRTI o . . - . ..
(X'Y5Z'W"), genellestirilmis mutlak deger ¢ifte oranina esit oldugunu géstermeliyiz.
Inversiyon déniisiimiiniin  tanmmndan ]R%g, deki bir nokta inversiyon merkezine

yaklastikca, inversiyon altinda elde edilen goriintiisiiniin merkezden uzaklastigi; ayrica

merkez, nokta ve goriintii noktasinin dogrudas oldugu bilinmektedir.(Sekil 5.2.1)

Sekil 5.2.1 inversler ve Noktalar
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Bu ozellige bagl olarak RZ diizleminde C ¢emberine gore inversiyon altinda XY yonlil

dogru pargasi ve inversi olan X'Y' yonlii dogru pargasinin yonleri farklidir.

Bunun yani sira {X,Y} ve {Z, W} nokta ciftleri icin her birinin digerini ayirmasi veya
ayirmamasi Ozelligi C ¢gemberine gore inversleri olan {X',Y'}ve {Z', W'} nokta ciftlerinde
de gegerlidir.

d,[X'Z" d[Y'W'] _ dy(X',Z") dy (Y, W"

(XIY,;ZIW,) = 21145 1] T ! ~N - 1 7l
97 d,[xw d,[Y'Z]  dy (X, W) d,(Y,Z)

olur. Teorem 4.10. den

r?d, (X,7) r2d, (Y, W)
XYW, = 4,(0,X).d,(0,Z) d,(0,Y).d,(O,W) _ d,(X,Z) dy(Y,W)
’ I (X W) T ridg(Y,Z)  d (X, W) dy(Y,2)
d,(0,X).d,(0,W) d,(0,Y).d,(0,2)
_ dglxz] dgly,w] _ )
T dglxw]’ di[Y,Z] = (XY;ZW),
elde edilir.

Ornek 5.2.5.a = 4, b = 2 parametrelerine karsilik gelen Ré dlzleminde € birim gember
olsun. O inversiyon merkezinden gegen dogru iizerinde ve O noktasindan farkli dornt
dogrudasnokta X = (3,1),¥ = (1,2),Z = (24),W = (6,12) olsun. Bu noktalarmn gifte

oranini

d,[XZ) d,[YW]
d,[XW] d,[YZ]

(XY; ZW), =
olup,
dg(X,Z) = 4max{[> — 2|, 11 — 41} + 2min{[; - 2|, |1 — 4]} = 15,
dy (X, W) = 4max{|* - 6|, 11 — 12} + 2min{[2 - 6|, 11 — 12|} = 55,
d, (Y, W) = 4max{|1 — 6|,12 — 12[} + 2min{|1 - 6|,12 — 12} = 50,

d, (Y,Z) = 4max{|1 — 2|,12 — 4|} + 2min{|1 — 2|, |2 — 4|} = 10,

olarak bulunur. Noktalarn dizilisi XYZW oldugundan (XY;ZW), ¢ifte orant
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d,(X,2) d,(v,w) 15 50 15

(XY;ZW)g = d, (X w)' d (Y.Z) 5510 11

olarak elde edilir. Verilen noktalarn C birim ¢emberine gore inversiyon altindaki

inversleri agagidaki gibidir:

e(X) =X =—" x=—" (:.1)=2(1),

dg(0,x)? (4.1+2.1)2 2 52 \2
2
2
r_ r —
I(Y)=Y'= PRERIE Y= (42+2 e (1,2) = o (1,2),
2
r_ r —
le(2) = 27" = dg(0,2)? Z = (4. 4+22)2 (24) = 202 (2 4),
2
le(W) =W’ 3 (:)W)Z'W m( A12) __(6 12).
(0,

Inverslerin ¢ifte oran

d,[X'Z] d,[Y'W]
d,[X W' d,[Y'Z]

(lel; lel)g —

olup, invers noktalarin dizilisi W'Z'Y'X’" bigcimindedir. Buradan ¢ifte oran

_dg(X’, ZI) (—dg(Y’, W,)) B dg (XI' ZI) dg (YI’ WI)
—d, (X', W) (—d,(Y",Z") ~ d,(X', W) d,(Y',Z)

(lel; lel)g —

olup,

dy(X',2) = amaxfgs = 5|, g = 5y + 2mint]5 - ol 5 - S = 55

0,007 = s el s sl =2

50w = o -] -l o s -] -
i

dy(Y,Z) = 4max{

100 400‘ ’ |1oo - 400|} 20

100 4oo| |100 4oo|}+2mm{

olarak bulunur. Buradan invers noktalarin ¢ifte orani

3 1
Iy! ! ! 20 12 15
v, - 25

o
=]
N

0



30

olarak bulunur. Boylece (XY;ZW), = (X'Y'; Z'W") ; oldugu goriiliir.
5.3 Genellestirilmis Mutlak Deger Diizleminde Harmonik Noktalar

R; dizleminde dogrudas X,Y,Z noktalar i¢cin Z noktast X ile Y arasinda
bulunuyorsa, Z noktas1 XY dogru parcasmu icten boler, ve

d,[XZ]

d,[zv]

=A1>0

orami gegerlidir. Eger Z noktasi, X ve Y noktalarinin arasinda degilse, XY dogru pargasi Z
noktasi tarafindan distan boliinmiis olur ve

d, [XZ]

i =A<

oram gegerlidir. Burada Z noktasma bélme noktast denir ve Z noktas1 XY dogru pargasini

A oranma bdler. Z noktasi X veya Y noktasina ¢akisik olmasi durumunda A = () veya co

olur.

Eger Z ve W noktalari, XY dogru pargasini sirastyla icten ve distan, ayni oranda
fakat zit yonlerde bolen iki nokta ise XZ ile ZY yo6nlii dogru pargalarinin genellestirilmis
mutlak deger uzunluklari orani, XW ile WY yonli dogru pargalarmin genellestirilmis

mutlak deger uzunluklar1 oraninin negatifine esittir. Yani,

d,[X7)  d,[Xxw] _ d,[XW]

d,[zv] ~  d,wyl d,[Yw]

esitligi saglanir. Ayrica X,Y ve Z noktalar1 dogrudas oldugundan,

g

dy[zy] —  dglzy]

dy[X2)  dglx2]

esitligi gecerlidir.(On ratio minevver).

Tanmmm 5.3.1 ]Rg dizleminde iki nokta X,Y olsun. Harmonik bdlme terimi Z ve W

noktalarmm XY yonli dogru parcasini
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oraninda bOlmesine denir ve Z ve W noktalarina X ve Y noktalarma gore harmonik
esleniktir denir. X, Y, Z, W dogrudagnoktalarma da harmonik kime denirve H (XY, ZW),,

ile gosterilir.

Sonug¢ 5.3.2. ]Rg, dizleminde Z ve W noktalarinin X ve Y noktalarma gore harmonik

eslenik olmast igin gerekli ve yeterli kosul (XY,ZW), = —1 olmasidur.

Ispat. ]Ré dizleminde Z ve W noktalarinin X ve Y noktalarma gére harmonik eslenik

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

dir. Bu esitlik kullanildiginda
d,[XZ] .dg [YW] _
d,[XW] d,[YZ]

(XY, ZW), =

elde ederiz.
Simdi (XY, ZW), = —1 oldugunu kabul edelim. O zaman

dy[XZ] d,[YW] _
dy[XW] d,[YZ]

olup buradan

olur ve

oldugu elde edilir. Boylece Z ve W noktalarinin X ve Y noktalarina gore genellestirilmis
mutlak deger harmonik eslenik oldugu sonucuna varilr.
Teorem 5.3.3. ]Ré dizleminde merkezi orijin ve cap1 XY dogru pargast olan gember C

olsun. Z ve W noktalar1 OY 1smini i¢ten ve distan bolen noktalar olsun. Bu durumda Z ve

W noktalarnin X ve Y noktalarina gore genellestirilmis mutlak deger harmonik eslenik



32

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul bu noktalarin C gemberine gore I inversiyonu altinda

mvers noktalar olmasidir.

Ispat. ]Ré dizleminde merkezi orijin ve cap1 XY dogru parcasi olan genellestirilmis
mutlak deger gember C olsun. O zaman € gemberinin yaricap r = d;(0,X) = dy(0,Y)

olur. Z ve Wnoktalar1 XY dogru pargasi sirastyla i¢ten ve distan bdlen noktalar ise

d,[XZ]  dy[XW]

d,[zY] d,[WY]

olur. Varsayalim ki Z ve W noktalarinin X ve Y noktalarma gore genellestirilmis mutlak
deger harmonik eslenik olsun. O halde

(XY, ZW), = -1

olup

d,[XZ] dy[YW] _

d,[XW] d,[Yz] ~ -1

esitligi gecerlidir. Z noktas1 XY dogru parcasmi icten bélen bir nokta oldugundan
d,[YZ] = =d, (Z,Y)
ve
d,[XZ] = d,;(X,2)
olur. Z noktast OY 1sm iizerinde bir nokta oldugundan C ¢emberinin i¢inde olup
d,(Y,Z) =r—-d,(0,2)
ve

dy(X,Z) =r+d,(0,Z)
olur. Benzer sekilde W noktasi XY dogru pargasi distan bolen bir nokta oldugundan
d,[YW]=d,(Y,w)
ve
d,[XW] =d, (X, W)
olur. Ayrica
d,(X,W) =r+d, (0,W)
d,(Y, W) =4d,(0O,W)—r

olur. Yukaridaki esitlikleri kullanilarak,
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dy[XZ] d,[YW] _
dy[XW] d,[YZ]

esitliginde kullanilmas1 durumunda,

d,(X,2) d,(Y, W) _
dy (X, W) (—d,(Y,2))

olup buradan

(r+d,(0,2)) (d,(0,W)—1) _

(r+d, (0,W)) —(r—d,(0,2)) ~ -1

elde edilir. Esitlik diizenlendiginde,
(r+d,(0,2)).((dg(0,W) = ) = (r+d, (0,W)).(r—d, (0, 2))
d,(0,2)d,(0,W) = r?

olup Z ve W noktalarnin C ¢emberine gore inversiyon altinda invers noktalar oldugu
goralir.

Simdi Z ve W noktalarinin C gemberine gore inversiyon altinda invers noktalar oldugunu
kabul edelim. O halde,

d,(0,2)d,(0,W) =17
olur. RZ duzleminde (XY,ZW), cifte oram

d,[XZ] d,[YW]
d,[XW] d,[YZ]

(XY, ZW), =

dir. Yukarida elde edilen d,[XZ], d,[YZ], d,[YW], d,[XW] yonli uzakhklar cifte
oranda yerine yazilirsa

d,[XZ) d,[YW] d,(X,2) d,(Y,W)

d,[XW] d,[YZ] ~ d,(X, W) (=d,(V,Z))

(XY, ZW), =

_ (r+d,(0,2)) (d4(0,W) = 1)
(r+d, (0,W)) —(r—d,(0,2))

_ rdg(O,W)—r2+dg(O,Z)dg(O,W)—rdg(O,Z)
- —1241dy(0,2)-1dy(0,W)+d, (0,2)dy(0W)

_ rdg(O,W)—r2+r2 -rd,(0,2)
T —1241d(0,2)-rdg(0W)+7?

_rdgow)-rd,(02) _

T rdg(02)-rdglow) -1

elde edilir. Boylece (XY,ZW), = —1 oldugundan Z ve W noktalarmn X ve Y
noktalarina gore harmonik eslenik oldugu goriiliir.
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Ornek 5.3.4.a = 2, b = 1 parametrelerine karsihk gelen Ré dizleminde X = (-2, —4),

Y = (—%,—1), Z =(1,2) dogrudas ti¢ farkli nokta olsun. Z noktasinn, X ve Y

noktalarina gére harmonik eslenigi W noktasi olsun. W noktasi asagidaki gibi belirlenir:

Z ve W noktalar1 X ve Y noktalarma gére harmonik eslenik oldugundan (XY,ZW), =
—1 oldugunu biliniyor. Ayrica X, Y, Z ve W noktalar1 dogrudas noktalar olup y = 2x
dogrusu tizerindedirler. O zaman W = (x, 2x) almarak, (XY,ZW), = —1 esitliginden

(XY ZW) _ 2max{3,6}+min{3,6} Zmax{|x+§‘,|2x+1l}+min{‘x+%|,|2x+1|} _
! 9 7 2max{|x+2],| 2+ 43+ 1min{lx+2],| 2x+4]} 2max{§,3}+min{%,3} B
1
15 2|2x+1|+|x+5|
— IS — _1,

212x+414|x+2l 5

1
okl

lx+2|

olup W = (-1, -2) olarak bulunur.
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6. GENELLESTIRILMiS MUTLAK DEGER DUZLEMINDE CEMBERE GORE

INVERSIYON  ALTINDA  DOGRULARIN VE CEMBERLERIN
GORUNTULERININ INCELENMESI

Oklidyen diizlemde gembere gore inversiyon ile ilgili asagidaki ozellikler iyi
bilinmektedir:

i) Inversiyon merkezinden gecen dogrular ¢gembere gére inversiyon altmda kendilerine

doniisiir.

ii) Inversiyon merkezinden ge¢meyen dogrular cembere gore inversiyon altinda

inversiyon merkezinden gegen ¢emberlere doniisiir.

iif) Merkezi inversiyon merkezi olan ¢emberler, ¢embere gore inversiyon altinda yine

merkezi inversiyon merkezi olan ¢cemberlere doniisiir.

iv) Inversiyon merkezinden gecmeyen cemberler, ¢embere gore inversiyon altinda

inversiyon merkezinden gegmeyen ¢emberlere doniisiir.

v) Inversiyon merkezinden gecen gemberler, gembere gdre inversiyon altinda inversiyon

merkezinden ge¢cmeyen dogrulara doniisiir.

Bu bélimde ]Rij diizleminde dogrularin ve ¢cemberlerin ¢cembere gore inversiyon altinda

goriintiileri incelenmekte ve bu 6zelliklerin gegerli olup olmadiklar arastirilmaktadir.

]R; duzleminde butiin 6telemeler d,-uzakliklarini korudugundan asagidaki incelemelerde

inversiyon merkezini orijin almak genelligi bozmayacaktir.

Teorem 6.1. ]R; genellestirilmis mutlak deger diizleminde C, O merkezli, r yaricapl

¢ember olsun. I, inversiyonu altinda O inversiyon merkezinden gegen dogrular invaryant

kalir.
Ispat. RZ diizleminde € gemberi
amax{|x|, lyl} + bmin{|x|, lyl} = r

kiimesi olur. O noktasindan gecen ¢ dogrusu a,x + a,y = 0 olsun. [, inversiyonu

altinda £ nin goriintiisi

rix' r2y’
a; . + a, 3 =0
(amax{lx'l, ly'[} + bmin{lx’|, ly’[})? (amax {lx'l, ly'I} + bmin{lx'l, ly'1})2
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olur. Buradan
a1 x'+a,y =0
olup bu £ dogrusunun I inversiyonu altinda degismez kald1gin1 gosterir.

Teorem 6.2. RZ genellestirilmis mutlak deger diizleminde C, O merkezli, r yargapl
¢ember olsun. Inversiyon merkezi O den ge¢cmeyen yatay dogrunun C ¢emberine gore

inversiyon altinda goriintiisii parabol yaylarinimn birlesiminden olusur.

Ispat. Sifirdan farkli asreel sayisi igin herhangi y + a5 = 0 denklemli yatay dogru ¢

olsun. ¢ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii I ()

r2y’

- - - — as = 0
(amax{lx|,ly' 1} + bmin{lx'],ly'1})

esitligini sagladig1 goriiliir. Buradan

r2y" + az(amax{|x'], ly'l} + bmin{lx'|,ly'1H?=0.... (6.1)
elde edilir. |x'| > |y’| iken (6.1) den

2y’ + as(alx'| + bly'D?=0 ... (6.2)
denklemine indirgenir.
i)x" < 0,y < 0iken (6.2) den

r’y' + as(a (—x)) + by (=¥))* = 0,

r*y + as(ax’ + by')* = 0,

Yy + az(a*(x")? + 2abx'y’ + b*(y)? = 0,

aza®(x')? + (2ab)asx'y’ + ash*(y)*> + ¥y’ =0 (6.3)
elde edilir. (6.3) ile belirtilen egri igin,

_|aza®*  aba;

d =
abas;  asb?

= az*(a’h* — a®b*) = 0

oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,
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asa’®> azab 0

r? 2 2 2\2
2 r T T
D= azab asb _ _ 2 — .2
, 2 ) asa 2 asa 2
0

0 T
2

olur. Boylece VazeR — {0} i¢in (6.3) bir parabol belirtir.
i) x" < 0,y = 0iken (6.2) denkleminden
™y + az(a(—x") + b () =0
elde edilir. Buradan
™y + az(a®(x")? — 2abx'y’ + b*(y")*) = 0 .. (6.4)
olur. (6.4) deki egri i¢in

2 _
d= asa as‘éb = a;2(a?b?—a?bh2) =0
—azab azb

oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,

asa®> —azab 0

b b2 r? r2 572 , (12
D = |—-asa as S| =——(asa"—) = —asza (—)
) 2 2 4

0 Py 0
as < 0veaz > 0iken sirastyla D > 0 ve D < 0 olup (6.4) deki egri bir paraboldr.
iii) x' = 0, y < 0iken (6.2)den
r’y’ + asz(ax’ —by')? = 0,
Yy + az(a®*(x")* —2abx'y’ + b*(y')?) =0 .. (6.5)

esitligi elde edilir. Bu (6.4) ile ayn1 denklem olup (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde

ayn1 paraboliin iki pargast goriintiide bulunmaktadir.
iv)x" = 0, vy = 0 iken (6.2) denkleminden
Yy’ + as(ax’ +by')? = 0,
Y + az(a®*(x")* + 2abx'y’ + b*(y')?) =0 .. (6.6)

esitligi elde edilir. Bu (6.6) ve (6.3) ayn1 denklem olup (i) ve (iv) durumlarindaki

bolgelerde bu paraboliin parcalar goriintiide bulunmaktadir.
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|x'| < |y'| iken (6.1) denkleminden
r2y'+ az(aly'| + bIxXD2=0 ... (6.7)

denklemi elde edilir. Yukaridaki incelemeye benzer olarak (6.7) ifadesi asagidaki gibi
incelenir.

x" < 0,y < 0iken (6.7) den

r*y" + as(—ay’ —bx")* = 0,

r’y + az(ay’ +bx')2 =0 ...

azb*(x")? + (2ab)asx'y' + aza®*(y)* + r*y' = 0 (6.8)
elde edilir. (6.8) esitliginden,

asb? aszab

d =
asab aza?

= a3%2(a®b?—a?b?)=0

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,

asb® azab 0

2 2
_lazab aza®? = _T° 273 _ g2 (T
D 3 iz > . (asb 2) asb (2)
0 5 0

olup as; > 0 ve az < 0 iken sirasiyla D < 0 ve D > 0 olur. Buradan (6.8) deki egri bir
parabol belirtir. |x'| < |y’| ve x’'< 0, y' < 0 bélgesinde bu paraboliin yay1r £ dogru

goriintiisiinde yer alir.
i) x' <0, y =0 iken (6.7) esitliginden,

r?y’ + az(ay’ — bx")? = 0,

Yy + aza®(y')? — (2ab)asx'y’ + azb*(x)* =0 (6.9)
olur.

2 —
d = asb asazb = as2(a?bh? — a?h?) = 0
—azab asa

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,

asb®> —azab 0
2 2
_|-asab asa® =|{__7° 27 _ 2 (T2
D= 3 iz 2| =3 (asb 2)— asb (2)
0 — 0

2
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olup az > 0ve az < 0 iken sirasiyla D < 0 ve D > 0 olur. Sonug olarak (6.9) bir parabol
belirtir. Boylece |x'| < |y'| ve x' < 0, y' < 0 bdlgesinde (6.9) paraboliinin yay1 ¢

dogrusunun goriintiisiinde yer alir.
i) x' = 0, y' < 0iken (6.7) denkleminden
Y + as(—ay' + bx')* = 0 (6.10)

elde edilir. (6.10) esitligi (ii) durumundaki (6.9) esitligi ile aymidir. Bu ylizden, |x'| < |y'|
iken (ii) ve (iii)) durumlarmdaki bolgelerde bu paraboliin parcalart goriintiide

bulunmaktadir.
iv)x" = 0, ¥ = 0 iken (6.7) denkleminden
™y + az(ay’ +bx)> =0 (6.11)

esitlik elde edilir. (6.11) ve (6.8) ayn1 denklem oldugundan (i) ve (iv) olusan bolgelerde

bu paraboliin iki parcas goriintiide bulunmaktadir.
Boylece £ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii
{Cy0]as(ax'+by)? +72y" =0, [x|> |y vex.y'= 0},
{(',y)] az(ax' = by)2 + 1%y’ =0, |x|>|y'| vex.y' <0},
(YD) as(@y’ + bx"? +12y" =0, |x|<|y|vex.y =0}
(&) as(ay’ = bx)2 + 712y =0, || < |y|vex'y <0}
parabol yaylarinin birlesiminden olusur.

Ornek 6.3.a=2, b = % parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

duzleminde C birim ¢ember olsun. y + 3 = 0 yatay dogrusunun I, inversiyonu altinda

goriintiisii asagidaki gibi bulunur.
I inversiyonu tanimmdan

1

(xy) = z (x,y)

(Zmax{lxll,|yl|}+%min{|xl|,lyl|)

esitligi gegerlidir. Verilen dogrunun I inversiyonu altindaki goriintiisii

yl
(2max (l'Lly'l1+2 minglx'l Iy'13)

;+3=0,
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y+3(2max{lx'l, ly'l} + % minglx'l ly'}) = 0 (6.12)
olur. [x'] > |y’| iken (6.12) den
2
y'+3(201+11y1) =0
y' +3(4(x")% + 2Ixy'l +i (y')2 =0,
y' +12(x")2 + 6|xy| + Z (y')2 =0
olur. x’.y’ > 0 iken
y' +12(x")?+ 6x'y' + % (y')2 =0 (6.13)
vex’.y’ < 0 iken
y' +12(x")2—6x'y' + Z(y')z =0 (6.14)
parabollerinin yaylarmdan olusur. Benzer sekilde |x'| < |y’| iken (6.12) den
2
y'+3(2ly1 +1 1x1) =0
Y+ 3002+ 20xy 1+ 1 (x) =0,
y' +12(y")% + 6|xy |+ %(x’)2 =0
olur. x’.y’ > 0 iken
Y +120/)2 +6x'y +3(x) =0 (6.15)
vex’.y’ <0 iken
Y + 120y - 6x'y' +3(x)’ = 0 (6.16)

parabollerinin yaylarindan olusur, (Sekil 6.1).
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Le(®)

Sekil 6.1. Yatay dogru ve inversi

Teorem 6.4. RZ genellestirilmis mutlak deger diizleminde C, O merkezli, r yargapl
¢ember olsun. Inversiyon merkezi O dan ge¢cmeyen dikey dogrunun C ¢emberine gore

inversiyon altinda goriintiisii parabol yaylarmm birlesiminden olusur.

Ispat. Sifirdan farkh a, reel sayisi igin herhangi x + a; = 0 denklemli dikey dogru ¢

olsun. ¢ dogrusunun I inversiyonu altida goriintiisii I ()

rx'

- - - - as = 0
(amax{lx|,ly' 1} + bmin{lx'],ly'1})

esitligini sagladig1 goriiliir. Buradan

r2x’ + as(amax{lx'l,ly'I} + bmin{lX|,ly’'|H%=0 .... (6.17)
elde edilir. [x'| > |y'| iken (6.17) den

r2x'+ az(alx’| + bly'D?=0 ... (6.18)
denklemine indirgenir.
i)x" < 0,y < 0iken (6.18) den

r’x' + az(a(—=x")) + by (—=¥))* = 0,

r’x" + az(ax’ + by)* = 0,

r’x" + az(a®(x")? + 2abx'y’ + b*(y'")?) = 0,

aza*(x")? + (2ab)asx'y' + azsb*(y')? + r’x' = 0 (6.19)
elde edilir. (6.19) ile belirtilen egri i¢in,

_|asa®*  abas

d =
aba;  asb?

= az*(a®bh* — d®*b*) = 0

oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,
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-2
asa®* azab — 5
2 72 r2 r2
D =|azab azb* 0|=—-——=as:b?*| =)= —ash*|(—=
! 2 2 2
T 0 0
2

olur. Boylece VazeR — {0} ve b # 0icin (6.19) bir parabol belirtir. b = 0 iken uzaklik

maksimum uzakhigim a kati olup egri paralel iki dogru olacaktir.
i) x" < 0, y" = 0iken (6.18) denkleminden
x" + az(a(—x) + b () =0
elde edilir. Buradan
r’x" + az(a®*(x")* —2abx'y’ + b*(y')*) = 0 (6.20)
olur. (6.20) deki egri i¢in

2 —
d= asa a3c;b = a;2(a?b? —a?bh?) =0
—azab asb

oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,

N

.
asa® —aszab

7 2 2 2
D=|aab ab? 0= —=(@:b?D) = —azb? (%)
e

b # 0olmak lizere a; < 0 ve az; > 0 iken sirastyla D > 0 ve D < 0 olup (6.20) deki

egri bir parabolddr. (i) deki gibi b = 0iken egri paralel iki dogru olacaktir.
i) x" > 0, y' < 0iken (6.18) den
r’x" + az(ax’ —by')* = 0,
r’x" + as(a®*(x")? — 2abx'y’ + b*(y)*) =0 . (6.21)

esitligi elde edilir. Bu (6.20) ile ayn1 denklem olup (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde

ayni1 paraboliin iki pargas1 goriintiide bulunmaktadir.
iv)x" > 0, y' > 0 iken (6.18) denkleminden
r’x" + as(ax’ +by')* = 0,

r’x + as(a®*(x")? + 2abx'y’ + b*(y)*) =0 . (6.22)
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esitligi elde edilir. Bu (6.22) ve (6.19) ayni denklem olup (i) ve (iv) durumlarindaki

bolgelerde bu paraboliin pargalart goriintiide bulunmaktadir.
|x'| < |y’| iken (6.17) denkleminden
r2x" + az(aly'l + bIx')2 =0 (6.23)

denklemi elde edilir. Yukaridaki incelemeye benzer olarak (6.23) ifadesi agsagidaki gibi
incelenir.

)x" < 0, y < 0iken (6.23) den

r’x’ + az(—ay' — bx")? = 0,

r’x' + az(ay’ +bx')* =0

azh*(x)? + (2ab)asx'y’ + aza*(y')*> + r’x' = 0 (6.24)
elde edilir. (6.24) esitliginden,

asb? asab

d =
asab aza?

= az*(a?b?—a?b?)=0

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,

N

T

asb®> azab =

2 2 2

0 A I e
— 0 0

2

olup b # 0iken az > 0 ve a3 < 0 iken sirastyla D < 0 ve D > 0olur. Buradan (6.24)
deki egri bir parabol belirtir. |x'| < |y’| ve x’< 0, y’' < 0 bdlgesinde bu paraboliin yay1

£ dogru goriintiisiinde yer alir. b = 0 iken egri paralel iki dogru olur.
i) x' <0, ¥y =0 iken (6.23) esitliginden,

r’x' + asz(ay’ —bx")* = 0,

r’x’ + aza®(y')? — (2Qab)asx'y' + azh*(x)* = 0 (6.25)
olur.

2 —
d = asb a3c;b = as2(a?bh? — a?bh?) = 0
—aszab asa

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,



2

T
asb® —azab —
2 r2 o7 5 (T2 2
D =|—azab aza* O0|= —?(aga ?) = —aza (7)
2
T
— 0 0

2

olup a3 > 0 ve as; <0 iken sirasiyla D < 0ve D > 0 olur. Sonug olarak (6.25) bir
parabol belirtir. Bdylece |x'| < |y'| ve x' < 0, y" < 0 bdlgesinde (6.25) paraboliiniin

yay1 £ dogrusunun goriintiisiinde yer alir.
i) x" = 0, y' < 0iken (6.23) denkleminden
r’x" + az(—ay' +bx')* = 0 ... . (6.26)

elde edilir. (6.26) esitligi (ii) durumundaki (6.25) esitligi ile aymidir. Bu yiizden, |x'| <
ly’| iken (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde bu paraboliin pargalari goriintiide

bulunmaktadir.
iv)x" > 0, y' > 0 iken (6.23) denkleminden
’x" + asz(ay’ +bx")? =0 ... . (6.27)

esitlik elde edilir. (6.27) ve (6.24) ayn1 denklem oldugundan (i) ve (iv) olusan bolgelerde

bu paraboliin iki parcasi1 goriintiide bulunmaktadir.

Boylece £ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii
{(x"y)|as(ax'+ byN2+7r2x' =0, |x|>|y|vex.y'=0}, (6.19)
(', y)| ag(ax’ =by)2 +12x' = 0, |x|>|y/|vex.y' <0}, (6.20)
{(x"y")] ag(ay’ + bx'2 +72x' =0, |x|<|y|vex.y' =0} (6.24)
(¥ az(ay’ — bx)2+7r2x' =0, |x|<|y|vex'.y' <0}  (6.25)
parabol yaylarmin birlesiminden olusur.

Ornek 6.5.a =2, b = %parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

dlzleminde C birim ¢gember olsun. x + % = 0 dikey dogrusunun I inversiyonu altmda

goruntusu

(e tyrox =0, [c]> lylvexiy'=0),
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(@t -Lyy2+x' =0, |¢|>|y|vexy <0},

(ofsay +1x7+x =0, [¥|<ly|vex.y 20,

{(x’,y’) %(Zy’ —%x’)2 +x'=0, [x|<|y|vex.y < 0}

parabol yaylarinin birlesiminden olusur, (Sekil 6.2).

I (f)\j
£

Sekil 6.2. Dikey dogru ve inversi

Teorem 6.6. Rj genellestirilmis mutlak deger diizleminde C, O merkezli, r yaricapl
cember olsun. Inversiyon merkezi O dan ge¢cmeyen ayira¢ dogrunun C ¢emberine gore

inversiyon altinda goriintiisii parabol yaylarinin birlesiminden olusur.

Ispat. Sifirdan farkli a, reel sayisi icin herhangi x +y +a; = 0 denklemli ayira¢ dogmu

£ olsun. ¢ dogrusunun I, inversiyonu altinda goriintiisii I ()

r2x’ r2y
; ; ; ; 2 + ; ; ; ; 2 + a3 = 0
(amax{|x |,|y [} + bmin{lx|, |y |}) (amax{|x |,|y [} + bmin{lx|, |y |})
esitligini sagladig1 goriiliir. Buradan
r2x’+ r2y’ + az(amax{|x'|, ly'[} + bmin{lx'|,ly'[})? =0 (6.26)
elde edilir. [x'| > |y'| iken (6.26) dan
r2x"+ r2y' + az(alx’| + bly')2=0 (6.27)

denklemine indirgenir.
i)x" < 0,y < 0iken (6.27) den
r2x'+72y’ + as(a (=x)) + by (=y)* = 0,

r?x'+ 12y’ + az(ax’ + by')* = 0,



r2x' +r2y" + az(a®(x)* + 2abx'y’ + b*(y")?) =0,
aza*(x")? + (2ab)asx'y' + ash*(y')* + r?x'+r%y' = 0
elde edilir. (6.28) ile belirtilen egri i¢in,

_|asza*  abas

d= aba 0t | = az®(a*b* — a*b*) = 0
3 3
oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,
2
aza® azab T
2 N
2 r
D =|qzab azbh? % = (7) as(a®—b?)
r? r?
7z 7z °
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(6.28)

olur. Boylece VazeR — {0} i¢in az; < 0 ve az > 0 iken sirastyla D > 0 ve D < 0 olup

(6.28) deki egri bir paraboldr.
ii)x" < 0,y = 0iken (6.27) denkleminden
r?x'+ 1%y’ + az(a(—x) + b () =0
elde edilir. Buradan
r2x'+ r2y" + az(a®*(x")? —2abx'y’ + b*(y')?) = 0
olur. (6.29) daki egri igin

asa’? —azab

d= —azab  aszb?

= a3%(a®b?—a?b?)=0

oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,

olup a; < 0 ve as; > 0 iken sirastyla D >0 ve D < 0 olup (6.29) daki egri bir

parabolddir.

2
2
— b —
asa asa 2 ,
2 T 2
—azab  azb? > =—< )ag(a+b)
r? r?
2 2

iy x' > 0, y < 0iken (6.27) den

(6.29)
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r2x'+ 1%y’ + az(ax’ —by")?* = 0,
r2x'+ 12y’ + az(a®(x")? —2abx'y’ + b*(y")?) = 0. (6.30)

esitligi elde edilir. Bu (6.30) ile ayn1 denklem olup (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde

ayni paraboliin iki pargas1 goriintiide bulunmaktadir.
iv)x" > 0, y' = 0iken (6.27) denkleminden
r?x'+ 12y’ + ag(ax’ +by")*> = 0,
r2x'+ 12y’ + az(a®(x")? +2abx'y’ + b*(y')?) = 0. (6.31)

esitligi elde edilir. Bu (6.28) ve (6.31) ayn1 denklem olup (i) ve (iv) durumlarindaki

bolgelerde bu paraboliin parcalar goriintiide bulunmaktadir.
|x'] < |y'| iken (6.26) denkleminden
r2x' +12y" + az(aly’| + bIx'])?2 =0 (6.32)

denklemi elde edilir. Yukaridaki incelemeye benzer olarak (6.32) ifadesi asagidaki gibi

incelenir.
)x" < 0, ¥y < 0iken (6.32) den
r2x' +r%2y’' + as(—ay' — bx")?* = 0,
r2x' + 1%y’ + az(ay’ +bx')* =0
azb*(x')?* + (2ab)azx'y’ + aza®*(¥')* + r2x'+r?y’' =0 (6.33)

elde edilir. (6.33) esitliginden,

ash? asab
azab asa
oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,
.r.Z
asb® azab 0}
T'Z Tz 2 2
D =lasab asza® > =-\37 az(b—a)
r? r?
— = 0
2 2
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olup asz > 0 ve az < 0 iken sirasiyla D < 0 ve D > 0 olur. Buradan (6.33) deki egri bir
parabol belirtir. |x'| < |y’| ve x’< 0, ¥’ < 0 bolgesinde bu paraboliin yay1 ¢ dogru

goriintiisiinde yer alir.
i) x' <0, y' =0 iken (6.32) esitliginden,

r?x'+ 12y’ + as(ay’ —bx")* = 0,

r2x'+ 12y + aza®(y')? — (Qab)asx'y’ + azb*(x)* = 0 (6.34)
olur.

ash? —azab
d= =0
—azab aza?

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,

TZ
asb —azab —
2 2
Tz T-Z 2
D =|-azab asza* 0l =-\7 as(a + b)
r2 r2 0
2 2

olup az > 0 ve a3z <0 iken swrastyla D < 0ve D > 0 olur. Sonuc olarak (6.34) bir
parabol belirtir. Boylece |x'| < |y'| ve x' < 0, y' < 0 bélgesinde (6.34) paraboliiniin

yay1 £ dogrusunun goriintiisiinde yer alir.
iii) x" = 0, y' < 0iken (6.32) denkleminden
r2x"+71%2y" + az(—ay'+ bx')> = 0 (6.35)

elde edilir. (6.35) esitligi (ii) durumundaki (6.34) esitligi ile aymidir. Bu yiizden, |x'| <
ly’| iken (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde bu paraboliin pargalari gorintiide

bulunmaktadir.
iv)x" = 0, y' = 0 iken (6.32) denkleminden
r2x' +1r2y" + az(ay’ +bx')? =0 (6.36)

esitlik elde edilir. (6.36) ve (6.33) ayn1 denklem oldugundan (i) ve (iv) olusan bolgelerde

bu paraboliin iki parcasi1 goriintiide bulunmaktadir.

Boylece £ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii
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{(x"y)|as(ax'+ byN?2 +72x +12y =0, |[x|>|y|vex.y'=0}, (6.28)
{(y)] as(ax’ = by +r’x + 12y =0, |x|>|y|vex'.y' <0}, (6.29)
{(",¥)] az(ay’ + bx")? + r*x + 12y =0, |x]|<|y]|vex.y’ =0} (6.33)

()] as(@y’ — bx )2+ r?x + 12y =0, |x| < |y|vex'.y <0}
(6.34)

parabol yaylarmin birlesiminden olusur.

Ornek 6.7.a =2, b = %parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

dlzleminde C birim ¢gember olsun. x +y + i = 0 dikey dogrusunun I inversiyonu

altinda goriintiisti

(@ fer+3y)2+x'+y =0, |x]>|y|vex.y'= 0}

1

(o [zex =390 +x +y =0, |x]>|y|vex.y' <0},

(o |s@y+302+x +y =0, [x]< |y vex'y =0}

§(2y’—%x’)2 +x +y =0, [x|<|y]vexy < O}

{ay)

parabol yaylarinin birlesiminden olusur, (Sekil 6.3).

SE
2

le(f)

Sekil 6.3. Aywra¢ dogru ve inversi

2 . . . - . . -
Teorem 6.8. R} genellestirilmis mutlak deger diizleminde C, O merkezli, r yaricaplh
cember olsun. Inversiyon merkezi O dan gecmeyen yataysal dogrunun C gemberine gore

inversiyon altinda goriintiisii parabol yaylarinin birlesiminden olusur.
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Ispat. lR%j dizlemde inversiyon ¢emberi C, merkezi O = (0,0) yarigapi r olan bir ¢ember
ve £, a;x + a,y + a; = 0denklemli merkezden gegmeyen yataysal dogru olsun. Bu
durumdaa; # 0 ve |a,| < la,|olup a, # 0 olmalidir. O zaman a, = 1 almak genelligi
bozmayacaktir. a;x +y +a; = 0 denklemli £ dogrusunun I. inversiyonu altnda

gorantasu I, (£)

r2x’ r2y’
a; — — t — —F— ta; =0
(@max {|x|, Iy} + bminf{lx’], ly'[h”™  (amax{lx], Iy} + bmin{]x], Iy}

esitligini sagladigi goriiliir. Buradan

r2a;x' + 12y’ + az(amax{lx'|,ly’[} + bmin{lx'l,ly'1})2 =0 (6.37)
elde edilir. [x'| > |y'| iken (6.37) den

r2a;x" + 1%y + az(alx'| + bly’D? =0 (6.38)
denklemine indirgenir.
i)x" < 0,y < 0iken (6.38) den

r2a1x' + 1%y’ + as(a(—x")) + b(y (—y"))* = 0,

r?a;x' +r?y’ + az(ax’ + by')? = 0,

r?a;x’'+ r2y' + az(a*(x")* + 2abx'y’ + b*(y')?*) = 0,

aza*(x)? + (Qab)asx'y’ + ash*(v")* + r?a1x’ +r%2y' =0 (6.39)

elde edilir. (6.39) ile belirtilen egri i¢in,

_|aza®  abas

d= abas;  asb? 0
oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,
2 —,~2
asa” asab ) a,
Tz ,r.Z ? 2
D=\azab asb? ) =- B as(a— aib)
r? r?
2% 7

olur. Boylece VazeR — {0} i¢in az < 0 ve az > 0 iken sirasiyla D > 0 ve D < 0 olup
(6.39) daki egri bir parabolddr.
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i) x" < 0, y" = 0iken (6.38) denkleminden

r?a;x'+r?y’ + az(a(—x) + b (¥'))* =0
elde edilir. Buradan

r?a1x'+ 12y + az(a*(x")? —2abx'y’ + b*(y)?) =0 (6.40)
olur. (6.40) daki egri igin

aza® —azab| _

d= =
—azab  azb? 0
oldugundan egri parabolik egridir. Ayrica,
TZ
aza® —asab ?al
2 2\?
D= S P b)?
=|~azab azb 5 |= 5 az(a+ a,b)
r? r?
?al ? 0

olupaz < 0ve az > 0iken sirasiyla D > 0 ve D < 0 olup (6.40) daki egri bir

parabolddir.
i) x” = 0, y' < 0iken (6.38) den
r?2a;x' + 1%y’ + as(ax’ — by")? = 0,
r?a.x’ + 1%y’ + az(a®(x")? —2abx'y’ + b*(y)*) =0 . (6.41)

esitligi elde edilir. (6.41) ve (6.40) aymi denklem olup (i) ve (iii) durumlarindaki

bolgelerde ayni paraboliin iki pargasi goriintiide bulunmaktadir.
iv)x" > 0, y' > 0 iken (6.38) denkleminden
r?a;x’ +r?y'+ az(ax’ +by)* = 0,
r?a.x’ + 1%y’ + az(a®(x")? +2abx'y’ + b*(y)*) =0 (6.42)

esitligi elde edilir. Bu (6.39) ve (6.42) aym1 denklem olup (i) ve (iv) durumlarindaki

bolgelerde bu paraboliin pargalart goriintiide bulunmaktadr.
|x'] < |y'| iken (6.37) denkleminden

r2a;x’ + 12y +as(aly'|+ bIxX])2 =0 (6.43)
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denklemi elde edilir. Yukaridaki incelemeye benzer olarak (6.43) ifadesi asagidaki gibi

incelenir.
i)x" < 0, y < 0iken (6.43) den

r2a;x' + 1%y’ + az(—ay' —bx")? = 0,

r?a.x' + 1%y’ + az(ay’ +bx')*> =0

azb*(x")? + (2ab)asx'y' + aza®*(y)* + r?ax' +r%y' = 0 (6.44)
elde edilir. (6.44) esitliginden,

asb? asab
asab asa?

=0

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,

r2
ash* azab —a,
2 N2
r? r 2
D=lasab aza? > =—<7> az(b—a;a)
r2 r2
7% 7 0

olup asz > 0 ve az < 0 iken sirasiyla D < 0 ve D > 0 olur. Buradan (6.44) deki egri bir
parabol belirtir. |x'| < |y’| ve x’< 0, y' <0 bélgesinde bu paraboliin yay1r £ dogru

goriintlisiinde yer alir.
i) x' <0, y' =0 iken (6.43) esitliginden,

r?ax’ + 1%y’ + az(ay’ — bx")* = 0,

r2a,x' +r2y' + aza*(y")* — (2ab)asx'y’ + azh*(x')> =0 (6.45)
olur.

azh? —azab| _
—azab  asa?

oldugundan egri paraboliktir. Ayrica,

2

asb?> —azab - @
r2 rz\*
D =|—gab asd? > = —<7> az(aa; + b)?
r2 r2
2% 7
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olup az > 0 ve az <0 iken swrastyla D < 0ve D > 0 olur. Sonug olarak (6.45) bir
parabol belirtir. Boylece |x'| < |y'| ve x" < 0, y" < 0 bélgesinde (6.45) parabolinin

yay1 £ dogrusunun goriintiisiinde yer alir.
i) x" = 0, y' < 0iken (6.43) denkleminden
r?ax'+r?y’ + az(—ay' + bx')* = 0 (6.46)

elde edilir. (6.46) esitligi (ii) durumundaki (6.45) esitligi ile aymidir. Bu yiizden, |x'| <
ly'| iken (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde bu paraboliin pargalar1 goriintiide

bulunmaktadir.
iv)x" > 0, y' > 0 iken (6.43) denkleminden
r?ax' +1r%2y' + az(ay’ + bx')> = 0 (6.47)

esitlik elde edilir. (6.44) ve (6.47) ayn1 denklem oldugundan (i) ve (iv) olusan bolgelerde

bu paraboliin iki parcasi1 goriintiide bulunmaktadir.

Boylece £ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii
{(x"y0] as(ax'+ by)? +rayx + 1%y = 0, |x|>|y| vex’.y’ = 0},
{(,y)] az(ax’ —by)? + r?a;x +7%y =0, |x|>|y'|vex'.y' < 0},
{0 )] az(ay’ + bx")? + rPaix +7r%y =0, |x|<|y|vex'.y =0}
(' ¥ as(ay’ = bx )2+ r?a;x +1%y =0, |x|<|y|vex'.y’ <0}
parabol yaylarmmn birlesiminden olusur.

Ornek 6.9.a =2, b = %parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

duzleminde C birim ¢ember olsun. x + 3y + 1 = 0 yataysal dogrusunun I inversiyonu

altinda goriintiisii
1Y) [F QX+ 2y)2 +2x +Y =0, [x| >y vexly'2 0}’

1Y) [Fx =2y) P+ 3x +y =0, |x| >y vex'y' < 0}’

[y it ar=0 el =lylvery =0}



54

ey [F@y ~2er2 + 22 vy =0, | <y]vex'y <o}

parabol yaylarinin birlesiminden olusur, (Sekil 6.4).

]

Ie(£)

Sekil 6.4. Yataysal dogru ve inversi

d, uzakhgmm tanimindaa = b =0 oldugundang degeri 1’den kiigliktiir. £ dogrusunun

egimi mutlak degerce Z oldugunda ¢ bir yataysal dogrudur. Zx +y+a; =0

denklemli £ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii
X'y | as(ax'+ by +r22x +1r2y =0, |x| > |y|vex.y =0},
[ 3 '+ by’ 2 ZZ 2 0 0
x, )| az(ax’' —by)?2 +7r2=x +1%y' =0, |x|>|y|vex.y <0},
! 14 5 ! b N2 ZZ 2 0 0

(x/’y/) a3(ay’+bx')2 + T‘stl + sz, =0, |x’| < |y'| ve x'.y' > 0}

{(x',y') as(ay' —bx")* + rZSx +riy =0, |x|<|y|vex.y < 0}
parabol yaylarinin birlesiminden olusur.

Ornek 6.10.a =2, b = %parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

diizleminde C birim ¢cember olsun. ix +y + 1 = 0 yataysal dogrusunun I inversiyonu

altinda goriintiisi

{(x',y’) |(2xr+%y!)2+ ix’ +y, =0, |x’| > |y,| ve x'.y’Z 0};
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(ol -trpsts o Koblery <)

{(x’,y’) 2y’ + %x’)2 +ixl +y =0, [x]<|y|vex'y > 0}’

{(x’,y’) 2y’ - %x’)2 +ix’ +y =0, |[x]|<|y]|vex.y < O}
kiimelerinin birlesiminden olugmaktadir. Daha agik yazarsak
x'+4y' +(4x' —y)?2=0, —1—16 <x'< 215 parabol yaylari;
x'+4y" +(4x'+y")?=0, —% <x'< —1—16 parabol yay1;

x'+4y 4+ (x'—4y")2=0, 0<x 32—35 parabol yay1 ve x'+4y'+1 =0, —§ <x'<0
dogru pargasindan olugur. Goriildiigii tizere 1. (€) U¢ parabol yay1 ve bir dogru pargasmin

birlesiminden olugmaktadir. Dogru pargast £ dogrusuna paraleldir.

(P

Le(f)

£

\

\

Sekil 6.5. Egimi Z olan yataysal dogru ve inversi

Teorem 6.11. ]R; genellestirilmis mutlak deger diizleminde C, O merkezli, r yaricapl
¢ember olsun. Inversiyon merkezi O dan gegmeyen dikeysel dogrunun € gemberine gore

inversiyon altinda goriintiisii parabol yaylarmin birlesiminden olusur.

Ispat. ]R{é dizlemde inversiyon ¢emberi C, merkezi O = (0,0) yarigapi r olan bir ¢ember
ve £, a;x + a,y + a; = 0denklemli merkezden ge¢meyen dikeysel dogru olsun. Bu
durumda a; # 0 ve |a;| > |a,| olup a; # 0 olmahdir. Teorem 6.8 in ispatina benzer
sekilde a, =1 almak genelligi bozmayacaktir. x + a,y +a; = 0 denklemli ¢

dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii I (£)
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; ,rzx’ —+a, - ,szl ———+a3;=0
(amax{lx'|, Iy |} + bmin{lx|, ly'|} (amax{lx'|, Iy’ |} + bmin{lx'|,ly'[}

esitligini sagladigi goriiliir. Buradan

r2x"+ r2a,y’ + az(amax{lx'|, ly'[} + bmin{lx'l,ly'1H2 =0 (6.48)
elde edilir. [x'| > |y'| iken (6.48) den

r2x'+ r2a,y’+ az(alx’|+ bly’'D2 =0 (6.49)
denklemine indirgenir.
i)x" < 0,y < 0iken (6.49) dan

aza*(x")? + (2ab)asx'y' + ash*(y')* + r?x' +r2ayy’ = 0 (6.50)

elde edilir. (6.50) ile belirtilen egri i¢in,

_|aza®*  abas
abas  asb?

d
Ve

asa“ azab )

r? r2\* 2
D=|azab azb ?aZ =-\7 az(aa —b)
r¢2  r2
? ?az 0

olur. Boylece VazeR — {0} i¢in a3 < 0 ve az > 0 iken sirastyla D > 0 ve D < 0 olup
(6.50) daki egri bir paraboldr.

i) x" < 0, y" = 0 iken (6.49) denkleminden
r?x'+ r2ayy’ + az(@®*(x')® —2abx'y' + b*(y)?) = 0 (6.51)
olup

asa’? —asab —0
—azab  asb?

Ve
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aza®* —asab >

2
2 rz
D =|—qab asb? %az 2—(7> as(aza +b)?

r2 r2
— —a 0
2 2 2

olur. Boylece az < 0 ve az > 0 iken sirasiyla D > 0 ve D < 0 olup (6.51) deki egri bir

parabolddir.
i) x" = 0, y' < 0iken (6.49) dan
r2x' +r2a,y’ + az(a*(x)* — 2abx'y' + b*(¥")?) = 0 (6.51)

esitligi elde edilir. Boylece (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde ayni paraboliin iki

pargasi gorilintiide bulunmaktadir.
iv)x" > 0, y' > 0 iken (6.49) denkleminden
r?x'+ r2ayy’ + az(a®*(x)* + 2abx'y' + b*(y')?) = 0 (6.50)

esitligi elde edilir. Boylece (i) ve (iv) durumlarindaki bolgelerde bu paraboliin pargalari

goriintiide bulunmaktadir.
|x'] < |y'| iken (6.48) denkleminden

r2x' +r2a,y" + as(aly’| + bIX'])?2 =0 (6.52)
denklemi elde edilir.

i)x" < 0, y < 0iken (6.52) den

azb*(x")? + (2ab)asx'y' + aza®*(y")* + r2x' +r2ayy’ = 0 (6.53)
elde edilir.
d= asb? aszab —0
asab asa?
ve
r2
asb® azab 2}
r2 r2\*
D=lazab asa? - @2 =—<?> as(azb — a)?
r2 2
? ?az 0
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olup asz > 0 ve az < 0 iken sirasiyla D < 0 ve D > 0 olur. Buradan (6.53) deki egri bir
parabol belirtir. |x'| < |y’| ve x’< 0, ¥’ < 0 bolgesinde bu paraboliin yay1 ¢ dogru

goriintiisiinde yer alir.
i) x' <0, y' =0 iken (6.52) esitliginden,

r?x'+ r2ayy’ + aza®(y')? — (2ab)azx'y' + azb*(x)* = 0 (6.54)
olur. Buradan

azh? —azab| _
—azab  aza?

ve
2 ‘r'2
asb —azab )
r? r2\*
D =|—qzab aza? — 2| = —<?> as(a + bay)?
r2 r2
? 7 a; 0

olup az > 0 ve az <0 iken swrastyla D < 0ve D > 0 olur. Sonug olarak (6.54) bir
parabol belirtir. Boylece |x'| < |y'| ve x" < 0, y" < 0 bélgesinde (6.54) paraboliiniin

yay1 £ dogrusunun goriintiisiinde yer alir.
i) x' = 0, ¥y < 0iken (6.52) denkleminden
r?x'+r2ayy’ + as(—ay +bx')?> = 0 (6.54)

elde edilir. Bu ylzden, [x'| <|y’| iken (ii) ve (iii) durumlarindaki bolgelerde bu

paraboliin parcalar1 goriintiide bulunmaktadir.
iv)x" = 0, y' = 0 iken (6.52) denkleminden
r?x' +r2ayy’ + az(ay’ + bx')*? = 0 (6.53)

esitlik elde edilir. Bu yizden (i) ve (iv) olusan bdlgelerde bu paraboliin iki parcasi

goriintiide bulunmaktadir.
Boylece £ dogrusunun I. inversiyonu altinda goriintiisii
{(x"y)| as(ax'+ byN?2 +r2x +1%a,y =0, |x|>|y]|vex'y = 0},

(Y] az(ax’ —by")? + r?x + r2a,y = 0, |x|> |y| vex'.y’ <0},
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{0 )] az(@y’ + bx")? + r’x + r?ay =0, |x]| < |y]|vex'y’ =0}
(X)) as(ay’ — bx )2+ r?x +r?a,y = 0, |x| < |y'| vex.y' <0}
parabol yaylarinin birlesiminden olusur.

Ornek 6.12.a =2, b = %parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

duzleminde C birim ¢ember olsun. 3x +y + 1 = 0 dikeysel dogrusunun I inversiyonu

altinda goriintiisti

{(x',y’) Lax+typt x4ty =0, x| > |y|vexty'= 0}’

§(2x'— %y’)2 +x + gy' =0, [x|>]y|vex.y < 0},

{ey)

{(x’,y’) §(2y’ + %x’)2 +x 4 iy’ =0, |x|<|y|vex'.y' = 0}

{(x’,yl) g(z}"—%x')z +x +§y' =0, |x|<|y]|vex'y < 0}

parabol yaylarinin birlesiminden olusur, (Sekil 6.6).

]

()

Sekil 6.6. Dikeysel dogru ve inversi
d, uzakligmm tammmdaa = b =0 oldugundan% degeri 1’den biiyliktiir. £ dogrusunun

egimi mutlak degerce = oldugunda £ bir dikeysel dogrudur. X + 2y +a; =0
g g 5 g B 3

denklemli £ dogrusunun I inversiyonu altinda goriintiisii

{(xl,y!) a3(ax!+by!)2 +T2xl+ rzgy’ = 0’ |x’| > |y’| ve x'.y'Z 0}1
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(@] as(ax =by)? +r2x 4722y = 0, [x|>|y|vex'y' < 0}

{(x’,y’) az(ay’+ bx")? +rx + TZSy' =0, |[x|<|y]|vex"y = 0}

x'y) | as(ay’ — bx)2 +r2%x + 22y =0, |x|<|y|vex.y <0
3 a
parabol yaylarinin birlesiminden olusur.

Ornek 6.13.a =2, b = %parametrelerine karsilik gelen genellestirilmis mutlak deger

dizleminde C birim ¢cember olsun. x + iy + 1 = 0 dikeysel dogrusunun I inversiyonu

altinda goriintiisti
{(x',y’) @x'+iy)2ax 4ty =0, [¢]>ly]vexiy'2 0}’
(@o)]@ =32+ +1y =0, [x|>Iy|vexy <o}

{(x’,y’) 2y’ + %x')2 +x + iy, =0, |x]|<l|y|vex'y' = 0}

{(x',y') 2y’ —%x’)2 +x +%y' =0, |x|<|y|vex'y < 0}
parabol yaylarinin birlesiminden olusur. Daha agik yazarsak
4x"+y' + (x' —4y")?%= 0,—1—16 <y' < %parabol yayi;
4x'+y'+ (4x' —y')?=0, —71 <x'< —2—35parab01 yayl;

4x'+y' + (x'+4y")?=0, —i < x' < 0 parabol yay1 ve 4x’ +y’ +1 =0, —in’ < -

Ul =

dogru par¢asmdan olusur. Goriildiigii izere 1. (€) U¢ parabol yay1 ve bir dogru pargasmimn

birlesiminden olusmaktadir. Dogru pargasi £ dogrusuna paraleldir.

(Sekil 6.7).
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le(f)

a

\

Sekil 6.7. Egimi % olan dikeysel dogru ve inversi
Sonug 6.14. ]R; dizlemde ¢, merkezi O yarigap1 r olan bir gember olsun.

i) I. inversiyonu, inversiyon merkezi O noktasmmdan gecen dogrulart kendisine

doniistirtr.

ii) I, inversiyonu, inversiyon merkezi O noktasindan gegmeyen dogrulari Oklidyen
parabol yaylarin1 iceren egrilere dondsturir. Bu egriler ]R; dizleminin ¢emberleri
degildir.

Teorem 6.15. Rj duzleminde C, merkezi O yaricap1 r olan bir gember olsun. O zaman I

inversiyonu Rg dizleminin O merkezli bir ¢emberini yine O merkezli bir ¢cembere

dondstrdr.

Ispat: IR%; duzlemde C ve C', sirastyla, merkezleri O = (0,0), yarigaplari r ve r'
olan cemberler olsun. €' ¢cemberi
amax{lx|, [yl} + bmin{lx|, |y|} = 7’
olup I, inversiyonu altinda ¢’ gcemberinin gorintusu 1. (C")

amax{A;, Ay} + bmin{A, A} =1 (6.55)

_ |r%xr]
(amax{|xr| |y 3+bmin{| x| yr[})?2

denklemini saglar, burada Ay ve Ay=

Liedl drr. (6.55)

(amax{|xr||yr}+bmin{|xr|,lyr1})2
2

r
(amax{lx', 1y'I} + bmin{lx'], |y'|})2

(amax{lx'|,|y'1} + bmin{lx'l,ly'[}) = 1’

biciminde yazariz, buradan

2
o

amax{|x'|, |y'|} + bmin{|x'|,|y'|} = (6.56)

r
elde edilir. (6.56) R2 diizleminin merkezi O = (0,0) ve rr—i yarigapli ¢gemberidir. (Sekil
6.8).
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Sekil 6.8. Merkezi inversiyon merkezi olan C' cemberi ve inversi
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7.SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, genellestirilmis mutlak deger uzakligi ile tanimlanan diizlemde
([Ri;) ¢embere gore inversiyon doniisiimleri ve bu doniisiimlerin bazi temel 6zellikleri
incelenmistir. Oncelikle genellestirilmis mutlak deger uzakhigi ve bu uzakhk
fonksiyonunun analitik diizleme kazandirdigi geometrik yap1 ele alinmistir. Bu metrik
altinda elde edilen dizlemin (]R;), Oklidyen diizleme benzer bazi dzellikler tasimakla
birlikte uzaklik kavramima bagl olarak farkli geometrik yapiya sahip oldugu gortilmiistiir.
Calismada ]R; diizleminde ¢emberlere gore tanmmlanan inversiyon doniisiimleri
tanimlanarak doniisiimiin temel &zellikleri arastirilmustir. Inversiyon déniisiimiiniin
noktalar arasindaki uzakliklar tizerindeki etkisi incelenmis ve belirli durumlarda saglanan
bagmtilar gosterilmistir. ]R; dizlemindeki farkli iki noktanin belirttigi dogrunun
inversiyon merkezinden ge¢mesi durumunda noktalarin inversleri arasmdaki uzaklik ile
ilgili esitlik verilmis, ancak dogrunun inversiyon merkezinden gegcmemesi durumunda
ayni esitligin her zaman gegerli olmadig1 orneklerle ortaya konulmus ve esitligin
saglanmasi icin gereken kosullar belirlenmistir. ]R{; diizleminde, yonlii dogru pargalarinin
uzunlugu, ¢ifte oran ve harmonik eslenik kavramlart mevcut literatiire uygun bir sekilde
tanimlanmistir. Dogrudan dort noktanin dizilisine baglh olarak genellestirilmis mutlak
deger ¢ifte oranmn isareti belirlenmis ve bu, Oklid geometrisindeki durumla paralellik
gosterdigi tespit edilmistir. Calismada Rj dizleminde, inversiyon merkezinden gegen bir
dogru tlizerindeki d6rt noktanin ¢ifte oraninimn, inversiyon doniistimii altinda degismedigi
ispatlanmistir. Ayrica, harmonik bdlme ve inversiyon doniistimii arasindaki iligkiyi veren
teorem ve ispat1 sunulmustur.

Elde edilen tiim teorik sonuclar, belirli uzakhk parametreleri segilerek sayisal
orneklerle somutlastirilmistir. Daha sonra ]Rf] dizleminde cembere gbre inversiyon
doniisimii  altinda dogrularn  ve cemberlerin  goriintiileri  incelenmistir.  Oklid
geometrisinde iyi bilinen inversiyon 6zelliklerinin bu Oklidyen olmayan diizlemde ne
olciide gecerli oldugu arastirilmustir. Oklid geometrisine benzer sekilde, inversiyon
merkezinden gegen dogrularm RZ dizleminde de inversiyon doniisiimii altinda
kendilerine doniistiigii ispatlannustir. Inversiyon merkezinden gegmeyen dogrularin
goruntileri Oklidyen diizlemde, inversiyon merkezinden gecen ¢emberlere déniisiirken,
]RS dizleminde durum farklidir. Bu dogrularin yatay, dikey, aywrag, yataysal, dikeysel

tipte olmalarma gore inversiyon altindaki goriintiileri incelenmistir. Bu incelemeler
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sonucunda, inversiyon merkezinden gegmeyen dogrularin goriintiilerinin RZ diizleminin
cemberleri olmadigi, farkli Oklidyen parabol yaylarmin birlesiminden olusan egriler
oldugu gosterilmistir. Son olarak merkezi inversiyon merkezi ile ayni olan ]IR; dizleminin
cemberlerinin inversiyon altinda goriintiileri incelenerek Yyine merkezi inversiyon
merkezi olan baska bir R> nin cemberi oldugu sonucuna ulasilmustir. Calisma, RZ
dizlemindeki inversiyon doniisiimlerin anlagilmasmna yonelik temel teoremler sunmakta
ve literatire katki saglayacagi diistiiniilmektedir.

Inversiyon déniisiimiiniin temel geometrik objeler iizerindeki etkisini inceleyen
bu ¢alisma, ileride yapilacak arastirmalara yon vermek amaciyla, koniklerin inversiyon
doniistimii  altinda nasil egrilere doniistiiglinlin  arastirilmasmi  icerecek sekilde
derinlestirilebilir. Tezde elde edilen iki boyutlu sonuglarin, ii¢ boyutlu genellestirilmis
mutlak deger uzayma tasinmasi, g¢aligmanin kapsamini ve etkisini artirabilir. Bu
baglamda, kiirelere gore inversiyon, dogrularin, diizlemlerin ve kiirelerin bu inversiyonlar

altinda goruntileri incelenebilir.
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