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OZET

Degismeli cebirlerin caprazlanmig modiillerinin representasyonu iizerine hazirlanan bu tez
dort boliimden olugsmaktadir. 11k boliimde, kategori ve 2-kategori tamtildiktan sonra 2-cebir
kavranu ayrintili olarak incelenmistir. Ikinci boliimde degismeli cebirler iizerinde tanimlanan
caprazlanmis modiiller 6rnekleri ile birlikte ele alinmistir. Ayrica ¢aprazlanmis modiillerin
kategorisi ile 2-cebirlerin kategorisinin denkligi gosterilmistir. Ugiincii boliimde ise ¢arpim
cebirinin 2 boyutlu hali olarak da ele alinabilcek ve 2-¢carpim cebiri olarak isimlendirilecek
olan bir 2-cebir yapisi tanimlanmigtir ve bunun 6zel bir 6rnedi ayrintili sekilde incelenmistir.
M(9) ile gosterilecek bu 6rnegin 2-cebir olmast i¢in gerekli tiim sartlari sagladig1 gosterilmistir.
Dérdiincii ve son boliimde ise bu M () 2-cebiri kullanilarak, herhangi bir § 2-cebirinin repre-

sentasyonu tamamlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis modiil, 2-kategori, 2-cebir, Representasyon.
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SUMMARY

This thesis is about the representation of crossed modules of commutative algebras and
consist of four chapters. In the first chapter, we will recall notions of categories, 2-categories
and research the notion of 2-algebra, in details. In the second chapter, we give the notion of
crossed modules of commutative algebras with their examples. In the next chapter, we introduce
the generalization of multiplier algebra which would be tought as the 2-dimensional version of
multiplier algebra(x).This notion will be called as 2-multiplier algebra which is also a multiplier

algebra. Finally in the last chapter, we introduce the represantation of a G 2-algebra by using

M(3).

Keywords: Crossed module, 2-category, 2-algebra, Representation.
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BOLUM 0
GIRIS

I', S, (permiitasyon grubu) ya da GL,(C) olmak iizere, bir G grubunun representasyonu bir
f G — T

grup homomorfizmi olarak tanimlanir. Eger I' = S, alinirsa elde edilen representasyona
permiitasyon representasyonu, I' = GL,(C) alinirsa elde edilen representasyona lineer rep-

resentasyon adi verilir.

Gruplarin permiitasyon representasyonlar: grup etkileri ile yakindan iligkilidir [9]. Eger
¢ : G — Sx bir representasyon ise G, X iizerine $x = ¢(g)(x) seklinde etki eder, tersine eger G

nin bir X kiimesi {izerine etkisi mevcutsa, bu etki bir representasyon belirler.

K bir cisim olmak iizere, elemanlar1 K dan alinan n X n tipindeki terslenebilir matrislerin
grubu GL,(K) ile gosterilsin. Buna gore bir G grubunun her bir elemanini terslenebilir bir kare
matrise doniigtiiren doniisiim G den GL,(K) ya bir homomorfizmdir. Bu homomorfizm ise G
nin lineer representasyonunu olugturur. V bir K vektor uzay1 olmak iizere, V den V ye giden
lineer izomorfizmlerin grubu GL(V) ile gosterilsin. G grubunun representasyonu G grubundan
GL(V) grubuna homomorfizm olarak da tanimlanabilir [17]. Aslinda bu iki ifade denktir ¢iinkii

lineer izomorfizmler ile terslenebilir matrisler arasinda direkt gecis vardir.

Representasyon teorisi, grup teori i¢inde Onemli bir yere sahiptir. Representasyon
sayesinde, soyut objeler iizerinde soyut islemler yapmak yerine, permiitasyon ve matris gibi
objeler lizerinde daha kolay ve daha anlagilir iglemler yapilabilir. Ayn1 zamanda representasyon
teori, grup teori ile cebirin diger alanlar arasinda 6nemli baglantilar kurdugu gibi, soyut gruplar

yapisinin anlagilmasina da yardimci olur.

R.Brown, Van Kampen teoreminin yiiksek boyutlara uyarlamalar1 {izerine bir takim
calismalar yapmistir [6], [7]. Bu calisma ise yiiksek boyutlu grup teori iizerine bir cok
calismanin yapilmasina yol agmistir. Ve bdylece Van Kampen teoremi gibi bir ¢ok klasik
sonug, yliksek boyutlu gruplara uyarlanabilmigtir. ML.F. Barker ise [4] 2003 yilinda hazirlamis
oldugu doktora tezinde, grup teoride ¢ok ilgi ¢ekici ve kullanigh olan representasyon teorisini

2—boyutlu gruplara yani 2—gruplara uyarlamistir.



”2— boyutlu grup” [2] baslig1 altinda birbirine denk olan birka¢ yapidan s6z etmek miimkiin
olup gruplarin ¢aprazlanmis modiilii ve cat' —gruplar bu yapilardandir. Gruplarin ¢aprazlanmis
modiilleri ilk olarak 1940 I1 yillarda homotopi teori alaninda ve cat' —gruplar ise 1982 yilinda
yapilan caligsmalarda ortaya ¢ikmistir ve bunlarin Cat kategorisi icersindeki internal kategorilere
denk oldugu 1iyi bilinmektedir. Ayrica 2—boyutlu grup, 1 ve 2—morfizmleri terslenebilir olan

tek objeli bir 2—kategori olarak da ifade edilebilir.

Bu tezdeki amac Barker’in [4] de yapti§1 grup representasyonunun 2—gruplara uyarla-
masina paralel olarak cebir representasyonunu 2—cebirlere uyarlamaktir. 2—cebirler 1.Akca ve
U. E.Aslan [1] tarafindan tanimlanmis ve cebirlerin caprazlanmis modiilleri ile 2—cebir yapisi
nin denkligi gosterilmistir. Dolayisiyla bu tezde incelenecek olan 2—cebir representasyonu

aslinda cebirlerin ¢caprazlanmig modiillerinin representasyonu olacaktir.

Bir A degismeli k-cebirini, morfizmlerinin kiimesi bir degismeli k-cebir olan tek objeli bir
kategori olarak ele alinabilir. Buna gore ComAlg, degismeli cebirlerin kategorisi olmak iizere
A — ComAlg funktoru A nin bir representasyonunu verir. (Burada A nin her bir elemani, C bir
degismeli cebir olmak iizere M(C) ¢arpim cebirinin bir elemanina resmedilir). Benzer sekilde
k bir cisim olmak iizere A — Vect; funktoru lineer representasyon olarak isimlendirilir. (Burada

A nin elemanlart matrislere ya da lineer endomorfizmlere resmedilir).

2—cebirlerin representasyonu ise, uygun bir 2—kategoriye tanimlanan 2—funktor ol-
malidir. Herhangi bir A 2—cebirinin representasyonu, bir A 2—cebirinden M(§) 2—kategorisine

tanimlanan bir 2—funktoru olur. Yani

A= M)

2—funktorudur. Burada M(J) 2-kategorisi, C;,Cy birer degismeli R—cebir ve 8 : C; — Cp bir
R—cebir morfizmi olmak iizere, 8 dan d ya tanimlanan R—lineer doniisiimler ve bunlar arasinda

tanimlanan uygun doniisiimlerin olusturdugu bir 2—cebirdir.

k degismeli halka, C bir degismeli k—cebir ve M(C) = {f | f: C — C, f(cc') = f(c)c'}

carpim cebiri olsun. Bir A k—cebiri i¢in
f A = MC)

cebir homomorfizmine cebir representasyonu denir. (Carpim representasyonu).



k bir cisim ve A k lizerinde bir asosyatif cebir olsun. E k cismi lizerinde bir vektor uzay1
olmak iizere, E nin tiim lineer endomorfizmlerinin ailesi bir k—cebirdir ve bunu End;(E) ile

gosterilsin.

Buna gore
T : A — End(E)

cebir homomorfizmine A nin cebir representasyonu denir.(Lineer representasyon).

Cebirlerin ¢arpim representasyonlari da cebir etkileri ile iligkilidir. Eger ¢ : A — M(C) bir
representasyon ise A C iizerine a.x = ¢(a)x seklinde etki eder, tersine eger A nin bir C cebiri

tizerine etkisi mevcutsa, bu etki bir representasyon belirler.

k bir cisim olmak iizere, elemanlar1 £ dan alinan n x n tipindeki kare matrislerin cebiri
M, (k) ile gosterilsin. Buna gore bir A k—cebirinin her bir elemanini n X n tipindeki bir matrise

doniistiiren 7 doniisiimii, a,b € A ve A, u € k icin

T(Aa+ub) = AT (a)+uT(b)
T (ab) = T(a)T(b)

sartlar1 saglaniyorsa

T : A — Myk)

dontisiimii bir k—cebir homomorfizmidir. Bu homomorfizm ise A nin lineer representasyonunu

olusturur.



BOLUM 1

KATEGORI VE 2-KATEGORI

1.1 Giris

Kategori teorisi; matematiksel yapilar ve bunlar arasindaki iligkilerle soyut olarak ilgilenen
bir matematik dalidir. Bir kategori, birbiriyle iligkili olan objeler sinift (6rnegin, gruplar, hal-
kalar, topolojik uzaylar...) ve bu objeler arasindaki morfizmlerden olusur. Gruplar 6rneginde bu
morfizmler grup homomorfizmleridir. Funktor ise bu sekildeki farkli kategorilerin her objesini
diger kategorinin bir objesi ile, ve bir kategorideki morfizmi digerindeki bir morfizme karsilik
getiren fonksiyonlarin bir genellestirilmesidir. Kategoriler, funktorlar ve dogal doniisiimler
Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafindan 1945 yilinda ortaya atilmistir. Bu konuda

daha detayl bilgi [12], [8], [5] de bulunabilir.

1.2 Kategoriler

Bir G kategorisi, bir G objelerin sinifi ve tiim A, B obje ikilileri i¢in bir G (A, B) morfizm-

lerin kiimesinden olusur. Herhangi A, B, C objeleri i¢in

o: G (B,C)xG(A,B) — G;(A,C)
(f,8) = fog

seklinde bir bileske dostimii ve her bir A objesi i¢in idy € G1 (A,A) birim morfizmleri mevcut
olmalidir. Bileskenin birlesmeli (asosyatif) olmasi i¢in birim morfizmlerin, her f € G (A, B)
icin
idgof = f = foidy
esitligini saglamasi gerekir. Gy, G i¢indeki tiim morfizmlerin sinifin1 gosterir. G den Gy a
s: G — Gy t: Gy — Gy
kaynak (source), hedef (target) ve Gy dan G’ e
i: Go — G

birim doniisiimleri tanimlanir.

o: Gisx G — Gy



bileske doniisiimiinii tanimlayabilmek icin G ;X ; G geri ¢ekmesi (pullback) kullanilir.

G ve §' iki kategori olsun.
F: Gy — G6 ve F1: G — Gll

doniisiimlerinden olusan

F: 6 —» ¢

ele alindiginda, f,g € Gy i¢in Fi(fog) = Fi(f) o Fi(g) ve S nin her idy birim morfizmi igin

Fi(idy) = idg,(a) saglaniyorsa, F ye G ve G’ kategorileri arasinda bir funktor denir.

1.3 internal Kategori

Tanim 1.1 § herhangi bir kategori olsun. § icindeki bir X internal kategorisi,
- objelerin bir Xy € G objesinden,
- morfizmlerin bir X € G objesinden

ve bunlarla birlikte, bilinen kategori sartlarina karsilik gelen asagidaki diyagramlarin degismeli

olmasini saglayan
- 5,1 : X1 — Xo kaynak ve hedef morfimlerinden,
- ¢ : Xop — X birimi veren morfizmden,
-m: X1 Xx, X1 — Xj bilegke morfizminden olugur.

- Birim morfizmin kaynak ve hedefinin belirlenmesi kurali,

Xo

X Xo X

S—b S

Xo Xo




- Bileske morfizminin kaynak ve hedefinin belirlenmesi kurali,

X xx, X —2 X
Pi s
X, . X,

X1 Xx, X1 —= X
P2 t
X, Xo

- Morfizmlerin bilegkesi i¢in asosyatiflik kurali,

m
X1 Xx, X1 Xx, X1 X1 Xx, X1
P2 t
Xi Xx,Xj - Xo

- Morfizmlerin bileskesi i¢in sag ve sol birim kurali,

e><X01 lXXoe
Xo Xx, X1 — X1 Xx, X1 =— X1 Xx,Xo

X1

diyagramlarinin degismeli olusu ile belirlenir.

Burada X; xx, X pullback i asagidaki diyagramla belirlenir

X1 Xx, X3 pz—>X1

J l

X X,

t

Tanmim 1.2 G bir kategori olsun. G i¢indeki X ve X' internal kategorileri icin, bunlar arasindaki

bir F: X — X internal funktoru, asagidaki diyagramlar degismeli olacak sekildeki

- Fy: Xo —)X(/)Ve



CF X — X,
morfizmlerinden olusur,

- kaynak ve hedefin korunmasi kurali,

X —=Xo X; ——Xo

R T B

/ / / /
X 1 s XO X 1 ¢ XO

- birim morfizmlerin korunmasi kurals,

Xo —= X,

o o

!/ /
XO il X 1

- bileske morfizmin korunmasi kurali,

FIXXOFI p p
X1 XX0X1 Xl XX(’)Xl
o o!
X; X]
Fi

diyagramlarinin degismeli olusu ile belirlenir.

Bir G kategorisi icinde F : X — X ve G:X' — X' funktorlar icin FG: X — X
bileskesi, (FG)o = FyGo ve (FG)| = F1G; alinarak bulunur. Benzer sekilde bir G kategorisi

icindeki 1 : X — X birim internal funktoru ise, (1x)o = lx, ve (1x)| = 1x, almarak belirlenir.

1.4 2-kategori

Bir § 2-kategorisi, G objelerin sinifi ile herhangi A, B obje ikilisi i¢in G (A, B) morfizmlerin
bir kii¢iik (small) kategorisinden olusur, burada G| (A,B) ile G (A, B) kiigiik kategorisinin ob-
jelerinin ailesi ve G (A, B) ile G (A, B) kiigiik kategorisinin morfizmlerinin ailesi gosterilecektir.

Her bir A, B, C obje licliisii i¢in

o: G(B,C)xG(A,B) — S(A,C)



bileske funktorlari ve her A objesi i¢in, 1 terminal kategori olmak iizere,
iA: 1 — G(AA)
birim funktorlari tanimlidir, burada o asosyatif olmali ve her bir f € G| (A,B) ve O € G> (A, B)
icin
iBof = f = foiA ve iBod = U0 = UoiA

saglanmalidir.

Her bir A, B obje ikilisi i¢in, Gy (A, B) nin elemanlarina § nin 1-morfizmleri ve G, (A, B)
nin elemanlarina da § nin 2-morfizmleri denir. Tim 1-morfizmlerin smifi G; ile ve tim 2-

morfizmlerin sinifi ise G, ile gosterilecektir.

2-morfizmlerin iki tiirlii bilegskesi mevcuttur. Birincisi G (A, B) kategorileri igindeki mevcut
bileskesidir. 9,9 € G, (A, B) i¢in t(8) = s(¥) ise

G2(A,B) xG2(A,B) — G»(A,B)
(9,9) — ey

bileskesi tamimlanabilir. Buna dikey bilegke denir, ikincisi ise o bileske funktoru vasitasiyla

elde edilir, bu bileske
GZ(B,C) XGQ(A,B) — (O (A,C)
(,0) = Yo

seklindedir, buna da yatay bileske denir. 7(9) = s(%), 9,9 € G2 (A,B) ve t(®) = s(00), o, €
G» (B,C) olmak iizere
(Be)o(wew) = (Yow)e(¥ow)

esitligi saglanir. Bu esitlige bileskelerin degisim kurali (interchange law) denir.

Verilen iki G, §’ 2-kategorileri i¢in, bunlar arasindaki bir

F: G —» ¢

2-funktoru, objeler arasindaki

Fo: Go — G
doniistimii ile, G i¢indeki herhangi A, B objeleri icin bileske ve birimleri koruyan
Fap: S(A,B) — 9§ (RA,FB)
funktorlarindan olusur, buna gore G deki her bir A, B, C obje li¢liisii i¢in ve bir D objesi igin,
Fpc(—)oFsp(—) = Fac(—) ve iFD(—) = Fppi(—)

saglanmalidir.



1.4.1 2—cebir

2—gruplar yada yiiksek boyutlu grup teori 1940 I1 yillarda ele alinmaya baglanmig ve J.C.
Baez, Lauda [2] 2—grup yapisint ayrintili olarak tanitmistir. Ayrica Lie 2—cebir yapist da
[3] de J.C. Baez ve A.S. Crans tarafindan 2—vektor uzay yapisina gore incelenmistir. Her-
hangi bir G grubu tek objesi olan ve tiim morfizmleri terslenebilir olan bir kategori olarak ele
almabilir. Dolayisiyla tek objesi olan tiim 1-morfizmleri ve 2-morfizmleri terslenebilir olan
2-kategoriler ise 2-grup olarak tanimlanmugtir. 2-gup, iki boyutlu grup olarak diisiiniilebilir.
T. Porter [14] ¢alismasinda de8ismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin bazi kategoriksel
ozelliklerini incelemis ve ayrica degismeli cebirlerin ¢caprazlanmis modiillerinin kategorisi ile
k-cebirlerin kategorisi i¢indeki internal kategori arasinda bir denkligin oldugunu gostermistir.
[1] de ise I.Akca ve U.Ege Arslan, bu denklikten yola ¢ikarak 2-cebir yapisim1 asagidaki sekilde

tanimlamiglardir.

1.4.2 2-Modiiller

Burada amac, k bir degismeli halka olmak iizere k—cebir yapisini kategorilestirilmis olarak
ele almak oldugu icin ilk olarak k—modiil yapis1 kategorilestirilmis olarak incelenecektir. Bir
kategorilestirilmis modiil ya da “2—modiil”, k—modiil yapisina benzer bir yapiya sahip olan
bir kategori olmalidir, burada funktorlar ise k—modiil islemlerinin yerini almalidir. 2—modiil,
k—modiillerin Mod kategorisi i¢indeki internal kategori olarak tanimlanir. Bir k—cebirin iskelet
yapisi aslinda bir k—modiil oldugundan bir 2—cebirin de iskeleti aslinda bir 2—modiil olmalidir.

Bu nedenle burada ilk olarak 2—modiillerin 2—kategorisi incelenecektir.

Tanim 1.3 k-modiillerin Mod kategorisi i¢indeki internal kategoriye bir 2—modiil denir.

Boylece bir M 2—modiilii, objelerin modiilii My, morfizmlerin modiilii M; olan s,¢ :
M — My kaynak, hedef doniistimleri, i : My — M birimin yerini tutan doniisiim ve
o: My Xy, My — M, bileske doniigiimii birer modiil morfizmi olan bir kategoridir. Bir
f:x — y morfizmi i¢in s(f) = x, t(f) =y yazilir ve i(x) ise 1, ile gosterilir. Asagidaki
yardimci teorem vektor uzaylar kategorisi i¢in [3] de verilmistir. Bunu modiil kategorisi i¢in

asagidaki bicimde verilebilir.

Yardimcei Teorem 1.4 Mod icinde bir internal kategori tanimlamak i¢in My ve M| modiilleri
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belirlenmeli, kaynak, hedef ve obje modiil morfizmleri ile birlikte

o: MixM; — M,
(f.g) = olf,g)=rfg=rf+g—(is)(g)

seklinde tanimlanabilen bileske doniistimii olusturulmalidir.

ispat. My, M| modiilleri ve s,t : M — My ile i : M1 — My modiil morfizmleri
icin, bir 2-modiil yapis1 olusturan internal kategori tanimindaki kurallar1 saglayan bir bileske

tanimlanmalidir. Bir f € M i¢in

olarak tanimlansin.

= s(f) —si(s(f))
= (S)(f)—S(f)

oldugundan dolay1 f € Cek(s) dir. f nin kaynag sifir iken hedefi

t(f) = t(f—i(s(f))
= 1(f)—s(f)

seklinde hesaplanir. 7(f) = s(g) olacak sekildeki
fix—y, g:y—z2

f,& € M i¢in bunlarin bileskesini

o: MixM; — M,
(f,g) = o(f,g)=rfe=rf+g—(is)(g)

olarak tanimlansin ve bu bileskenin internal kategori tamimindaki diyagramlarin degismeliligini

sagladig1 gosterilsin,

s(fe) = s(f+g—(is)(g))
= s(f) +s(g) —s((is)(g)))
= s(f)+s(g) —s(g)

s(f)
ve t(f) = s(g) oldugundan dolay1

t(fg) = 1(f+g—(is)(g))
= 1(f)+1(g) —1((is)(g)))
= 1(f)+1(g) —s(g)
= 1(g)
= z

elde edilir. Modiil toplama islemi birlesmeli oldugundan dolay: o bileskesi birlesmeli olur. Son

olarak sol ve sag birim kural1 gosterilsin.

fix—y
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icin
i0)f = i)+~ (i5)(f)
S
= f
* fily) = FHi0)—s)0))
= fH+ily)—ily)
= f

olur. Boylece bir 2-modiil elde edilmis olur.

Tersine bir M 2-modiilii verilsin, bileskenin yukarida verilen formiil ile tanimlanmasi
gerektigi gosterilmelidir. (f,g) ve (f',g’), M icinde bileskesi alinabilir morfizm ikilileri ol-
sun, yani

fix—y, g:y—1z2
ve
f/le—>yl, g’:y’—>z’
olsun. Kaynak ve hedef doniigiimleri birer modiil morfizmi olacagindan (f + f',g+g’) de

bilegkesi alinabilir bir morfizm ikilisidir ve bu ikili i¢in bileske

(f+f)(g+g)=rfe+fd

bigimindedir ve bir modiil morfizmidir. Bu durumda ( f, g) bilegkesi alinabilir bir morfizm ikilisi

ise yani t(f) = s(g) ise

f& = (F+1m)(atyg)
= (f+i(s(g) —s(2)))(i(s(g) —s(g)) +2)
(f —is(g) +i(s(2)))(i(s(g)) —is(g) +8)
flis(g)) + (—is(g) +i(s(8)))(—is(g) +2)
fi(s(2)) + (—is(g))(—is(g)) +i(s(g))g
f—i(s(g))+¢
= fHg—i(s(s))
olur. Boylece o bileskesinin
o: MixM — M,

(f,g) = olf,g)=rfe=rf+g—(is)(g)

biciminde tanimlanabilecegi gosterildi. [

Sonug 1.5 g € Cek(s) i¢in
fg& = f+g—{(is)(g)
= f+g
elde edilir.
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Tanim 1.6 Verilen M ve N 2-modiilleri i¢in Mod icindeki M den N ye giden bir internal funk-
tora bir F : M — N 2-modiil funktoru denir. 2-modiiller ve bunlar arasindaki 2-modiil funk-

torlar1 2Mod ile gosterilecek olan 2-modiillerin kategorisini olusturur.

Simdi de 2-modiillerin direkt toplamini ve tensor ¢arpimu ele alinacaktir.

M = (Mo, Mj,s,t,i,0) ve M' = (M{,M},s',t',i’,0") 2-modiilleri verilsin. Buna gore
- My @® M),; objelerin modiilii,

- M @M’ ; morfizmlerin modiilii,

- s @ s'; kaynak morfizmi,

-t ®¢'; hedef morfizmi,

- 1@ {'; birime kargilik gelen morfizm,

- 0@ o'; bileske morfizmi

olmak iizere bir M ® M’ 2-modiilii olusturulabilir. Bu 2-modiile M ve M’ 2-modiillerinin direkt

toplami1 denir. Benzer sekilde
- My ® My; objelerin modiili,
- M1 ® M"; morfizmlerin modiilii,
- s ®s'; kaynak morfizmi,
-t ®t'; hedef morfizmi,
- i®1'; birime kargilik gelen morfizm,
- 0®o; bileske morfizmi

olmak lizere bir M ® M’ 2-modiilii olugturulabilir. Bu 2-modiile M ve M’ 2-modiillerinin tensdr

carpimi denir.
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Yukaridaki tanimlamalarin dogrulugunu gostermek i¢in direkt toplam ve tensor ¢arpimin
evrensellik 6zelliginin gosterilmesi gereklidir. Evrensellik 6zelligi icin ise 2Mod in kategori

yapis1 gereklidir.

Tanmim 1.7 M, M’ ve N birer 2-modiil olsun. Objeler iizerinde
Fo : Mo x M{, — Ny

ve morfizmler iizerinde
Fi: My x M} — Ny

dontisiimleri ile birlikte bir

F:MxM —N
bilineer funktoru tanimlanir.
Onerme 1.8 [3]M, M’ ve N birer 2-modiil olsun. Verilen bir F : M x M’ —» N bilineer funktoru
i¢in biricik bir

F:MoM — N

lineer funktoru,

MxM I N

| &

MM

diyagramn degismeli olacak sekilde mevcuttur, burada i : M x M’ — M @ M’ doniisiimii
(m,m')g € (M x M')g ve (f,g) € (M x M)y igin i(m,m') = m@m' ve i(f,g) = f ® g olarak

tanimlidir.

Ispat. Fo: (MQM')g— Nove Fi : (M®@M'); — Ny in varlig1 ve tekligi modiillerin tensor

carpiminin evrensellik 6zelliginden elde edilir. F nin bir lineer funktor oldugu ise agiktir. [J

Lineer funktorlarin tensér carpimlar da olugturulabilir. F : M — M’ ve G : N —> N’ lineer
funktorlari i¢in

FRG:-MIM — NN’

tensor carpimi (F ® G)g = Fy ® G ve (F ® G); = F| ® G olarak tanimlanir.
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Ayrica 2-modiillerin tensor carpimi i¢in birim obje de mevcuttur. Mod modiil kate-
gorisindeki k degismeli halkas1 tensor ¢arpimin birimi olarak ele alinir (burada k @ M = M ve
M ® k = M kanonik izdiistimleri mevcuttur). 2-modiiller i¢in de k degismeli halkasi benzer role
sahiptir. Ky = K1 = k ve s,t,i = 1; olarak alinan biricik bir K 2-modiilii vardir, ve bu 2-modiil

kategorilestirilmis degismeli halka olarak da diisiiniilebilir.

Herhangi bir M 2-modiilii i¢in, objeler iizerinde a ® m — am ve morfizmler iizerinde a ®
f + af olarak tamimlanan bir

ly: KM — M

izomorfizmi mevcuttur. Benzer sekilde ry; : M ® K — M izomorfizmi de tanimlanir. Bu [y,
ve ry funktorlar: halka elemanlarinin sag ve sol carpimlarinin kategorilestirilmis bigimleridir.
2-modiil i¢inde toplamin kategorilestirilmis bicimi de mevcuttur, bu ise objelerin ya da mor-

fizmlerin (x,y) ikilisi i¢in x + y olarak tanimlanan
+:MeM —M

bir lineer funktordur.

Su ana kadar 2-modiil ve kategorilestirilmis modiil teori i¢in temel kavramlar ele alindi.

Simdi bunlar kullanilarak kategorilestirilmis 2-cebir yapisi olusturulacaktir.

1.4.3 2-Cebirler

A bir 2-modiil ve bir k-bilineer m : A X A — A funktoru, objeler iizerinde
(x1 @ y1) (2 ®y2) = (x1X2 @ y1y2)
esitligini saglayacak bigimde (x,y) — x®y seklinde tanimlansin ve morfizmler iizerinde
(fi®g)(2®8)=(fi2®8182)
olacak sekilde (f,g) — f ® g bigciminde tanimlansin.
Oyt (XQY) R —x@(y®2)

L:1®x—x
e x®1l —x

k-lineer dogal doniisiimleri icin w, x,y,z € A objeler olmak iizere
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(wox) ®y) @712 (wex) @ (y©2)

Oy, x,y®z
Oy ® 17

(W& (x8)) B2 W& (x®Y) 82} = W& (18 (1 82))

RAVINe

Oy 1,
(x@21) 0y —2xo(10y)

1, R,

XXy

diyagramlar1 degismeli olsun.

Buna gore bir A 2-modiiliine, yukaridaki gibi tanimlanan bir m k-bilineer funktoru ve oLy y ;,

Ly, ry k-lineer dogal izomorfizmleri ile birlikte zayif 2-cebir denir.

Eger 0y, Ly, 1y k-lineer dogal izomorfizmleri birim morfizmler ise yani
(xRY)®z=x®(y®2)
1®x=nx, I®l=x

oluyorsa A ya 2-cebir denir.

A ve A’ iki 2-cebir olsun.

F:A—A

morfizmi

- A ile A’ birer 2-modiil olarak diisiiniildiigiinde F bir k-lineer funktor,

B(x,y) : Fo(x) @ Fo(y) — Fo(x®Y)

bir k-bilineer dogal dontistim,

-1, A min birim objesi ve 1, A’ nin birim objesi olmak lizere bir

F:1 — Fy(1)
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izomorfizmi, x,y,z € Ag i¢in

(F)®F () ® F(z) 2 F(x®y) © F(2) —~ F((x®y) ®2)

OF (x),F (v),F () j lF (Otryz)

Fx)@(F)@F @)= F)e@Fyez) 5= Fxe(y®:7)

diyagramlar1 degismeli olacak sekilde mevcutsa F ye 2-cebir morfizmi denir. 2-cebir morfizm-

leri arasinda 2-morfizm olarak ifade edilen morfizmler de tanimlanir.

F ve G : A — A’ birer 2-cebir morfizmi olsun. Her x,y € A i¢in asagidaki diyagramlari
degismeli yapacak sekildeki
0:F=G

k-lineer doniisiimiine bir 2-morfizm denir.

Ve
1'® F(x) —2— F(x)

F0®1j ]F(lx)
F(1)®F (x) -~ F(1®x)

r/F(x)

Fx)@l F(x)
1®F0L ]F(rx)
F(x)®F(1) TF(X@ 1)

Tanim 1.9 k degismeli bir halka olsun. Tiim 1 —morfizmlerinin ve 2—morfizmlerinin koleksiy-
onlar1 k—cebirler olan tek objeli bir 2—kategoriye 2-cebir denir. 2Alg ise 2—cebirler ve bunlar
arasindaki homomorfizmler ve bu homomorfizmler arasindaki 2—homomorfizmlerden olugan

bir 2—kategoridir.



BOLUM 2
CAPRAZLANMIS MODULLER

2.1 Giris

Caprazlanmig modiiller ilk olarak J.H.C. Whitehead [18] tarafindan grup yapisi iizerinde
tanimlanmugtir. Caprazlanmig modiiller, basta homotopi teori, gruplarin homolojisi ve koho-
molojisi, cebirsel K-teori, devirli homoloji, kombinatoryel grup teori olmak iizere matematigin
bir cok alaninda 6nemli role sahiptir. Degismeli cebirler ilizerinde caprazlanmis modiil
kavramini ise T. Porter [14], [15] tanimlamis ve bir ¢ok Ozelligini incelemistir. Bu kisimda
degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile 2A1g 2—cebirler kategorisi arasinda

[1] de elde edilen denklik verilecektir.

2.2 Caprazlanms modiiller

k degismeli ve birimli bir halka ve R ve C degismeli k—cebirler olsun. Bir
d : C — R

doniisiimii,
RxC — C
(nc) +—— r-c

R nin C lizerine etkisi ile birlikte her ¢,¢’ € C ve r € R i¢in
CM1) d(r-c¢) = rd(c)
CM2) odc-c = cc
sartlarin1 sagliyorsa R lizerinde C cebirine bir ¢aprazlanmis (crossed) modiil denir ve bu

caprazlanmig modiil (C, R, ) ile gosterilir.

(C,R,0) ve (C',R',d) iki ¢aprazlanmig modiil olsun.

c—2 .R
c R
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diyagrami deZigsmeli yani yd = 9’8 olacak sekilde ve ¢ € C,r € R igin 0(r-c) = y(r) - 6(c)

olacak sekildeki 6 : C — C’' ve ¥ : R — R’ k—cebir homomorfizmlerinden olusan
(8,¥) : (C,R,0) — (C',R',d)

ikilisine bir caprazlanmigs modiil morfizmi denir. Bdylece XMod; ile gosterilecek olan

degismeli k—cebirler i¢in ¢caprazlanmis modiiller kategorisi olusur.

Ornek 2.1 R bir k—cebir ve 7, R nin herhangi bir ideali olsun. i : I — R icine doniisiimii bir
caprazlanmig modiildiir. Tersine (C,R,d) ¢aprazlanmig modiilii verildiginde 0C = I, R cebirinin

bir idealidir.

Ornek 2.2 M bir R-modiil olmak iizere sifir carpimiyla birlikte 0 : M — R sifir doniisiimii
bir ¢aprazlanmig modiildiir. Ayrica bir (C,R,d) caprazlanmig modiilii verildiginde Cekd bir
R/0C-modiil olur.

Teorem 2.1 XMod, caprazlanmis modiiller kategorisi ile 2A 1g 2—cebirler kategorisi denktir.

Ispat. A tek objesi *, 1—morfizmleri A; k—cebiri, 2—morfizmleri A, k—cebiri olan bir

2—cebir olsun. x,y € A ve f : x —> y € Ay icin

diyagramu cizilebilir.

s,t morfizmleri s : Ay — A» ,s(f)=x, t 1 Ay — Ay ,t(f) =y ve e mor-

fizmi e : Ay — Ay, fe=f,ef = f olacak sekilde tanimlansin.

s,t ve e morfizmleri k—cebir morfizmleri olup

se(x) = s(e(x)) = x = Id¢ (x)
te(x) = tle(x)) = x Idc, (x)

esitlikleri elde edilir.
Ceks=H={f €Ay |s(f) = IdAO} CA
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tanimlansin ve d = ¢ |y cebir homomorfizmi d : H — Aj,0(h) = t(h) seklinde tanimlansin.
Ceks xA; = {(h,x) | h € Ceks,x € Ay} yanidirekt carpimi, A; 1n Ceks tizerine
Ay X Ceks — Ceks
(x,h) —  x-h=-e(x)h

seklindeki etkisi ele aindiginda (h,x)(h',x") = (x-H +x'-h+Wh,xx’) seklindeki ¢arpim ile
birlikte elde edilir. Burada Ceks x A} = A; dir. Herbir a € A; icin x = s(a) olmak iizere h =
a— es(a) €Ceks dir. Buna gore a = h+ e(x) yazilabilir. @ = h' +e(x) olsun. Bu durumda

ad = (h+e(x)(d =h +e(x))

e(x)
= B +e(x)h+e(x)h +e(x)e(x)
= hh +x -h+x-h +e(xx)
olur.
(I) : A> — Ceks X Ajq
h+e(x) — ¢(h+e(x)) = (hx)
doniistimii tanimlansin. Buradaa = h+e(x) vea =h +e(x ) € A igin

/

O(ad) = O(hh +x -h+x-h +e(xx))
— (hh/+xl-h—|—x~h/,xx/)
= (o)
= O(h+e(x)o(h +e(x))

/

= 0(a)(a)
elde edilir ki bu ¢ doniisiimiiniin bir homomorfizm oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde

0 ': CeksxA, — A>
(h,x) — q)_l(h,x):h—i—e(x)

ters doniisiimii de bir homomorfizmdir. O halde ¢ bir izomorfizmdir yani Ceks X A; = A, elde

edilir.

A bir 2—cebir ve Ceks x A1 = A; oldugundan

s : CeksxA; —> Al t : CeksxA; — Al
(h,x) +— s(hx)=x (h,x) > t(h,x)=09(h)+x

ve
e : Ay — CeksxA

x > e(x)=(0,%)
k—cebir morfizmleri ve 7(h,x) = s(h',d(h) + x) = d(h) + x i¢in

m : CeksxA; xCeksxA; — Ceks x Ay
((hyx), (W, d(h)+x))  —> (hx)e (W, d()+x) = (W +h,x)

tanimlanabilir. Burada dikey bileske



\_/ \_/
9(h)+x (W +h)+x

(I th)+x)

(W +h)+x

seklindedir.

(h,x),(g,y) €Ceks x A i¢in yatay bileske ise

/\ /\ -
a(h)+x a(g)+y
(h,x)o(g,y) = (x-g+y-h+ghxy)

= (e(x)g+e(y)h+gh,xy)
seklinde tanimlanir. Boylece

CM1)
dx-h) = Jd(e(x)h)
= d(e(x))d(h)
(te)(x)d(h)
= x0(h)
elde edilir.

Ayrica bileskelerin degisim kuralindan

[(7,x) o (g,y)] @ [(H,0(h) +x) 0 (¢',0(8) +y)] = [(h,x) @ (K, 0(h) +x)] 0

elde edilir. O halde esitligin her iki tarafi da agilirsa,

(9(h)+x)(3(g)+)

[(8,y) e (g',9(g) +)]

Sol = (x-g+y-h+gh,xy)e((d(h)+x)-g'+(d(g)+y)-H +g'H, ((h)+x)(3(g)+Y))

= ((d(h) +x)-g'+(d(g)+y) I +gh +x-g+y-h+gh,xy))

= (9(h)-g'+e(x)g' +0(g) - h +e(y)h +g'h' +e(x)g +e(y)h+ gh, xy)

Sag = (W+h,x)o(g'+g,y)
= (x-(g'+g) +y -(W+h)+(g+g) (W +h),xy)
= (e(x)g'+e(x)g+e(y)h' +e(y)h+g'h +g'h+gh' + gh,xy)

20
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elde edilir. Buna gore esitligin saglanmasi i¢in ilk bilesenlerin de esit olmasi gerekir, o halde
d(h)-g +9(g)-h =hg +gh

v hg'+gh' = d(h)-g +d(g) -
= d(h+g)-(g+H)—d(h)-h —9(g)-¢&
= d(h+g)- (g +n)—(hh'+gg")

elde edilir. Boylece
o(h+g)-(g+h) = hg +gh'+ (hh +gg)
= (h+g)(h'+g)

ve (h+g) =k,(W+¢') =1 €Ceks yazilirsa

A(k)-1=ki

elde edilir ki bu istenilen Peiffer sartidir. Boylece (Ceks,A,d) bir ¢aprazlanmis modiildiir.
Dolayisiyla
I':2A1g — XMody

funktoru elde edilir.
Tersine (G,C,d) k—cebirlerin bir ¢aprazlanmig modiilii olsun. O halde d : G — C bir
k—cebir morfizmi ve C nin G iizerine etkisi x € C ve g,¢’ € G i¢in

CM1)d(x-g) = xd(g)
CM2)d(g)-¢' = g¢

sartlarini saglayacak sekilde vardir.

C, G lizerine etki ettiginden
GxC={(g.c)|g€G.ceC}

yar1 direkt ¢carpimi
(8,0)(g" ) =(c g’ +c'-g+g'g,cc’)
carpimi ile birlikte olusturulabilir. Ayrica s, : GXC — C ve e:C — G xC, s(g,c) = c,

t(g,c) = 9d(g) + ¢ ve e(c) = (0,c) seklindeki doniigiimler tanimlansin. Bu doniisiimler birer

k—cebir morfizmleridir.
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d(g+g)+e

t(g,c) =s(g’,0(g) +¢) =d(g) +cigin

m : (GXC)xs(GxC) — (GxO)
((8:0):(¢',0(g) +¢)) — (g+&.0)

kompozisyonu tanimlanir ve (g,c), (h,d) € GxC ve (g,c),(g’,0(g) +¢) € G x C i¢in asagidaki

esitlikler sirasiyla yatay ve dikey bileskeleri verir.

(g,c)o(h,d) = (c-h+d-g+gh,cd)
(g,c)e(g’,0(g)+¢c) = (g+4&0)

Son olarak, m nin bir k—cebir morfizmi olmas1 gerektiginden ve caprazlanmis modiil
sartlarindan bileskelerin degisim kurali saglanir. O halde tek objesi * olan, 1—morfizmleri

C k—cebiri, 2—morfizmleri G x C k—cebiri olan bir 2—cebiri elde edilir. Dolayisiyla

¥ : XMod, — 2Alg

funktoru elde edilir.

Bu iki funktor adjoint funktor olduklarindan XMod,, ve 2A 1g kategorilerinin denk olduklar:
elde edilir. [



BOLUM 3
CARPIM 2-CEBIRI

3.1 Giris

[13] de K.J.Norrie, Lue’ nun ¢alismasini [10] genisletti ve bir grubun otomorfizm grubuna
benzer olarak, gruplarin ¢aprazlanmis modiillerinin bir aktorii kavramini ortaya ¢ikardi. Norrie
nin caligsmasinin baslangi¢c kismi grup ve cebirler arasindaki benzerliklerden ortaya ¢ikmigtir.
Degismeli cebirler kategorisinde, otomorfizm gruplarina karsilik, S. MacLane [11] tarafindan

tanimlanan bir C cebirinin M (C) ¢arpim cebiri kullanilir.

3.2 Carpmm Cebiri

k bir degismeli halka, R bir birimli k—cebir ve C birlesimli bir R—cebir (degismeli yada
birimli olmasi gerekli degil) olsun. MacLane in [11] de olusturdugu C nin ikili carpanlarinin

Bim(C) R—cebiri yapisi hatirlansin.

Bim(C), C den C ye R—lineer doniisiimlerin

ve

sartlarin1 saglayan (7, 9d) ikililerinden olusur.

Bim(C) nin bir R—modiil yapisina sahip oldugu agiktir ve Bim(C) de
(1,8).(Y,8) = (yov,808)
biciminde bir ¢carpim tanimlanabilir.

Ann(C) = 0 yada C? = C oldugu varsayilsin. Bim(C) nin C iizerine

Bim(C)xC — C; ((1,9),¢) —¥(c)
CxBim(C) — C; (c,(v,8)) — 8(c)
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seklinde bir etkisi ve Y.(x) = cx ve d.(x) = xc olmak lizere

u : C — Bim(C)
c — (v.,9)

doniisiimii tanimlanabilir.
C nin bir degismeli R-cebir olmas1 durumunda asagidaki durum elde edilir.

Yine Ann(C) = 0 ya da C> = C olsun. C degismeli bir R—cebir ve (Y,8) € Bim(C) ise her
x € Cigin
() = S(c)x = cvlx) = Yx)e
= Yxe) = ylex) = ) = xv(c)
oldugundan y = 0 elde edilir.

Boylece Bim(C) yerine M(C) gosterimi kullanilir, M (C) nin elemanlarina C nin garpanlari
denir ve M(C) bir R—cebir olur. C nin bir ¢arpani, tiim c, cecC i¢cin

/

Acc) = Mec)e

sartin saglayan bir A : C —— C lineer doniisiimiidiir.

Ayrica herhangi x € C igin
AAxe) = MA(x)e) = M)A () = MN(OAMx) = M(cx) = AN (xc)
oldugundan M(C) degismelidir. M(C) ye C nin garpim cebiri denir ve M(C) ¢arpim cebiri, her
Y ¢carpani igin Ay = YA sartin1 saglayacak sekildeki tiim A carpanlarinin kiimesidir.

3.3 Carpim 2-Cebiri

T. Porter, [16] de bir G grubunun otomorfizmleri yardimiyla bir 2—grup
olusturulabilecegini ifade etmistir. Benzer sekilde degismeli cebirler i¢in de sunu sdylemek
miimkiindiir, bir de8ismeli C R—cebirinin c¢arpanlart yardimiyla, carpim 2—cebiri olarak

adlandirilan bir 2—cebir tanimlanabilir.

k degismeli bir halka, R birimli bir k— cebir ve Ann(C) = 0 yada C? = C sartlari ile bir-
likte C, degismeli bir R—cebir olsun. A; = M(C) alalim ve A; n elemanlarina 1—morfizmler

denilsin. M(C) nin C iizerine etkisini

M(C)XC — C
(f,X) — f)C:f(X)
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biciminde tanimlansin. M(C) nin C lizerine etkisini kullanarak
CxM(C) = {(x,f)|x€C, feM(C)}

seklindeki yaridirekt carpimi olusturulabilir. Buradaki carpim ise

AL ) = (Fx+f x+xxff)

seklindedir.

Ay = C xM(C) alahm ve A; in elemanlarin1 2—morfizmler olarak adlandirilsin. Boylece
(x,f) € CxM(C) igin

f
/ﬂ\
C (xf C
\g/

bigiminde bir diyagram olusturulabilir. Bir (x, f) € C x M(C) igin

s CxuMC) —  M(C) £ s CxM(C) —  M(C)
(X,f) — S(x,f>:f (X,f) — t(x7f):Mx<>f

kaynak ve hedef doniigiimleri ile f € M(C) i¢in

e 1 MC) — CxM(C)
[ e(f)=(0,f)

birim doniigiimii tanimlansin. Burada M, o f, u € C igin (M, < f)(u) = xu + f(u) seklinde

tanimlanir.

2—morfizmlerin yatay ve dikey olmak iizere iki tiirlii bileskesi tanimlanir. Simdi bu

bileskeler tanimlansin.

(x,f), (0, f) € Cx M(C) igin
f P
/ﬂ\
C (x.f)
\/

Myof Myof!

C M(y,f/) C



yatay bileske

0 f)o(f) = (f x+fy+xnff)= (&) +fO) +xv.f f)

seklinde tanimlanir. Boylece

C “(y7f’)0(x7f ) _C

(Myof")(Myof)

olup

t(f/(x)‘*'f(y)‘*'x)’:f/f) = Mf’(x)+f( )+xy<>flf

elde edilir. Dikey bileske ise

tix,f) = s(xX,Myof) = Myof ilebirlikte (x,f),(x , Mo f) € Cx M(C) igin

(x,f)e (¥, Meof) = (x+x,f)

seklindedir.

Geriye bileskelerin degisim kuralinin (interchange law) saglandigini, yani

26
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() oy, Myo f)]ol(x fle(x,Meof)] = [(,f)o(x,f)]e

!

(v aMyofl) © (xlaMxof)]
esitlifinin saglandigin1 gostermek kalir. Esitligin iki tarafi ayr ayri isleme konulursa
Sol = (Y+y.f)o+xf)

= (140 +fO +3) + @+ 00 +3). ff) ,
= (f)+f )+ O)+f)+xy +xy+xy +xy,f f)

Ve

Sag = (f () +f0)+,f f)e((Myof)(x)+Mco f)(y) +xY, (Myo f) (Mo f))
= (F@+f0)+ay+Myo f)(X)+ Mo ))Y)+2Y . f f)
= (F@+fO) +ay+yx +f () +xy + f() +2¥,f )
elde edilir. Sol ve Sag esit olup, bileskelerin degisim kurali saglanir. Boylece tek objesi C R-
cebiri olan ve 1 —morfizmlerinin olusturdugu A; R—cebiri ile 2—morfizmlerinin olusturdugu A,

R—cebirinden olusan bir 2—cebir elde edilir. Bu 2-cebire 6zel olarak ¢carpim 2-cebiri denir.

3.4 M(6) Carpim 2-Cebiri

Yardimer Teorem 3.1 k degismeli bir halka, R birimli bir k— cebir ve Ann(C;) = 0,
Ann(Cp) =0 yada C ]2 =Ci, C% = (y sartlar ile birlikte C; ve Cy degismeli R—cebirler olsun.

81C1—> Co
x — d(x)

seklindeki bir R—cebir morfizmi 8= {(x,d(x)) | x € C;} kiimesi ile temsil edilsin. Bu kiime

tizerinde

(x,8(x) + (¢, 8(x)) = (x+2,8(x) +8(x)) = (x+x,8(x+x))
(x,6(x))(y,6(y)) = (x,8(x)3(y)) = (x,8(xy))

islemleri ve r € R i¢in
r.(x,8(x)) = (rx,rd(x))
= (rx,d(rx))

etkisi tanimlansin. Bu islemler ve etki ile birlikte & bir R—cebirdir.

Ispat. § min bir R—cebir oldugu gosterilecektir.
(i) (8,4, .) min bir halka oldugu gosterilecektir.

H1) (8,+) nin bir Abel grup oldugu gosterilecektir.
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Her (x,8(x)), (»,8(y)) € 8 i¢in

(x,6(x)) + (»8(y)) = (x+,6(x+y)) €8

olup islem kapalidir.

G1) (x,8(x)),(x,8(x)), (x",8(x")) € & i¢gin

(,8(x)) + (', 8(x")) + (", 8(x"))) (x,0(x )) (o + 2", 8(x" +x))

(x+ (& +x7),8(x+ (' +x7)))
((e+2") +x",8((x +x) +x7)))
E(X+X) S(x+x))) + (x",8(x")))

(x,8(x)) + (+/,8(x))) + (", 8(x"))

olup islem birlesmelidir.
G2) (x,8(x)) € digin

(x,0(x)) + (x1,0(x1)) = (x4+x1,8(x+x1)) = (x,8(x))

olacak sekilde bir (x1,8(x;)) = (0,0) € & vardir. Bu (0,0) € d elemani toplama igleminin etkisiz

elemani olarak alinir.
G3) (x,0(x)) € dicin

(x,8(x)) + (3,6(y)) = (x+y,8(x +y)) = (0,0)

olacak sekilde bir (y,8(y)) = (—x,8(—x)) € 8 vardir. Bu (—x,8(—x)) € & elemant (x,d(x))

elemaninin toplama islemine gore tersidir.

G4) Her (x,8(x)), (y,8(y)) € 8 i¢in
(x,6(x)) + (»,6(y)) (x+,8(x+y))
(y+x,8(y+x))

(%, 8(y)) + (x,8(x))

olup (3,+) Abel gruptur.

H2) (x,8(x)), (»,8(y)), (z,8(z)) € 8 i¢in
(%,8(x)) (((3:8(¥))(2,8(2)))

AN AN AN N TN



olup
(2, 8(x)) (((3:8(y))(2,0(z))) = ((x,8(x)) (1 8(y)))(z,6(2))

saglanir.

H3)(x,8(x)), (v,8()), (z,8(z)) € 8 i¢in

(x,8(x))((7,8(y)) + (2,8(2))) (x,8(x)((+2,8(y+2))
(@+@ d(x(y+2))
(xy +xz,8(xy +x2))
E(xy, (xy)) + (xz,8(xz))

8(x))(»,8(»)) + (x,8(x))(z,8(2))

olur, yani

(%6,8(x)) (%, 8(y)) + (2,8(2))) = (x,8(x)) (¥, 8(y)) + (x,8(x))(2,8(z2))
saglanir. Benzer sekilde

((x,8(x)) + (3, 8(y)))(z,0(2)) (x+y,8(x+¥))(z,(8(z))
((x+¥)z,8((x+y)z))
(xz+yz,8(xz+yz))
Exz ,8(xz)) + (vz,6(yz))

x,8(x))(2,8(2)) + (v.8(¥)) (2, 8(2))

olur, yani

((x,8(x)) + (5,8())) (2,8(2)) = (x,8(x))(2,8(2)) + (,8(¥))(2,8(2))

saglanir.
Boylece (9, +,.) nin bir halka oldugu gosterilmis olur.

Simdi ise 8 nin bir R—modiil oldugu gosterilecektir.

(i) (x,0(x)),(»,0(y)) € d ve r,ry,r2 € R igin

r.((x,6(x)) + (5,8(y)) r.(x+y,6(x+y))
(r(x+y),r8(x+y))
(r(x+y),8(r-(x+y))
(rx+ry,8(rx)+8(ry))
(rx,8(rx)) + (r.y,8(r.y))
(r.x,r.8(x)) + (r.y,r.8(y))
r.(x,8(x)) +.(3,8(y)),

(ri +r2).(x,8(x)) ((r1+r2).x, (r1 +12).8(x))
(r1.x+rp.x,r1.8(x) +r2.8(x))
(r1.x,7r1.8(x)) + (r2.x,72.8(x))

1:(6:8(x)) 4 r2.(x,8(x)),
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(ii)

(r1r2).(x,8(x)) ((rir2).x, (r1ir2).8(x))
(r1.(r2.x),r1.(r2.8(x))
ri.(r.x, r2.5( )

= rl.(rz.(x,s(x)))

elde edilir. Boylece (i), (if), (iii) sartlar1 saglandigindan § bir R—modiildiir.

Ayrica (x,0(x)), (»,0(y)) € d ve r € R igin

r-((x,8(x)) (% 8()))

T | A T A |1
/\/\/\/\/\/\\

veE

r-((x,8(x)) (%, 8(y)))

saglanir. Buna gore 0 bir R—cebir olur. [J

3.4.1 M(9) Cebiri

30

k degismeli bir halka, R birimli bir k— cebir ve Ann(C;) = 0,Ann(Cy) = 0 yada C? =

Cy, C(% = 0 sartlar ile birlikte C; ve Cy degismeli R—cebirler olmak iizere

o : ¢ — (G
x — J(x)

seklindeki bir R—cebir morfizmi alinsin. f; € M(Cy) ve fo € M(Cp) igin

Cl i).cl

Co W Co
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diyagrami degismeli oluyorsa yani 8 f; = fod esitligi saglamyorsa f = (f1, fo) ikilisine & dan &

ya bir morfizm denir ve bu sekildeki morfizmlerin kiimesi M(9) ile gosterilir. O halde
M) ={f = (fi.fo) : (C1 = Co) — (C1 —>+ Co), 81 = foB}
olur. fi € M(Cy) ve fo € M(Cp) oldugundan, cy,c} € Cy ve co,cj, € Cp igin
filerch) = file)ey

Jolcoco) = folco)co

dir, boylece
fo(d(cicy)) = fo(5(01)§3§0'1

)
= fo(3(c1))d(c

)

veE

8(fi(cic})) = d(fi(er)ey)
elde edilir. 3f; = fy0 oldugundan
fo(8(c1))8(c) = 8(f1(c1))d(ct)

bulunur. O halde
fo(8(c1ch)) = 8(fi(cict))

elde edilir. Burada f = (f1, fo), £ = (g1,80) € M(9) i¢in

fi
/\
o] Ci L Ci
) ) )
Jo
/\
Co Co T Co

diyagrami gbzoniine alinirsa, icerdeki diyagramlarin degismeli olusundan 8 1 = fd, 0g1 = g00

yazilir ve bu esitliklerden
0g1/1 = 8081 = 80f0d
elde edilir ki bu en distaki diyagramin degismeli oldugu anlamina gelir. Buna gore

go f=(g1f1,80f0) € M(J)

bulunur. Ayrica f = (f1, fo), f' = (f{, f3) € M(8) igin
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f+f/ = (f17f0)+<f{7f6) = (fl +f1/7f0+f6)

olarak tanimlanan f + f’ toplamu igin

S(fi+fi) = 8(fi)+8(f)
f05+f65
(fo+1y)d

saglandigindan f + ' € M(3) olur.

M () nin § iizerine etkisi de

M@)x8 — &
(f,(x,8(x))) = (f1,/0) (x,8(x)) = (f1(x), fod(x))

seklinde tanimlansin. Burada tanimlanan etkinin bir cebir etkisi oldugunun gosterilmesi gerek-

mektedir. Bundan 6nce M(3) nin cebir oldugu gosterilecektir.
i) Tlk olarak (M(8),+,0) min halka oldugu gosterilsin.

Her f = (f1/0),& = (g1,80) € M(J) i¢in ve her ¢ € C i¢in
df1 = fod
dg1 = 800

oldugundan
8(f1+81)(c1) = 8(fi(cr)+gi(c1))
= 8fi(c1)+06g1(c1)
= fo8(c1) +god(c1)
= (fo+go)d(c1)

elde edilir, buna gore

f+g=(f1,/0) +(g1,80) = (f1 +&1,fo+g0) € M(J)

bulunur.
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f=(f1,/0), 8= (g1,80), h = (h1,ho) € M() igin

(f1.f0) + ((g1,80) + (h1,ho)) (f1,/0) + (g1 +h1,80 + ho)

(fi+(g1+M),fo+ (go+ho))
((f1+g1) +h1, (fo+go) +ho)
((f1,f0) + (g1,80)) + (h1,ho)

oldugundan f+ (g+h) = (f + g) + h elde edilir.

Her f € M(S) igin f + Oy 5) = Opys) + f = f olacak sekilde Oy 5 € M(8) oldugu

gosterilsin.

f="0f,fo0), k= (ki,ko) € M(3) olmak iizere

(f1,f0) + (k1. ko) = (fi + ki, fo+ko) = (f1, o)
olabilmesi igin (k1,ko) = (Oc,,0c,) = Opy(5) bulunur. Burada her ¢; € Cy igin

80(c1) = 8(0(c1)) = 8(0) = O,
08(c1) = 0(3(c1)) Ocq

olup 60 = 05 elde edilir. O halde 05y = (Oc;,0c,) € M(3) dur.

Her f € M(8) igin f+ f ! = f 14+ f= Op(s) olacak sekilde f~' e M(8) var midir

gosterilsin.

f=(f1,f0), f = (g1,80) olsun.

f+ft (f1.f0) + (g1,80) = (0,0)

(f1+81,f0+go0) = (0,0)
olup g1 = —f1,80 = — fo olacagindan g = — f = (—f1, — fo) elde edilir.

Her f,g € M(J) i¢in

f+eg (f1,/0) + (g1,80)
(f1+g1,f0+8o)
(g1+ /1,80 + fo)
(g1,80) + (f1,.fo)

g+f

olup (M(3),+) Abel gruptur.

f,8 € M(8) igin (go f) = (g1,80) © (f1,/0) = (81/1,80/0) € M(J) oldugu gdsterilsin. Her
c1 € Cy igin

3(g1/1)(c1)

go(0f )
go(fod(c ))
(80£0)(8(c1))



olup go f € M(J) bulunur.

f,8,heM(d)

ho(gof) (h1,ho) o ((g1,80) © (f1,f0))
(h1,ho) o (g1f1,80.0)
(h1(g1/1),h0(g0f0))
((h1g1)f1, (hogo) fo)
((hg1), (hogo)) o (f1.fo)
(hog)o f

bulunur.

Her f,g,h € M(J) i¢in

fO(g+h) = (flaf())o((ghg())+(h17h0))
= (f1,fo) o ((g1 +h1,80+ho))
= (fio(g1+m),foo(go+ho))
= (fiogi+fioht, foogo+ fooho)
= (fiog1,foogo)+ (fiohi, fooho)
= (f1,00) o (g1,80) + (f1,.f0) o (A1, ko)
= fog+foh

ve

(f+g)oh = ((f1./0)+(g1.80)) 0 (h1,ho)
= (fi+g1.fo+go)o(hiho)
= ((fi+g1)ohi,((fo+go)oho
= (fiohi+giohi,fooho+gooho)
= (fiohi,fooho)+(g1oh1,800h)
= (fl?fO)O<h17h0)+(g17g0)o<h17h0)

foh+goh
olup (M(8),+,0) bir halkadur.

M (3) nin bir R—modiil oldugu gosterilsin.

RxM®) — M)
(r7<f17f0)) — r-<f17f0>:(r-f17r-f0)

veE
r.f1 2C1 — C1

¢ — (rfi)(e) =r(fi(c))
olmak iizere f,g € M(3) ve r,r1,r, € R i¢in

(1)

r.((f1. /o) + (g1,80)) r.(fi+g1,fo+8o)
(r.(fi+g&1),r(fo+go))
(r.fi+rgi,rfo+rgo)
(r.f1,7.f0) + (r.81,7.80)

(f17f0)+r(g17g0)
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ii)
(r1+712)-(f1,/0)

iii)
(r172).(f1, o)

oldugundan M (8) bir R—modiil olur.

Ayrica f,g € M(8) ve r € R igin

r.((f1,f0) o (g1,80))

veE

r.((f1,f0) © (g1,80))

bulunur. O halde M(3) bir R—cebirdir.

((r1 +72).f1, (11 +712)-fo)
(ri-fi+rfi,r.fo+r.fo)
(r1-f1,r1-0f0)+, (r2-f1,72-fo)
r1.(f1,f0) +r2.(f1, fo)

((rir2)-f1,(r172).f0)
(rl.(l”z.fl), ri .(rz.fo))
r1.(r2.f1,72-fo)
r1.(r2.(f1, f0))

r.(fiogi,foogo)
(n.(fiog1),r(fo°80))
((r.f1)og1,(r-fo) o go)
(r.f1.7-fo) o (g1,80)
(r(f1,/0)) o (g1,80)

r.(fiog1,foogo)
r.(fiogi),r(foogo))
(r.f1(g1), (r-fo(g0))
fi(r.g1), fo(r.go))
f1,f0) o (r-g1,7.80)
f1,f0) o (r.(81,80))

(
(
(
(
(

Simdi de M(3) ve § degismeli R—cebirler olmak iizere

M@ x8 — &

(f, (x,8(x))) +—> (f1,./0) - (x,8(x)) = (f1(x), fo8(x))

doniisiimiiniin bir cebir etkisi oldugu gosterilecektir.

reR, (x,8(x)),(,8()) e€d, f=(f1,/)g

i)
r.((f1,./0) - (x,8(x)))

= (g1,80) € M(3) igin
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3.4.2 M(J) Carpim 2-Cebiri

Bu kisimda objeler kiimesi A9 = {8}, 1-morfizmlerin kiimesi A| = M(8) ve 2-morfizmlerin

kiimesi Ay = § X M(d) olan bir 2-cebir yapisi tanimlanacaktir.

k degismeli halka, R birimli k— cebir ve Ann(C;) = 0,Ann(Cp) = 0 yada C} = C;,C3 = C
sartlari ile birlikte C ve Cp birer degismeli R—cebir olsun. Ay = {8} objeler kiimesi olsun ve

Aj; = M(J) alalim ve A in elemanlarina 1—morfizmler denilsin. M(3) nin § iizerindeki etkisi

M(3) x 8 0
((f1,.00), (x,8(x))) > (f1,/0)- (x,8(x)) = (f1(x), foO(x))

seklinde tanimlansin.

M () nin § iizerine etkisi kullanilarak

0xM©) = {((x,8(x)),(f1,/0)) | (x,8(x)) €3, (f1.fo) € M(3)}
yaridirekt carpim cebiri

((x,8(x)), (f1, f0)) (%, 8(y)), (81,80)) = ((f fo; (».8(y)) + (g1,80) - (x,8(x))+

))(x,8(x)), (81,80) © (f1,/0))
), Jo3(3)) + (1 (). 803(x))+
(x)), (81/1,80/f0))

) +81(x) +xy, fo8(y) +80d(x)+
y), (81/1,80/0))

seklindeki carpim ile tanimlansin.

Ay = 8 x M(8) alalim ve A nin elemanlarina 2—morfizmler denilsin. Boylece

((x,8(x)), (f1,/0)) € 3 M(8)

icin

f:(fl 7f0)
§/W§

\/

g=(g1,80)

olur. Kaynak, hedef ve birim doniisiimler ise

s 83 M(d) — M(3)
((x,8(x)), (f1,f0)) +— s((x,8(x)),(f1,/0)) = (f1,/0)
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t 8% M(d) — (8>
((x,8(x)), (f1,f0)) +—— t((x,8(x)), (f1,/0)) = M(x5(x)) © (f1,f0)
* e : MO — O x M(J)

(f1,.00) — e(f1,/0) = ((0,0), (f1, fo))

seklinde tanimlansin. Burada (u,d(u)) € 8 i¢in

(M(x5x))© (f1,00)) () = (x,8(x))(u,8(u)) + (f1,f0)(u,8(u))
= ((u),8(x)8(u)) + (f1(u), fod(u))
= (x(u) + fi(u),8(xu) + fod(u))

seklinde tanimlanir.

2—morfizmler i¢in iki tiirlii bileske s6z konusu oldugundan simdi bu bileskeler tanimlansin.

((x,8(x)), (f1,./0)) ve ((3,8(y)), (81,80)) € 8x M(3) igin

(f1.fo) (81.80)

) /W 1) M((yvﬁ(y)),(gn 80))_ 8
\_/ \_/
(Mo fi My fo) (Myog1,My(y)020)

(glf:gofo)

((Myog1)(Mxof1),(Ms(y)©80) (Ms(x)2/0))

olur, burada

M, (y) 1 (x) £20,foB(y) +808(x) +8(xy)) © (811,8000) = (Mf,(3) 461 (x) 42y © 811,
M ,5(y)+g08(x) +8(xy) © 80.0)
= ((M og1)(Myo f1),
(Ms(y) ©g0) (Ms(x) © fo))

oldugu gosterilmelidir, her (u,8(u)) € § igin

(Mfl () +g1 (x)+xy © 811,
M f38(0)-+08(2)+3(xy) © 80.0) (14, 8(1t)) St + g1 (x)u+xyu+(g1.f1)u, (1)

= (
Jfod(yu) + god(xu) + 8(xyu) + (g0/0)3(u))
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ve

((Myog1)(Myo f1),

(Ms(y)©80) (Ms(x) © f0)) (u,8(u)) = ((Myogr)(xu+ fi(u)), (Ms(y) ©8o)(8(xu) + fod(u)))
(vxu+yfi(u) + g1 (xu) + (g1/1) (u),

8(yxue) +8(y) (f08) (u) + g0d(xu) + (80.0)d(u))

(2)

olur, buna gore (1) ve (2) den

M (1, ()21 (5) 410, foB(y)+208(0)+8(xy)) © (811, 80f0) = ((My 0 g1) (Mo f1), (Mg(y) © 80) (M) © fo0))

elde edilir.

O halde ((x,8(x)), (f1,/0)) ve ((»;8(y)), (81,80)) € 8> M(3) igin

((x,8(x)), (f1,/0)) o (»,6()), (g1,80)) = ((f1,f0) (38(y)) + (g1,80) - (x,8(x))+
¥,8(y))(x,8(x)), (g1,80) © (f1,/0))

(f1(¥), f00(y)) + (g1(x),808(x))+

xy,8(xy)), (g1.1,80./0))

Ji(y) +81(x) +xy, fod(y)+

08(x) +8(xy), (g1/1,80/0))

seklinde tanimlanan isleme yatay bileske islemi denir.

N TN AN N

oQ

Simdi de #((x,8(x)), (f1,f0)) = s((x1,8(x1)), (h1,ho)) olacak sekildeki

((x,8(x)), (f1,/0)), ((x1,8(x1)), (h1,ho)) € 8 x M(3)
elemanlar1 alinsin. Buna gore

t((x,8(x)), (f1,/0)) yo (f1,/0)
(M <>f1,M5 <>f0)
s((x1,8(x )) (hl,hO))
(h1,ho)

oldugundan
(My o f1,Ms(x)© fo) = (h1,ho)

elde edilir. Buradan

(f1.fo)

3 “((x 8(x)),(f1./0)) o

I

\_/_

(Myo f1,M3(xyf0)
((x1,8(x o f1,Ms(x)©f0))
(Mxl OMxOfl 7M§ OMS <>fO)
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(f1.fo)

o “((X1+x,5(x1+x)),(fl Jo))> O

\—/

(M| +x0f1,M3(x; +x)2J0)

diyagramlar1 gézoniine alinirsa,

(Mxl <>Mx<>f1,M5(xl)<>
Mgy © fo) (u,8(u)) = M) o (M) © fo)) (u,8(u))
( (), 8(x1u) + (M) © £0)8(u))
= (xqu+xu+ fi1(u),d(xu) 4+ 0(xu) + fod(u))
(1 +x)u+ f1(u),8((x1 +x)8(u) + fod(u))
(Mxﬁ—xofluMB x1+x)<>f0)(u78(u))

bulunur. O halde #((x,8(x)), (f1,/0)) = s((x1,8(x1)), (Mx © f1,Ms(x) © fo)) olacak sekildeki
((,8(x)), (f1,./0)), ((x1,8(x1)), (Mx 0 f1, M5(2) © f0)) € 8> M(8) igin

((x,8(x)), (f1,./0)) @ ((x1,8(x1)), (Mx© f1, M5y © fo) = ((x1 +x,8(x1 +x)), (f1./0))

seklinde tanimlanan isleme ise dikey bileske islemi denir.

Bilegkeler i¢in degisim kurali (interchange law) nin saglandig1 gosterilmelidir. Yani

(f1.f0) (g1,80)
O \/ o \/ o
(Mxof1,Mg(xyfo) (Myog1,Ms(,)°80)
(((x1, 8007 (Mo f1,M5(x)0f0)) (1,807 (Myog1,Ms(,)80))
(M) 201, M3 (x, +x)0f0) (My,+y°81,M3(y, +,)080)

diyagrami gozoniine alinarak

[((x,8(x), (f1,/0)) o ((5,8(y)): (g1,80))]®
[((Xla (x1), (My o f1,Ms(z)© fo))o
(O1,8(y1), (My g1, My, )Ogo))] = [((x,8(x),(f1,f0))e

(
(x1,8(x1), (Myx© fi,Mg(x) © fo))]o
((,6(y),(81,80)) ® ((yl 5(Y1)
My og1,Ms(y)©80))]
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esitliginin saglandig1 gosterilsin. Esitligin sol tarafi;

[(f1,/0) - (5,6(y)) + (g1,80) - (x,8(x)) + (x,8(x))(y,6(y)), (g1,80) © (f1, fo)]®
(Mo f1,Mg(x)© fo) - (1,8(31)) + (My o g1, M5y © 80) - (x1,8(x1))
+(x1,6(x ))(y1 d(y1)), (M 081, Mj(y) ©80) © (Mx© fi,Mg(x) © fo)]
=[(1(), fo(8(y)) + (g1(x),80(8(x)) + (x¥,8(xy)), (g1f1,gofo)]

Peyr 4+ f1 (1), 8(ey1) + fo(8(y1)) + (3x1 +81(x1), 8(yx1) + go(8(x1))
+(x131,8(x131)), (My 0 g1)(Mx© f1), (Ms(y) © 80) (Ms(x) © f0))]

= [fi(y) +&1(x) +xy, fo(5(y)) +go(S(x ))+5(xy)) (g1f1 gofo)]e

[Coyr + f1 (1) +yx1 +g1(x1) +x1y1,8(xy1) + fo(8(y1)) +8(yx1) + go(8(x1))
+80x131))s (M, (3) 41 (x)+29 © 811 M () +-g03(x)+3(x) © 80.J0)]

= [(f1(y) +g1(x) +xy+xy1 + f1(y1) +yx1 +g1(x1) +x1y1,

d(f1(y) +81(x) +xy+xy1 + f1(y1) +yx1 +g1(x1) +x1y1)), (81./1,80.0)]
=[(i+y1) +g1(x+x1) + (x1 +x)(y1 +Y),

(f08)(y1+¥) + (808) (x1 +x) +8((x1 +x) (y1 +)), (81./1,80/0)]

ve esitligin sag tarafi;

[((x,8(x), (f1,/0)) @ ((x1,8(x1), (Mxo f1,M5(x) © fo))]
[(»8(y),(81,80)) ® (v1,8(y1), (M, <>g1,M5( )Ogo))]
= [((r1 +x),8(x1 +x)), (1, f0)] o [((y1 +¥),8(y1 +¥)). (81, 80)]
= [(f1,/0) - (y1+),8(y1 +¥)) + (g1,80) - ((x1 +x),8(x1 +x))+
(e +x),80x1 +x)) (31 +)8(y1 +)), (81, 80) © (f1, fo))]
= [(/11+), f0d(y1 +¥)) + (g1(x1 +x),808(x1 +x))+
(Ger +2) (1 +),8((x1 +x) (v1 +)), (811, 80/0))]
= (il +y) +g1(x1+x) + (1 +x)(y1 +), 03 (y1 +y)+
80d(x1 +x) +8((x1 +x)(y1 +¥)), (81/1,80/0)]
seklindedir. Buradan iki ifadenin esit oldugu goriiliir, buna gore bileskeler icin degisim kurali

(interchange law) saglanmuis olur.

O halde M(8) =(Ap = {8},A1,A2) bir 2-cebirdir.

Teorem 3.2 M(3)=(Ao,A1,Az) 2-cebirinden degismeli cebirlerin bir caprazlanmis modiilii
elde edilebilir.

Ispat. M(8)=(A,A1,A) 2-cebiri ele alinsin, yani

Ag = {0}

A =M©®)={f=(f1./o) : (C LN Co) — (G LN Co), 0f1 = fod} 1—morfizmlerinin

kiimesi

Ay =3 xM(8) = {((x,9(x)),(f1,f0)) | (x,8(x)) € d,(f1,f0) € M(8)} 2—morfizmlerinin

kiimesi olsun.



f=(f1,f0)

m

o) (f1.f0)) )
W

(Myo f1,M3(x)f0)

Burada kaynak, hedef ve birim doniistimleri

S Ap — Aq

((x,8(x)), (f1,.00)) — s((x,8(x)),(f1,f0)) = f = (f1,fo)
t: Ay — Ay
((x,8(x)), (f1,f0)) > t((x,8(x)),(f1,/0)) = (Mxo f1,M5()© fo)
e: A1 — A2

(fhfo) — e(fhfo) = ((0’0>7(f17f0>)

biciminde tanimlansin. Ayrica s kaynak doniigiimiiniin ¢ekirdegi

Ceks=H = {((x,8(x)),(f1,/0)) €Az |s((x,8(x)), (f1,f0)) = ida, }
= {s((x,8(x)), (f1, /o)) = (f1, fo) = ida, }
= {((x,8(x)),(0,0))}
olur,
0=t ‘Ceks:H3 Ceks — Al

((x,8(x)),(0,0)) — 9((x,8(x)),(0,0)) = (My©0,Mgy)©0)
doniisiimii tanimlansin. A in Ceks iizerine

A1 x Ceks —  Ceks
((f1,.0), ((x,8(x)),(0,0))) (f1,/0) - ((x,8(x)), (0,0))
e(f1,fo)((x,8(x)),(0,0))
) )0

l

(Oc;,0¢y), (f1,.f0))-((x,6(x)),(0,0))
(f1,f0) (x, 8(x
0,0)(f1,/0))
f1(x), fod(x)) + (0C1’0C0)+(0C1’0C0)7(070))
f1(x), £08(x)), (0,0))

bicimindeki etkisi yardimiyla

Ceks @A = {((x,8(x)),(0,0)), (f1,/0)) | ((x,8(x)), (0,0)) € Ceks, (f1, /o) € A1}

yar1 direkt ¢carpimi tanimlanabilir, burada

((x,8(x)), (0,0)), (f1,f0)) (% 8()),
(0,0)),(81,80)) = {(fl,fo) (y,?zy)),(o 0))+

)

08(3)),(0,0)) + ((g1(x),808(x)),
¥, 8( x)) (0,0)),(g1f1,80/f0)}

y) (X)+yx foﬁ(y)+g05( )+

,(0,0)), (g1f1,80/f0)}

+(0,0) (Ocy,0c,) + (x78(x))(OC170C0)7

42
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seklinde tanimhidir. Ayrica Ceks x A; ~ A; oldugundan ve M(3) bir 2-cebir oldugundan

s Ceks x A4 — Aj
((x,8(x)),(0,0),(f1,f0)) = s((x,8(x)),(0,0),(f1,/)) = (f1, /o)
t: Ceks xA; Aj

N
((x,8(x)),(0,0)), (f1,f0)) +—  9((x,8(x)), (0, )) +(f1,.fo)
= (My00,Mg(,) ©0) + (f1, f0)
= (M, <>0-|—f1,M5 <>O—|—f0)

e: Al — Ceks x A
(f1,f0) = e(f1,fo) = ((0,0),(f1,/f0))

cebir morfizmleri tanimlanabilir. Ayrica

1((x,8(x)),(0,0)), (f1,./0)) = s(((x1,8(x1)), (0,0)),9((x,8(x)), (0,0)) + (f1, /0)))

icin
m: (Ceks xAj); x5 (Ceks X Ay) — Ceks <A
(((x,8(x)),(0,0)), (f1,f0)), ((x1,8(x1)),
(0,0)),9((x,8(x)),(0,0)) + (f1, /o)) = (((x1 +x,8(x1 +x)),(0,0)) + (f1, /o))

d((x1,8(x1)) + (x,8(x)),(0,0) + (0,0))+
(f1,f0) = d((x1 +x),0(x1 +x)),
(0+0,0+0)) + (f1,./0)
= 9((x1+x),8(x1 +x)),(0,0)) + (f1, fo)
= (Mx1+x<>0+flaM5(x1+x)<>O+f1)

tanimlansin. Bu m doniisiimii dikey bileskedir.

f=(f1,50)

I
8 (= OO ) 8

O(h)+f=(My00+f1,Mp()o0+fo)

)+(f1,

I
9(h)+f)=(((x1,8(x1 ))7(01(;)),9((%5(16))7(0,0
9((x1,8(x1)),(0,0))+((x,8(x)),(0,0))+(f1.f0)

f=(f1.f0)

T

(1 42x,8(x1+x)),(0,0

(W +h)+f=(My; 1200+ 11 Ms(x, 1200+ f0)

|
[o7



yani

(h,f), (g, k

§ |
(9((x,8(x)),(0,0))+(f1,/0)) (A((»:8(y)),(0,0))+(k1 ko))
(h, f)o(8,k) =(f-g+k-h+gh, fok)
= ((x,8(x )) (0,0)), (f1,f0)) o (».8(y)), (0,0)), (k1, ko))
= {(f1(y)+k1(X)+yx,f05( ) +kod(x) +8(yx)), (0,0)), (k1f1, ko fo) }
(h,f)o(g.k) = ((x,8(x)),(0,0)),(f1,/0))°((»,8(y)),(0,0)), (1, ko))
= ((f1,/0) - ((,8(¥)), (0,0)) + (k1, ko) - ((x,8(x)), (0,0
((:,8()),(0,0))(x,8(x)), (0,0)), (f1, fo) © (k1,
= (e(/f1,/0)((,8(y)),(0,0)) +e(k1,ko)((x,3(x)), (0,0
(( ,8()})),(0,0))(()6,8()6)),( 70))7(f17f0) ( 1
= (e(f)g+e(k)h+gh,fok

) €Ceks x A i¢in yatay bilegke ise

f=(f1,f0) k=(k1,ko)

+(0,0)),(f1,f0)) d (8:0)=(((»3(y)

\/\/

((x,8(x)),(0,0))+(1./0) 9(8)+k=9((»8()),(0,0))+(k1,ko)

kf=(k1 f1,kofo)

(f1(y)+ki (x)+yx7fo5(Y)+koJ(x)+5(yx)7(070))7(k1f1 kofo))

seklindedir. Boylece

o(f-h)

)
fi (XC1) + 0(61)),fo(5( )co) +0(co))

(fi

( X
fa(h) Efl fo)(M o0 Mg(x) 0)(61,0())
(

T e T T
=X
==
3%
=
§
Py
=

f1,f0)(xe140(c1),8(x)co +0(co) )
Si(xer+0(c1)), fo(8(x)co +0(co))

oldugundan caprazlanmig modiiller icin gerekli olan CM 1 sart1 saglanir.

,(0,0)),(k1,ko))

k))

,ko))

44
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[(h, £) & (H,0(h)+ f)] o[(g. k) ® (¢',0(g) + k)]

—~ —~< ~ —_

—_— N — =

—~ N N T~

~ -~ N =
—~ T/~ O —

O halde bu esitligin her iki tarafi da acilirsa:

Bileskelerin degisim kuralindan
[(h, f) o (g,k)] 8 [(h',0(h) + f) o (g',9(8) +K)]

esitligi gecerlidir.

l_l
—~
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- ~~
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07 -~ " 7(087007(0 O./
/HM\(VVX\-MO)/V,./X \hO)(M
—~ - — I — ' /T
A LT3
I D AT RN e ==
B3 ErTeRn =R
6 ~ ~

1
(
(O

esitlikleri elde edilir. Iki taraf da esit oldugundan, ilk bilesenlerinin de esit olmas1 gerektigi

%0
S
A

bilindiginden,
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ve

~—
— ~
oy (e}
~
_ —

—_—

tl

).l

esitligi elde edilir ki, bu da ¢aprazlanmig modiiller i¢in istenilen Peiffer sarti olup CM?2 sart1
O halde (Ceks,A,0d) bir ¢aprazlanmig modiildiir. [J

esitlikleri elde edilir. Boyiece h+g =1, K’ + g = [ €Ceks denirse

saglanir.



BOLUM 4

2-CEBIR REPRESENTASYONU

Degismeli k—cebirlerin herhangi bir (G,C,d) c¢aprazlanmig modiiliinden, bolim 3 de
tammlanan M(8) = ({8}, M(8),3 x M(3)) ¢arpim 2—cebirinden elde edilen (Ceks, M(3),d’)
caprazlanmis modiiliine bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi yazilabilir ve bu c¢aprazlanmig
modiillerin her ikisi de aslinda 2—cebirlere karsilik geldiginden, bu ¢aprazlanmis modiil mor-

fizmi de aslinda bir 2—funktora karsilik gelir.

2—cebirlerin representasyonunu herhangi bir G 2—cebirinden M(3) carpim 2—cebirine bir

2—funktor olarak tanimlanacak,yani

p : § — M9

2—funktoruna G 2—cebirinin representasyonu denilecektir.

(G,C,d) degismeli k—cebirlerin bir ¢aprazlanmig modiilii olsun. Bir 2—cebir, tek ob-
jeli olan ve 1—morfizmleri ile 2—morfizmlerinin aileleri birer k—cebir olan bir 2—kategori
oldugundan, (G,C,d) c¢aprazlanmig modiiliinden elde edilen 2—cebirini, objesi * olan,
1—morfizmlerinin k—cebiri C ve 2—morfizmlerinin k—cebiri G x C olan ve § = ({*},C,G x C)

seklinde gosterilen bir 2—kategori olarak alinsin.
O halde alinan G = ({*},C,G x C) 2—cebirinin 2—cebir representasyonunu olusturmak

i¢cin

p o (41,660 — ({8},M(3),8xM(3))

2—funktorunu tanimlanmalidir.

Ilk olarak objeler icin

tanimlansin. Her bir ¢ € C 1—morfizmi

C:.*— %
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biciminde olup bunun p doniislimii altindaki goriintiisii
f=plc) : &8 = 3

ile belirlensin. Burada f = (f1, fo) seklindedir.

Her bir (g,¢) € G x C 2—morfizmi ise,

biciminde tanimlansin. Burada

p(d(g)+c) = I(h)+f

|l
X X
N N N

seklindedir.
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Bu sekilde tanimlanmig olan p : § — M(J) doniisiimiiniin 2—funktor olabilmesi igin,
bu doniisiim altinda G 2—cebirinde mevcut olan tiim birimlerin ve tiim bileske islemlerin ko-
runmasi gereklidir. Simdi de bunun gosterilmesi gerekmektedir. Once bileske islemlerin ko-

rundugu gosterilsin.

G nin ¢,c¢’ € C 1—morfizmlerinin bileskesi

dir. Bu bileskenin p altindaki goriintiisii

p(ec’) =p(c)p(c)
£ = (fi.0)(fl: f)
= (fifl> fofy)

olur. Yani
* \Ci/df *
icin
p(cc’)
dir.

(g'+gc)

3¢ +g)+e
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seklinde oldugundan, bu bileskenin p altindaki goriintiisii incelensin. Sol taraftaki diyagram

icin goriintil,

d'(p(g'+g))+p(c)

dir. Sag taraftaki diyagram icin goriintii ise,

\/\/

(g’ +8)+c) p(g'+g))

seklindedir. Buradan, elde edilen diyagramlardan dikey bileske i¢in

p((g,c)e (g, 0(g)+c)) =p(g,c)ep(g,0(g)+c)

esitliginin saglandig1 goriiliir.

(g,¢),(l,h) € G xC igin yatay bileske
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ch

o(l)+h (9(g)+c)(d(1)+h)

a(g)+c

biciminde oldugundan, bu bileskenin p altindaki goriintiisii incelensin. ® da sol taraftaki diya-

gramin gorintisd,

p(3(g)+c)p(a(l)+h)

p(a(1)+h)

p(a(g)+c)

seklindedir. Burada

p(gc)p(lsh)

Ve

oldugundan

p(ch)

(g)+p(lg).p(ch))

(p(e)-p()+p(h)-

Q|

p(gyc)[(l ) o=

2=]]

p(ca(l)+hd(g)+0d(lg)+ch)

p(3(g)+c)p(d(l)+h)
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elde edilir.Simdi de ® da sa§ taraftaki goriintiisii ise

p(ch) p(c)p(h)
SWS (p(c-D)+p(h-g ‘+p(1g),p(ch)) d3=3(p H g)+p(lg).p(ch)) &
p((3(g)+c)(9()+h)) p(9(gl)+0(g)h+ca(l)+ch) p(ca(l)+hd(g)+o(lg)+ch)

olur. Buradan elde edilen diyagramlardan yatay bileske icin

p((gac) O(lah)) = p(g,c) Op(l,h)

esitliginin saglandig1 goriiliir.

Bilegkeler i¢in birimin korundugu gosterilsin.

diyagramlarindan

(8,c)e(g',9(g) +c)

(&' +g.c)
= (g7 C)

esitligini saglayan (g’,0(g) + ¢) 2—morfizmi (0,d(g) + ¢) olarak bulunur. Bu ise dikey kom-

pozisyon i¢in birimi verir. Buna gore

pl0,9(g) +c)l = (p(0),p(a(g))+c))

|

—~
=
o

Q
—~
oQ
~—
~—
+
he}
—~

)
~



elde edilir. Yani

olur.

Yatay kompozisyon i¢in birimin korundugu gosterilsin.

/\/\/\
v\/\/

ch /c\
(9(g)+c)(a(1)+h) d(g)+c

seklinde olup, diyagramlardan

(g,c)o(l,h) = (c-l+h-g+lgch)
(8,¢)
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esitligi elde edilir. Buradan ¢-l+h-g+1g = g ve ch = ¢ olmalidir. ch = c esitliginden h = 1
oldugu goriiliir. Buna gére c-l+h-g+1g = gesitliginde h = 1 yazilirsac-1+1-g+1g = g elde
edilir. Bunu saglayan [ ise 0 olmalidir. O halde yatay bilegke icin birim

p(0,1) = (P(Ogap(l))

elde edilir.

O halde tanimlanan p doniisimii bir 2—funktordur. Boylece p 2—funktoru en basta

tanimlamak istenilen 2—cebir representasyonu olarak karsimiza ¢ikar.



BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Representasyon teorisi, grup teori i¢inde Onemli bir yere sahiptir. Representasyon
sayesinde, soyut objeler iizerinde soyut islemler yapmak yerine, permiitasyon ve matris gibi
objeler iizerinde daha kolay ve daha anlagsilir islemler yapilabilir. Ayni1 zamanda representa-
syon teorisi, grup teori ile cebirin diger alanlar1 arasinda 6nemli bagintilar kurdugu gibi soyut

gruplarin yapisinin anlagilmasina da yardimci olur.

Yapilan bu ¢alisma ile 2-gruplarin representasyonuna paralel bicimde 2-cebirlerin represen-
tasyonu tanimlanmigtir. Bunun i¢in bir 2-cebir 6rnegi olan degismeli cebirlerin ¢aprazlanmig
modiiliinden faydalanmilmistir. Bu sayede representasyon kavraminin 2 boyutlu cebirlere

genisletilmesi saglanmistir.

Bu tezin sonucu olarak representasyon teori i¢inde yer alan bir ¢cok onemli 6zellikler ve

sonuglar 2-cebirler i¢in de incelenebilir ve bunlarin daha detayli ¢alismalar: yapilabilir.
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