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OZET

Tezin ilk béliimiinde temel kavramlar verildi. ikinci bdliimde grup etkisi dzellikleri
ile birlikte tanitildiktan sonra gruplarin c¢aprazlanmis modiilleri ve ornekleri incelendi.
Ucgiincii boliimde iki grubun birbiri iizerine olan uyumlu etkilerinden yararlanarak abelyen
olmayan tensor ¢arpimin Ozellikleri incelendi. Sonraki boliimde gruplar i¢in ¢aprazlanmis
kare yapisi ele alindi. Ayrica bu boliimde bir dnceki boliimde tanimlanan tensér ¢arpimi
yardimiyla bir ¢aprazlanmis kare olusturuldu. Son boliimde ise gruplarin 2-¢aprazlanmis
modiilleri incelendi. 2-¢aprazlanmis modiiller ile c¢aprazlanmis kareler arasindaki iliski
incelendikten sonra sonu¢ olarak yine gruplarin tensér carpimi kullanilarak bir

2-¢aprazlanmis modiil elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Serbest Gruplar, Grup Etkisi, Caprazlanmis Modiiller, Gruplarin
Abelyan Olmayan Tensor Carpimi, Caprazlanmis Kare, 2-Caprazlanmis Modiil
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SUMMARY

Basic consepts are given in the thesis first chapter. In the second chapter, after
action of groups is introduced with its properties, crossed modules and examples of groups
are examined. In the third chapter, non-abelian tensor product of groups defined by taking
advantage of the compatible action of two groups an each other and this tensor products
properties are examined. In the next chapter, crossed modules of groups structure handled.
Also in this chapter, a crossed square created by taking advantage of tensor product which
defined in the previous chapter. In the last chapter, 2-crossed module obtained using the
tensor product of groups after examining relation between 2- crossed modules and crossed

square.

Keywords: Free Groups, Action Of Group, Crossed Modules, The Non-Abelian
Tensor Product Of Groups, Crossed Square, 2-Crossed Modul
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1. GIRIS VE AMAC

Caprazlanmis modiil kavrami ilk olarak (Whitehead, |1949) tarafindan tanimlanmustir.
Whitehead, ¢aprazlanmis modiillere, 6zellikle relatif homotopi gruplariin cebirsel yapilari
izerine yaptig1 ¢alismasinda yer vermistir. Caprazlanmis modiiller, temel cebirsel yapilardan
biri olarak ele alinabilir. Caprazlanmis modiiller, homotopi teorisi, cebirsel K-teori, gruplar
iizerinde homoloji ve ko-homomloji, kombinator grup teori ve diferansiyel geometri, devirli
homoloji dahil olmak iizere matemetigin birgok alaninda dnemli bir yere sahiptir. Whitehead
tarafindan grup yapisi iizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiil kavrami, daha sonra cebir
yapist lizerine de aktarilmistir. Cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiillerin genel teorisi ile

ilgili olarak (Shamnu, 1992) ve (Porter, 1987) 1n ¢alismalar1 vardir.

Bir G grubu i¢in abelyen olmayan G ® G tensor ¢carpimi (Dennis, 1976 tarafindan
tanimlanmistir. Sonrasinda (Brown ve Loday, [1987) bu G®G tensor ¢arpimi i¢in bir topolojik

ozellik kesfetmislerdir, buna gore,

”K (G, 1) Eilenberg Mclane uzayimnin siispansiyonunun tigiincii homoloji grubu i¢in

m3SK(G,)l) = Ker(G® G — G) (1.1)
saglanir. ”
(Brown ve Loday, [1987), birbirleri tizerine uyumlu etkileri olan iki grubun tensor

carpimini asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamm 1. G, H birbirleriiizerine uyumlu etkisi olan iki grup olsun. G x H iizerindeki serbest
grubun, g, g € Gve h,h' € H i¢in
(99':h) = (9" 7h)(g,h) (1.2)
(9. hh') = (g,0)("g"I) (1.3)

bagintilarini saglayan elemanlar: tarafindan iiretilen normal alt grubuna boliimiine G ile H
nin tensor ¢arpim grubu denir ve G @ H ile gosterilir. Elemanlart ise g @ h olarak ifade

edilir.



Buna gore yukaridaki [1.2) ve [1.3 denklemleri

(99 ®@h) = (%9 ®%h)(g®h) (1.4)
(g@hh) = (gah)("g&" 1) (1.5)

seklinde yazilabilir.

Ayrica bu G ® H tensor carpim grubu yardimiyla yeni ¢aprazlanmis modiil yapilar

tanimlanmugtir.

Bu tezde ilk olarak, tanimlanan bu G ® H tensor ¢arpim grubu ve caprazlanmis
modiiller (Mc Dermott, [1998) da verildigi gibi ayrintil1 bir sekilde incelendi.

Sonrasinda G ® H tensor g¢arpim grubu kullanilarak bir c¢aprazlanmis kare

olusturulmustur.

Son olarak caprazlanmis kare ve 2-¢aprazlanmis modiil arasindaki bilinen iliski
(Mutlu ve Porter, 2003) kullamlarak G ® H tensér carpim grubu yardimiyla bir
2-gaprazlanmis modiil yapis1 edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin genelinde kullanilacak iyi bilinen kavramlara yer verilmistir.
Tanim 2. G bostan farklr bir kiime ve x da G iizerinde tanimly bir ikili islem olsun. Eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa (G, x) cebirsel yapisina bir grup denir.

i) Her m,n € G icinmxn € G dir.

ii) Her m,n,p € G igin (m*n) xp =mx* (n x p) dir.

iii) Her m € G icin m x e = e x m = m olacak sekilde bir ¢ € G birim elemani

vardir ve tektir.

iv) Her m € G ig¢in m xn = n x m = e olacak sekilde bir n € G ters elemani vardwr

ve tektir.
Bu dort sarta ilaveten eger

v) Her m,n € G ig¢in m x n = n *x m ise bu gruba abelyen grup denir.

Ornek 1. (Z,+), (Q,+), (R, +) abelyen grupturlar. Bilinen + islemine gére sonlu bir grup
olan tek kiime {0} kiimesidir. Bilinen ¢arpma islemine gore {1}, {1, —1} kiimeleri de gruptur.

1

Ornek 2. (Z,-) bir grup degildir. Ciinkii m € Z icinm -m~" = m™'-m = 1 olacak sekilde

7Z nin bir m™1 eleman yoktur.

Ornek 3. M # () olsun. P(M) = {a | a : M — M birebir ve 6rten fonksiyonlar} kiimesi
bilinen bileske iglemi ile bir gruptur. Ciinkii;

i) a, o’ € P(M) olsun. Birebir ve orten iki doniisiimiin bileskesi birebir ve orten olup
aoa’ € P(M) dir

i) a,d/, o € P(M)isexo(a'oad”) = (aod) o dir

iii) Iy : M — M birim doniigiimii P(M) in birim elemanidir. Her o« € P(M) igin
aoly=Iyoa=a« (2.1)

dir.



iv) f € P(M)ise fve f~! bagintilar1 birebir ve érten bir fonksiyon olup f~' o f =
fo f~' = Iy olacak sekilde f~' € P(M) dir.

Tamim 3. G bir grup H de G nin bostan farkl: bir alt kiimesi olsun. H nin kendisi de G nin
islemiyle birlikte grup oluyor ise H ye G nin alt grubudur denir ve H < G ile gosterilir.

Teorem 1. (G, .) bir grup, ) # H C G olsun. H < G olmasu igin gerek ve yeter kosul
i) Her m,n € H i¢cinm.n € H

ii) Her m € H icin m~' € H olmasidir.

Bu iki sart her m,n € H i¢in m.n~! € H seklinde de ifade edilebilir.

Ispat. H < G olsun. Bu durumda H , G deki isleme gore bir grup olacagindan her m,n €
H, m.n € Hveherm € Higcinm™"' € H olur.

Diger taraftan her m,n € H icin m.n € H ve her m € H icin m~" € H oldugunda
H , G deki isleme gore gruptur. Ciinkii;

i) Yukaridaki kosul ile zaten her m,n € H icin m.n € H dir.

ii) Her m,n,p € H i¢cin H C G oldugundan m,n,p € G ve G grup oldugundan
(m.n).p = m.(n.p) dir.

iii) Her m,n € H icin m.n € H olup. n = m~t icinm.m™~' = e € H olur.

iv) Yukaridaki kosul ile zaten her m € H i¢cin m~' € H dir.
Teorem 2. G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. G abelyen ise H de abelyendir.

Ispat. Her x,y € H icin H C G oldugundan x,y € G ve G abelyen bir grup oldugundan
x.y = y.x d.

Tamim 4. G bir grup ve N, G nin alt grubu olsun. Her x € G i¢in x.N = N.x ise N ye G

nin normal alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.

Ornek 4. Eger G abelyen ise ve H < G ise her x € G i¢in x.H = H.x olacagindan H, G

nin normal alt grubu olur.

Yani abelyen bir grubun her alt grubu normal alt gruptur.



Tanim 5. (G, A), (H, x) iki grup olsun. o : G — H bir fonksiyon olmak iizere, o fonksiyonu

grup islemini koruyor ise yani; her x,y € G i¢in

a(z A y) = ax) *a(y) (2.2)

ise «_fonksiyonuna G den H ye bir grup homomorfizmi denir.

Ornek 5.
(R — (R,
«Q ( ’+) ( ) ) (2.3)
alxr) — e*
fonksiyonu bir grup homomorfizmidir. Ciinkii her x,y € R igin
a(z +y) =" =e".¢Y = alr)aly) (2.4)

dir.

Tanim 6. « : G — H grup homomorfizmi birebir ve érten ise o ya bir izomorfizm denir.
Eger G den H ye bir izomorfizm varsa G ile H gruplarina izomorfiktirler denir ve G = H

yvazilr.

Ornek 6.
a:(RT,) — (R, +4)

(2.5)
r — logx

bir homomorfizmdir. Ayrica 1:1 ve ortendir. O halde izomorfizmdir.

Tamm 7. G, H iki grup ayrica o : G — H bir homomorfizm ve H grubunun birim elemani

eg olsun. « nin ¢ekirdegi
Cek(a) ={r € G : a(r) = e} = a *(eg) (2.6)
biciminde tanimlanir.

Tamm 8. G, H ve K gruplar olsun

E:GxH—K (2.7)
doniistimii icin
§g+4'h)=¢&(g,h) +E(g', h) (2.8)
ve
§(g, h+1') = &(g,h) +&(g, 1) (2.9)

saglaniyorsa £ ye bilineer doniigiim denir.



Tanim 9. G bir grup ve H, G nin altgrubu olsun. G nin H ye gére sag es kiimeleri

H/G ={Hala € G} (2.10)
G nin H ye gore sol es kiimeleri

G/H ={aH|a € G} (2.11)
seklinde ifade edilir.

Teorem 3. G grup ve N, G nin normal alt grubu olsun.

G/N = {pN|p € G} (2.12)
kiimesi her pN,qN € G/ N igin

(pN).(gN) = (p.9)N (2.13)
islemine gére bir gruptur. Bu gruba G nin N grubuna gére boliim grubu denir.

Ispat. i) Her pN,qN € G/N icin p,q € G ve G grup oldugundan p.q € G olup
pN.gN = (p.q)N € G/N olur.

ii) Her p, q,r € G i¢in G grup oldugundan

(pNgN).rN = (pq)NrN (2.14)
= (pg)rN (2.15)
= p(qr)N (2.16)
= pN(grN) (2.17)
= pN(¢NrN) (2.18)

olur.
iii) Her pN € G/ N igin e € G birim eleman olmak iizere
(pN)(eN) = (p-e)N = pN (2.19)
oldugundan eN € G /N birim eleman olur.
iv) Her pN € G/N igin
(PN)(p'N) = (pp )N = eN (2.20)

oldugundan p~'* N = (pN)~' € G/N ters eleman olur.



2.1 SERBEST GRUPLAR

Tamim 10. £ bir grup ve X bir kiime olsun, w : X — F fonksiyonu verilsin. Herhangi bir

D grubu ve
g: X —D (2.21)
fonksiyonu verildiginde,
X = F
N
D

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek
f:F—D (2.22)

homomorfizmi varsa F grubuna X tabanl (veya X kiimesi tarafindan tiretilen) serbest grup

denir.

2.1.1 Ornekler

1) X = () olsun. Bu durumda {e} agikar grubu, X tabanli bir serbest gruptur. Ciinkii
herhangi bir D grubu i¢in,
f: {et — D

e = €p

(2.23)

seklinde tanimli bir tek f homomorfizmi var olup,

¢ —={e}

diyagrami degismelidir.

2) X = {1} olsun. Bu durumda Z tamsayilar grubu, X tabanl bir serbest gruptur.
Clinki herhangi bir D grubu ve

g: {1} — D

L ) (2.24)



fonksiyonu verildiginde,

u:{l} — Z (2.25)
1 — 1 (2.26)
seklinde taniml1 u ve
f:Z — D (2.27)
p — [g(1)P (2.28)
seklinde tanimli f fonksiyonlari igin,
fo+a) = [g(m)™ (2.29)
= [g@Plg(M)]? (2.30)
= f(p)f(q) (2.31)
olup f bir homomorfizmdir.
Bu f homomorfizmi ile birlikte,
(fu)1) = flu(1)) (2.32)
= f(1) (2.33)
= ¢g(1) (2.34)
olup
{1}~ Z
3 f
N,
D
diyagrami degismelidir.
Ayrica [, f ile aym 6zellikte ve f den farkli bir diger homomorfizm ise bu durumda
kabul geregi,

dir. O halde her k£ € Z igin,

(k) = +...+1) (k tane)

1
f/(l) s f, 1) (- f/ homomorfizm)

(2.35)

(2.36)
(2.37)
(2.38)
(2.39)
(2.40)
(2.41)
(2.42)



elde edilir. Sonug olarak,
f=r (2.43)
olup f bir tektir.



10

3. GRUP ETKISI VE CAPRAZLANMIS MODULLER

Caprazlanmis modiiller (Whitehead, 1949) tarafindan tanimlanmistir. Caprazlanmis

modiiller basta homotopi teori olmak {izere, gruplarin homolojisi ve ko-homolojisi, cebirsel

K-teori, devirli homoloji, kombinatoriyal grup teori, diferansiyel geometri ve matematiksel

fizik de dahil olmak iizere matematigin bir¢cok alaninda 6nemli bir role sahiiptir. Bu bdliimde

ilk olarak iki grubun birbiri iizerine etkisi ele alinacak sonra bu etki yardimiyla tanimlanan

yar1 direkt ¢arpim grubu incelenecektir. Daha sonra gruplarin ¢aprazlanmis modiillerine yer

verilecektir.

Tamm 11. G, H iki grup olsun,
¢:G— Aut(H)
homomorfizmine G nin H iizerine etkisi denir. Bu etki g € G ve h € H igin

¢:G — Aut(H)
g — o¢(g):H—H
h — o(g)(h) =" h

seklinde ifade edilir. Buna gére

1) ge G, hy,hy € H i¢in,

¢»:G — Aut(H)
g — ¢(g):H—H
hihy — &(g)(hih2) = ¢(g)(h)d(g)(ha) = (“h1)(“ha)

olur yani

I(hihg) = (“h1)(“h2)

bulunur.

(3.1)

(3.2)
(3.3)
(3.4)

(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)



2) g1,90 € Gveh € H icin

¢:G — Aut(H)

G192 +— O(g192) : H — H

h — o(g192)(h)

= ¢(g1)0(g2)(h)
= ¢[o(g2)(h)]
= () [*h]
— 91 (92 h)
olur yani
9192py =91 (92])
bulunur.

3) 1, G nin birimi ve h € H ic¢in

¢:G — Aut(H)
lo — o(lg): H- H

h—s ¢(1c)(h) = h

olur yani
l6h =h

dir.

4) g € Gvely, H mn birimi olmak iizere

¢:G — Aut(H)
g — o(g):H— H
lg — ¢(9)(1g) = 1x
yani
g =1g

olur.

Buna gore genelde bir G grubunun H grubuna etkisi

GxH — H
(g;h) +— 9h

11

(3.9)
(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)
(3.14)
(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)

(3.20)

(3.21)
(3.22)
(3.23)

(3.24)

(3.25)
(3.26)
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olarak gosterilen bir doniisiimdiir ve bu doniigiim i¢cin
1) ge G, hy,hy € Higin9(hihy) = (9hy)(9hs)
g9 € G, he Hicin(h) =05 |
3) e Gvehe Hicin"@h=h
4) geGvely € Higin9ly = 1y

sartlari saglanmr.

Eger ® trivial (asikar) homomorfizm ise G nin H {izerine trivial etkisi var denir.

H = Gveherg,¢ € Gigin9¢ = gg'g—! ifadesi G iizerinde bir etki belirler. Buna

G nin kendi iizerine konjuge etkisi denir.

Bir grubun kendi tizerine etkisi her zaman konjuge etki olarak ele alinabilir.

Tanim 12. (G, e) ve (H, o) iki grup olsun. G x H = {(g,h) : g € G, h € H} kiimesini ele
alinsin.

(9,h) e (g, 1) =(geg hol) (3.27)

seklinde ki o iglemi G x H kiimesini grup yapar. Bu grubun etkisiz elemant (1g, 1y) dr ve
bir (g, h) elemaninin e islemine gore tersi ise (g, h™') elemamdir. Bu gruba G ile H nin

carpim grubu denir.

Tamim 13. G, C' iki grup olsun ve G nin C iizerine bir etkisi

Gx(C — C (3.28)
(g,¢) — Yc (3.29)

tammly olsun. Bu etki yardimuyla yeni bir grup olusturulabilir.

CxG={(c,g9):ceC,geqG} (3.30)

kiimesi tizerinde
(c,9)(c,g") = (9, g9) (3.31)

seklinde bir ikili islem tanimlansin.



)
[(c,9).(¢, gN].(",9") =

olur yani islem asosyatif olur.

2)(c,9),(a,b) € CxGigin(c,g).(a,b) =

bir (a,b) € C x G mevcuttur, buradan,

[ 99'1.(<", g")
cgcl gg 7gg/g/l)
//’ gg/g//)

(
(e
(Cgcg 7 / //)
(
(

cg /

", 99'g
¢,9).[* ", d'd")

9
¢,9)-[(¢, 9").(", g")]

(a,0) = (1¢, 1g) € (C x G)

bulunur. Yani iglemin (1, 1) birim elemani vardir.

3) (¢,9),(m,n) € C x Gigin (c,g).(m

(cgm>gn) -
“Ym=1 ,

Im=ct |,
m=9" ¢!

n) = (1, 1) olacak sekilde bir,

(1,1)

In=1

(¢, g) yani (“a,%b) =

13

(3.32)
(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)
(3.37)

(¢, g) olacak sekilde

(3.38)
(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)

(m,n) = (c,9)"" = (9 ¢!, g7") ters elemani vardir. Buna gére bu ¢arpim ile (C' x G) bir

grup olur. Bu gruba yari direkt ¢carpim grubu denir.

Tanim 14. (Mc Dermott, 19985) G ve H iki grup olsun. G nin ve H nin kendileri iizerine

konjuge etkileri ve G nin H ve H nin G iizerine her g, g € G ve her h,h' € H icin

(7h)

g = e
"op — h(g(h

(3.46)
(3.47)

sartlart saglanacak sekilde etkileri mevcut olsun . Bu sekildeki etkilere uyumlu etki denir ve

G ile H ye birbirleri tizerine uyumlu olarak etki

ediyorlar denir.
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Burada ’("¢') ifadesi kisaca 9" ¢’ seklinde gdsterilecektir.

NOT: Bu boliim boyunca G ve H gruplari digeri iizerinde uyumlu etkisi olan gruplar

olarak ele alinacaktir.

3.1 CAPRAZLANMIS MODULLER

Tanmim 15. 0 : C — G bir grup homomorfizmi olmak iizere

GxC — C (3.48)
(g,¢) — Yc (3.49)

G nin C'iizerine etkisiyle beraber her ¢,c € C ve g € G igin

CM1) 0(%c) = g9(c)g~"
CM2) ¢ = /¢t
sartlart saglaniyorsa C' ye ¢aprazlanmig modiil denir ve (C, G, 0) ile gosterilir.

Eger sadece CM1) sart1 saglaniyor ise C' ye 6n ¢aprazlanmis (pre-crossed) modiil

denir.

Ayrica burada CM2) sartina Peiffer kosulu adi verilir ve ¢, ¢ € C igin
<ed >=cdet =099 ¢ (3.50)

esitligine de Peiffer komdiitatorii denir.

Tanim 16. (C,G,0), (C', G, ') iki ¢aprazlanmis modiil olmak iizere, her c € C ve g € G

icin
e(%c) =¥ p(c) (3.51)
ve
c—9% .@q
® (0
ol G’
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diyagrami komiitatif, yani 1 (0(c)) = 0 (p(c)) olacak sekilde p : C — C", ¢ : G — G’
homomorfizmleri varsa

(p,9): (C,G,0) — (C',G', D) (3.52)
ifadesine caprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir.

Ornek 7. G bir grup ve N < G olsun,

I¢:N — G (3.53)
n — n (3.54)
igine homomorfizmi ve
GxN — N (3.55)
(g,n) — In=gng™’ (3.56)

seklindeki etkiyle birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapist olusur.

Yani
CM1) 9(“n) =0d(gng™") (3.57)
= 9(9)d(n)d(g™") (3.58)
= go(n)g™* (3.59)
CM2) @y =na/ (3.60)
=nn'n~? (3.61)

caprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

Ornek 8. P grubu icin G = {/p : P — P|p(p) = pp'p~'} kiimesi P nin ic

otomorfizmlerinin grubu olmak iizere

90:C — C (3.62)
p — O(p)="p (3.63)

homomorfizmi
GxP — P (3.64)

(p,p) — Py =pp'p~ (3.65)



etki fonksiyonuyla ¢aprazlanmig modiil yapisi olusturur.

cM2) Oy =Up) y

Ornek 9. M bir ZG-modiil olmak iizere

o=1:M — @G

m — lg

asikar homomorfizmi ve

GxM — M

(9,m) = “m=gm
etki fonksiyonuyla ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur. Ctinkii

CM1) 0(Ym) = J(gm)

=glg™!
cM2) ©Ompy) =1,

=1m/

=m'mm™"

= mm'm™* (M Abelyen)

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

16

(3.66)
(3.67)
(3.68)
(3.69)
(3.70)
(3.71)

(3.72)
(3.73)

(3.74)
(3.75)

(3.76)
(3.77)
(3.78)
(3.79)
(3.80)
(3.81)
(3.82)
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4. GRUPLARIN ABELYEN OLMAYAN TENSOR
CARPIMI

Bu béliimde (Mc Dermott, 1998) de verilen birbirleri {izerine uyumlu etkileri olan iki

grubun tensOr ¢arpimi incelenecektir.

Tamim 17. G, H birbirleri tizerine uyumlu etkisi olan iki grup olsun. G'x H iizerindeki serbest

grubun, g,q' € Gve h,h' € H i¢in

(99',h) = (°d"7h)(g.h) (4.1)
(9.hh') = (g,0)("g"I) (4.2)
bagintilarini saglayan elemanlari tarafindan tiretilen normal alt grubuna boliimiine G ile H

nin tensor ¢arpim grubu denir ve G @ H ile gosterilir. Elemanlart ise g @ h olarak ifade
edilir. Buna gore yukaridaki Y. 1| ve 4.2 denklemleri

(99 @h) = (%9 ®h)(g®h) (4.3)
(g@hh) = (g@h)("g&"n) (4.4)

seklinde yazilabilir.

Tanim 18. (Mc Dermott, 1998) G, H, K gruplar olsun ve G ve H nin birbirleri iizerine etkisi

olsun.
0:GxH—K 4.5)

fonksiyonu igin, g, € G ve h,h' € H olmak iizere

6(gg’,h) = 0(%" 2 h)d(g,h) (4.6)
5(g, hh') (9. h)o("g." 1) (4.7)

esitlikleri saglaniyorsa 0 fonksiyonuna ¢apraz esleme denir.

Capraz eslemenin tanimindaki esitlikler ile @ ve @] denklemleri arasinda birebir bir

iligki vardir.

Bu iligki sebebi ile herbir ¢ ¢apraz eslemesi

6:GeH — K (4.8)
(goh) = ¢g@h)=g¢(g.h) 4.9)
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olarak tanimlanan biricik bir homomorfizm belirler.

Ozel olarak G ve H abelyen gruplar ise ve birbirleri iizerine etkileri asikar ise ¢apraz
esleme basit bir bilineer doniisim olur. Bu durumda da G ® H tensor carpimi abelyen

gruplarin bilinen tensor ¢carpimina karsilik gelir.

Teorem 4. (Mc Dermott, 1998) G ve H birbirleri iizerine etkisi olan iki grup olsun. G ve H

nin G @ H itizerine etkisi

herg,g' € Gve h,h' € H i¢in
‘“(g@h) = ((°d)® (“h)) (4.10)
"goh) = (("g)e(K)) (4.11)
seklindedir.

Ispat. (Mc Dermott, [1998) Esitliklerin dogrulugunun gésterilmesi icin etkinin ve
denklemlerine uygulanmasi gereklidir. g, g € G,h,h' € H ve p de G veya H nin keyfi bir

elemani olmak tizere

P99 ® h) = P(g99") ® ("h) (4.12)
= (P¢’9") ® (*h) (4.13)
= ["Ctg)e (" ))](( 9) @ ("h)) (4.14)
— 1" e (T PR)(Pg) © (Ph)) (4.15)
= [("g) @ (™h)][("g) @ ()] (4.16)
= "[(*9) @ *W)P((g® h)) (4.17)
= "[(°%) ® (%h)(g ® h)] (4.18)

dir. Boylece yukaridaki etki ile birlikte B.3 denklemi saglanmis olur.

Benzer sekilde
Pg@hl) = (Pg)® (P(hh)) (4.19)
= (°g) ® ("h}) (4.20)
= (rgerh)[" g (")) (4.21)
= [Pg)® PRI (g)™ () (4.22)
= [(Pg) ® (*h)][(""g) @ (*"1)] (4.23)
= (g (("g) ® ("1))] (4.24)
= "(g@h)(("g) ® ("1))] (4.25)

olur. Buna gore yukaridaki etkiyle 4.4 denklemi de saglanir.



Teorem 5. (Mc Dermott, 1998) g € G ve h € H i¢in

GoH = H®G
gOh — (h®g)™!

seklinde bir izomorfizm vardur.

Ispat. (Mc Dermott, [1998)

p:GxH — H®G
(9,h) — (h@g)™!

tamimlansin.

¢ bir ¢capraz eslemedir. Ciinkii

1

¢(g99',h) = (h®gg)”
= [(h@g)(C(had)]™
= (he(g) (heg)™
= ¢(°g " h)p(g, h)

¢(g,hh') = (hh' ®@g)~"

(W @g)(heg)™
= (heog) ("W e (")~
= ¢(g,h)o("g, 1)

dir, boylece ¢ doniigiimii

O GeH — H®G
(g@h) — ¢ (g@h)=(h®g)™"

19

(4.26)
4.27)

(4.28)
(4.29)

(4.30)
4.31)
(4.32)
(4.33)

(4.34)
(4.35)
(4.36)
(4.37)

(4.38)
(4.39)

seklinde tanimlanan bir homomorfizm belirler. Bu ¢* homomorfizminin orten oldugu agiktir

ve G ile H nin rollerinin degismesi ile

V' H®G — G®RH

(h@g) — ¢*h@g)=(9goh)™"

(4.40)
(4.41)

seklinde bir homomorfizm tanmimlanabilir. Bu 1* morfizmi ¢* min tersidir, boylece ¢* istenilen

izomorfizm olur.
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Teorem 6. (Mc Dermott, 1998) Her g,9' € G ve h,h' € H i¢cin G ® H iizerinde asagidaki

ozdeslikler saglanr.

lc®@h=1lgegr =9g® 1y

(goh)™ =" @h)="gonr™")

(9@ h)(d ®h)(goh)™ =g )

(d"g e =(gen" (gen™

g ® () = ("(g@h)(goh)

lg@h.g @] =(g"g"") @ "B (W)7]
Ispat. a) denkleminde g = 1g ve ¢ = 1g almirsa;

gd @h = lglg®h
= (“le® (*h)(le ®h)
= (le®h)(lg®h)
= (Ig®h)

elde edilir, buradan 1geyg = 1g ® h elde edilir.

Benzer sekilde denkleminde h = 1 ve h' = 1y alimirsa

g RN = g®1lyly
= (9@1m) (g (*1x))
= (9®1m)(g® 1x)
= g®ly

elde edilir. Buradan 1oy = g ® 1y elde edilir.
Boylece B.4 denklemi saglanmus olur.

b) denkleminde ¢’ = g~ yazilsin.

99 ' ®@h = (%" ® (“h))(g @ h)

1 = 1¢ oldugu aciktir. Oyleyse

Burada gg~
le@h=9 (g @h)(g®h)

vazilabilir.

(4.42)
(4.43)
(4.44)
(4.45)
(4.46)
(4.47)

(4.48)
(4.49)
(4.50)
(4.51)

(4.52)
(4.53)
(4.54)
(4.55)

(4.56)

(4.57)



Buradan

(lg@h)(goh)™ = 9(¢'®h)
logu(g®@h)™ = (g @h)
(g@h)™ = g '@h)

olur.

Benzer sekilde W.4 denkleminde h' = h™! yazarak.

g®@hh™t =

9@ 1y =
(g@1p)(geh)™ = "(goh™)
leen(g@h)™t = "(gah™)
(goh)™ = "goh™)

elde edilir.
Boylece denklemi saglanmis olur.

¢) (99’ ® hl) ifadesini Y.3 ve H.4 denklemlerinde yazarak.

g9’ @ hh' = (?g' @ (hh'))(g ® hh')
= (g @hh)(g @ hh')
= (g @h)("g " W)(g@ h)("g&" )
= g @h) (g @h)(goh)("(geh))

ve

gg @ hh' = (99 @ W)["(gg") @ (")]
= (g @ h)(g@h)'[(%g @ I)(g® 1))
= g @h)(gh)" (g @) (g h)

bulunur.

Bu iki denklem esit olacagindan
Mg @) g@h) = (9@ h)" (¢ @N)

elde edilir.
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(4.58)
(4.59)
(4.60)

(4.61)
(4.62)
(4.63)
(4.64)
(4.65)

(4.66)
(4.67)
(4.68)
(4.69)

(4.70)
(4.71)
(4.72)

(4.73)
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Buradan
Mg @h)=(g@h)" (g @n)(geh)™ (4.74)
olur.
Burada v ="9 ¢’ ve y ="9 I/ yazilirsa.
e e M y) = (@) (Eey)(geh) (4.75)
Pz @y) = (geh)(ey)(geh) (4.76)
Wzey) = (goh)(roy)(goh)™ (4.77)
bulunur.
Béylece denklemi saglanms olur.
d) denklemini kullanarak,
(g"g e = "("gen)(gehn) (4.78)
= g<hg—1 ®'”’” W)(g @ h) (4.79)
= "(g h)(g®h) (4.80)
= Mg '@hWh)(g@N) (4.81)
= Mgt eh ) (g e h)](g® k) (4.82)
= Mgt@h )M (g @ W) (g ) (4.83)
= g @) (g @ N h) (g ) (4.84)
= (g@h)? (g NP (g @ h)(g@ ) (4.85)
= (goh)" (g ®h) (4.86)
= (goh)"(goh)™ (4.87)
bulunur.

Boylece denklemi ispatlanmis olur.

e) Esitlik yukaridaki hesaplamaya benzer sekilde denklemi kullanilarak

ispatlanr.

) Son olarak .43 denkleminde I ifadesinin yerine [9'h' (')~ ifadesi yazilsin.

(" HeHE)T] = (gan M D(geh) (4.88)
= (9@ h) h](g @ h™Y)  (HA44 denk. kullanarak) (4.89)
= (geh)der)(gah)(den) ™ (4.90)

[

@ h,g @ N (4.91)
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olur.

Boylece denklemi ispatlanmis olur.

Teorem 7. (Mc Dermott, 1998) G ve H birbirleri iizerine uyumlu etkisi olan iki grup olsun.

a)
N:G®H —G (4.92)
N:GoH — H (4.93)
Mgoh) = g"¢" (4.94)
Ng®h) = hh! (4.95)

homomorfizmleri tammlabilir.

b) \, N homomorfizmleri, G ve H nin G ® H iizerine etkileriyle birlikte birer

caprazlanmis modiildiir.

odrcG®RH geGveh € H igin

MNz)®@h = zlo™? (4.96)
g N(z) = 9227t (4.97)
dir.
d) G nin Ker\ ve H nin Ker\ iizerine etkisi trivialdir.
e) Her x,y € G ® H ic¢in
[z,y] = Mz) ® X(y) (4.98)
dir.
Ispat. (Mc Dermott, [1995) a)
p:GxH —G (4.99)

(g,h) — g"g7! (4.100)



tammlansin. ¢ ¢apraz eslemedir. Ciinkii

o(gg’sh) =

ve

o(g,hl') =

dir.

Boylece ¢ doniisiimii

99" (99') 7!

99™ () (g7
g9 " (g) (g _1)
9997 ("(g") Ng"
999"(g") gt g!

hg— L . .
99" [°(g) Mg g7

99" 9 (9) T g g™
o(%g" .7 h)p(g, h)

o - GoH — G
g@h — ¢(g,h)

seklinde tanimlanan bir grup homomorfizmi belirler.

A1 ¢* olarak alirsak N\ homomorfizmi tanimlanmug olur.

Benzer sekilde

v:G®H — H
(g,h) +—— 9Rh7!
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(4.101)
(4.102)
(4.103)
(4.104)
(4.105)
(4.106)
(4.107)
(4.108)

(4.109)
(4.110)
(4.111)
(4.112)
(4.113)

(4.114)
(4.115)

(4.116)
(4.117)
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tammlansin. 1 ¢apraz eslemedir. Ciinkii

U(gg' h) = 99 hh7t (4.118)
— T gp)p (4.119)
— " OR)I(R) LR R (4.120)
— (7 h)i(g, h) (4.121)

ve

V(g W' 1) = Sh(h)" (W) (") (4.122)
= 9h(h )M () (MR (4.123)
= () ()R (4.124)
= Ih(h Y (OB (hW R ! (4.125)
= Ih(h)" (9hYhh B! (4.126)
= 9 RN BT R(R) TR (4.127)
= IRIN (W) ThT (4.128)
= 9(hh')(hn)~? (4.129)
= (g, hi') (4.130)
dir.
Dolayisiyla
V' G®H — H (4.131)
(g@h) — P (g@h)=1)(g,h) (4.132)

bir grup homomorfizmi belirler. Burada da \' = * alimrsa X' homomorfizmi tanimlanmug

olur.

b)

ANGoH — G (4.133)
(g®h) — Ag®h)=g"g" (4.134)

icin



CM1)

Mg @h)) =

cM2)

h

A(g®h) (gl ® h/) _ g gil(g/ ® h,)
ghg—th—1 (gl ® h/)
= Mg on)

denklemini kullanarak
= (g@h)(d @) (goh)™!

bulunur.
Boylece N\ homomorfizminin ¢aprazlanmis modiil oldugu gosterilmis olur.

Simdi N niin de ¢caprazlianmig modiil oldugu gosterilsin,

N:GeoH — H
(g@h) — N(g®h)=9hh*

icin
CM1)

N(E(g®@h)) = N((°)® (“h))
= " (n)!
= "))
= (% (h)*h!
= g(“h)g gh g™
= g("h)h7'g!
= gN(g'@h)g™
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(4.135)
(4.136)
(4.137)
(4.138)
(4.139)
(4.140)

(4.141)
(4.142)
(4.143)

(4.144)

(4.145)
(4.146)

(4.147)
(4.148)
(4.149)
(4.150)
(4.151)
(4.152)
(4.153)
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cM2)
N (o @ 1) = (g @ B (4.154)
= 9N g @ R) (4.155)
= iy o n) denk. kullarak) (4.156)
= (geh)(g@N) (goh)™ (4.157)

dir, boylece N homomorfizminin ¢caprazlanmis modiil oldugu gosterilmis olur.

¢) g € Gvelh' € H olmak iizere x = ¢’ @ I olsun.

MNa)@h = [¢"((¢))] (4.158)
= (Jon)"don)t M.43denklemi ile) (4.159)

= o("27) (4.160)

gN(@) = go (N (Hh) (4.161)
= g Nn)(den)! denklemi ile) (4.162)

= frr! (4.163)

bulunur.
d) Yukaridaki ispattan agikca anlasilir.

e) denkleminde g,9' € G ve h,h' € H olmak iizere v = g h,y =g QR

yvazilirsa

[x,y] = [g®h,g’®h’] (4.164)
= (Mg He @ rH) (4.165)
= AMz)®@N(y) (4.166)

elde edilir.
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5. CAPRAZILANMIS KARE (CROSSED SQUARE)

Gruplar i¢in ¢aprazlanmis kare kavrami ilk kez (Guin-Walery ve Loday, 1981) de
tanimlanmistir. Bir onceki bolimde G ve H gruplarmin G ® H tensor ¢arpim grubu
tanimlanmisti. Bu boliimde G ® H tensor ¢arpim grubu kullanilarak bir ¢aprazlanmig kare

olusturulacaktir.

Tanim 19. L, M, N ve P grup ve P nin L, M ve N iizerine etkisi mevcut olsun. Ayrica
AiL—M,N:L—N,u:M— Pvetp: N — P, YN = pu) olacak sekilde

birer grup homomorfizmi olsun. Béylece

L—2 .M
Y 2]
N P
P

degismeli diyagrami ¢izilebilir. Ayrica burada M nin L iizerine bir etkisi ve N iizerine de |
morfizmi yardimiyla tanimlanan bir etkisi vardwr ve N nin L iizerine bir etkisi ve M iizerine

de ) morfizmi yardimuyla etkisi vardr.

Eger asagidaki ozellikleri saglayan bir h - M X N — L déniigiimii mevcutsa, bu

doniistim ile birlikte yukarida ki diyagrama ¢aprazlanmis kare (crossed square) denir.
Herle L, m,m' € M,n,n € Nvep € P icin

CS1) )\, )\, P nin etkilerini korur, ayrica verilen etkiler ile birlikte \, N, pi, Y ve
k = puA = YN birer ¢caprazianmis modiildiir,

CS2) A\h(m,n) =m("m)~', Nh(m,n) = ("n)n""',
CS3) h(A,n) =111, h(m,N1) = (™)1,

CS4) h(mm’',n) =™ h(m/,n)h(m,n),

h(m,nn') = h(m,n)"h(m,n')

CS5) h(Pm,n) =P h(m,n) dir.
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Teorem 8. (G, L, ) ve (H, L,v) birer ¢caprazianmis modiil olsun. G @ H tensér ¢arpim

grubu ve
ANMGRH — G (5.1)
(g@h) — g("g)™ (5.2)
ve
N:GoH — H (5.3)
(g@h) — 9hR7! (5.4)

morfizmleri ile

G H-2 G

)\/

H L
seklinde bir ¢aprazlanmis kare elde edilebilir.
Ispat. Burada
f:GxH — G®H (5.5)
(9,h) — g®h (5.6)

seklinde tanimlansin.

Swrasiyla ¢caprazlanmis kare sartlarinin saglandigi gosterilsin.

cs1)
LxG®H — G®H (5.7)
(Lgoh) — Yg@h)=((g)@ (h) (5.8)
etkisi icin
Mgehn) = M(g) @ (‘h) (5.9)
= (9)"(g)" (5.10)
= (9)"(g™) (5.11)
= (9" g™ (5.12)
= (9" (5.13)
= ") (5.14)
= Ng®h) (5.15)

(5.16)
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ve

N((geh) = XN((9) @ (h) (5.17)
= “('h)(‘h)~? (5.18)
= () ('Y (5.19)
= '(hnY) (5.20)
= N(g®h) (5.21)

olur.

Béylece \, X morfizmleri L nin G ® H iizerine etkisini korumus olur. Teorem [} geregi

A ve X birer ¢caprazlanmis modiildiir. Ayrica g @ h € G ® H igin

YX(g®h) = (WA (5.22)
= @Z)(gh)w(h_l) (5.23)
— ¢(”(g)h)¢(h—1) (5.24)
= ulg)(h)pu(g)~ (h™") (5.25)
olup, g@ h,g' @ ' € G ® H icin
CM1) YN'(g®h) = (M (g®@ h))
= w("(n))
_ w(”(g)lh) B(th)
= u('g)(h)ul'g)(h)™
= u(g) (W) ()l (I (b)) 526
= lu(g)v(h)u(g) "t (h)~H
= WX (geh)™!
CM2) VRN (¢ @ 1) = MOPmRE) VT (o @ B)

= )Ml @ h')
= (g@h) (g QW) (g@h)™!

elde edilir. Yani (G ® H,1,v\) bir ¢caprazlanmig modiildiir.



Simdi benzer sekilde p\, g ® h € G ® H icin.

pA(g®h) =
= u(g)u("g
= p(g)u(*™Mg™h)
= p(g)v(h)ulg) p(h)™

olup, g h,gd @ h' € G ® H i¢in

CM1) pN(g® h) = pA(ge'h)
= u(lg””(lg)‘l)
= ulg)u("" (g)
u('g)v(th)u(g) o (h)~
= (@)l p(R)I (Iu(g)!l
= lu(g)y(h)u(g) =" (h)~
= lur(g®@h)™!
cM2) XM @) = (g@h) (g @) (g h)!

)

9

DT (R
g 1
(

e

elde edilir. Yani (G ® H, L, u\) bir ¢caprazlanmis modiildiir.
Ayrica ve denklemlerinin esitliginden W\ = u\ esitligi elde edilir.

cS2)

Af(g.h) = Mg@h)=g("g)™
Nf(g,h) = N(g®@h)=("h)h~!

olur.

CS3)

fMg@h), k) = flg("g)™" 1)
= g("9) "N
= (gah)("(gah)™! denklemi ile)

flg s X(g@h)) = flg',("h)h™")
= (9@ (Fnh)
= Y(goh)(goh)™t (A48 denklemi ile)
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(5.27)
(5.28)
(5.29)
(5.30)

(5.31)

(5.32)
(5.33)

(5.34)
(5.35)
(5.36)
(5.37)
(5.38)
(5.39)
(5.40)
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elde edilir.
CS4)
flgg h) = g9 @h (5.41)
= (g @h)(g®h) (5.42)
= 9f(g',h)f(g,N) (5.43)
(5.44)
f(g,hh)) = g hW (5.45)
= (geh)("(gahn)) (5.46)
olur.
CS5)
flglh) = (g @(h) (5.48)
= (g®h) (5.49)
= 'flg,h) (5.50)

olur. Boylece istenilen elde edilir. Yani

=
b

bir ¢caprazlanmis karedir.

Teorem 9. (Brown ve Loday, 1987) i : M — P,¢ : N — P ¢aprazlanmis modiiller
olsun, boylece M, N iizerine pyardimiyla ve N, M iizerine 1 yardimiyla etki eder. Bu

durumda A\(m @ n) = m("m)™t, N(m @n) = (™n)n"! ve h(m,n) = m ® n olmak iizere

L—2 oM
N p
N——P

caprazlanmis karesi vardwr. Bu ¢aprazlanmig kare i¢in asagidaki kosullarin denkligi saglanir.
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L M
1) Eger N P bir baska caprazlanmis kare (ayn1 p ve ¢ ile birlikte) ise

MN M L M
biricik bir ® — (

P N
bu morfizm M, N, P iizerinde birimdir.

(1 1) <1M>
H

1 P 1 P

2) { {

()= (5

diyagrami ¢aprazlanmis karelerin kategorisinde bir ileri itme (pushout) dir. Burada 1

> caprazlanmis kare morfizmi vardir. Burada

ile trival grup gosterilmektedir.
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6. 2-CAPRAZLANMIS MODUL

Gruplar iizerinde 2-¢aprazlanmis modiil yapis1 ilk kez (Conduche, [1984) tarafindan
tanimlanmigtir. 2-¢aprazlanmig modil £ = (L BN LN P, -, ) seklinde P-modiillerin bir

normal zincir kompleksi vasitasiyla tanimlanir.

Tanim 20. L, M, P grup ve dy, ds grup morfizmleri igin

do

L —

dy

M -5 P (6.1)

bir zincir kompleksi olsun P nin kendi iizerine ve L, M iizerine etkileri mevcut olsun.

Ayrica Peifter lifting olarak adlandirilan
{}:MxM-—1L (6.2)
doniigtimii i¢in (m,m/,m" € M,l,I' € L ve p € P olmak iizere)

2CM1) dQ{m’ m/} i (dlmm/)mm/_lm*1
2CM2) {d2l, dQl/} = [l/’ l] — l/ll/*ll_l
2CM3)  {mm/,m"} =" o " {m, m'm/"m”" }

{m’ m/m//} _ {m’ m/}mm/m—l{m’ m//}

(6.3)
2CM4)  {dol,m} =" 1171
{m, dol} =m m=1
2CM5)  {m, dol}{dyl,m} =Tm (71
2CM6) P{m,m'} = {PmpPm'}
sartlari saglansin. Bu durumda;
L2 Mm% p (6.4)

zincir kompleksine gruplarin 2-¢aprazlanmis modulii denir ve kisaca (L, M, P,d;,ds,{, })
seklinde gosterilir.
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Burada I % M morfizmi ™l = {dyl,m}l etkisi ile birlikte bir ¢aprazianmus

modiildiir. Ciinkii; m € M ve l,l' € L icin

CMI) dr("l) = do({dal,m})

= do{dal,m}dyl

= Qb dolm= ol dol = mdylm™!
CM2) “ = {dyl', dol}

= [,

= - =t

olur.

Teorem 10. (Mutlu ve Porter, 2003)

L—2 .M
N p
N P
P

caprazlanmis karesi igin;
L2 MxN-2p

ZINcir yapisi

di(m,n) = p(m)p(n)
do(l) = (D)L N(1D)
{(m,n), (m',n")} = h(m,nn'n")

olacak sekilde bir Peiffer lifting doniistimii ile 2-¢aprazlanmis modiildiir.

Ispat. d, ve dy grup homomorfizmleridir. Clinkii;

di((m,n).(m',n)) = diy(m¥*™m/ nn')
Oy
= p(m)(n)p(m’)y(n) " Y (n)v(n)
= p(m)ip(n)p(m ) (n')

= di(m,n)d;(m',n’)

(6.5)

(6.6)

(6.7)
(6.8)

(6.9)

(6.10)
(6.11)
(6.12)
(6.13)
(6.14)



ve

dy(1)do(I') = D)-(AT) N (1)
AL NN (D)
(O™HONE) LN ON (D))
ADTIADAI) A, N (OX (1))
M)A TN DN ()

AU TN = do (1)

(
(

dir. Ayrica

L% N2 p

zincirdir ¢tinkii;

di(da(l)) = di(A(l
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(6.15)
(6.16)
(6.17)
(6.18)
(6.19)
(6.20)

6.21)

(6.22)
(6.23)
(6.24)

dir. Simdi de {(m, n), (m',n’)} = h(m,nn'n=") Peiffer lifiing doniisiimii icin [6.3 de verilen

sartlarin bazilarumin saglandigi gosterilecektir.

2CM2)

1

{dal, dol'} = {(\U
N

1
(

)TN (), AT) LX)}
) LNONENO T
S z)X(z’),\'(Z)*ll
[TINONED (=)
(1)

"(
1OV (
(NG

l—l)\
e
=

=

= [0

(6.25)
(6.26)
(6.27)
(6.28)
(6.29)
(6.30)
(6.31)
(6.32)
(6.33)
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2CM3)
{(m,n)(m',n"),(m";n")} = {(m"m' nn’), (m",n")} (6.34)
= h(m"m/,nn'n"(nn/)71) (6.35)
= "h("m/,nn'n’'(n'71)(n™h))
h(m,nn/n"(n'~")(n™1)) (6.36)

O L '), () H G, ), () (o ) (o )} =

w(m)p(n) h(m n'n'n'" 1)

{(myn), (™) ()" (') "0y (6.37)
= #m) 1/’(” (h(m/, n'n/ 0"~ 1)) h(m, nn” (n'~H)n1) (6.38)
= “(h(m/;nn'n" (0" Hn ) h(m, nn/n" (n)"Hn ) (6.39)

ve denklemlerinin esitliginden aksiyom saglanir.

2CM6)
PL(m,n),(m ,n)} = P(h(m,nn'n" ")) (6.40)
= h(Pm}p (nn/nt)) (6.41)
{p(m’ n)7p (m/7 n,)} - h<pm7 ( )( )/(pn> (642)
= h(Pm}P (nn/nt) (6.43)

ve denklemlerinin esitliginden aksiyom saglanir.

Boylece L 2y M xN -5 P zincirinin bir 2-¢aprazlanmig modiil oldugu elde edilir.

Sonuc 1. (G, L, 1) ve (H, L,1)) caprazlanmis modiilleri i¢in Teorem |8 de elde edilen

G®H G
N p
H L

caprazlanms karesi ele alinsin. Buna gore

GoH-2GxH- L (6.44)
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icin

di(g,h) = wu(g)(h) (6.45)
do(g@h) = (Mg®@h) ™, N(g®h)) (6.46)
morfizmleri ve
{(9.h), (¢ W)} = h(g,hh'h"")

Peiffer liftingi ile birlikte 2-caprazlanmis modiil elde edilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde birbirleri iizerine uyumlu etkileri olan G ve H gruplarinin G ® H tensor
carpim grubu incelendi. Bu G ® H tensor ¢arpim grubu ile ¢aprazlanmig modiil yapilari elde

edildi ve bunlar yardimiyla bir ¢aprazlanmis kare olusturuldu.

Son olarak caprazlanmis kare ve 2-caprazlanmis modiil arasindaki bilinen iliski
kullanilarak G ® H tensdr carpim grubu yardimiyla bir 2-caprazlanmis modiil yapisi elde
edildi.

Iki grubun tensor ¢arpimi kullanilarak tanimlanabilen dis (exterior) carpim gibi farkli
birgok yap1 mevcuttur. Bu yapilar ve 6zellikleri incelenerek farkli ve dikkate deger sonuglar
elde edilebilir.
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