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OZET

Profinite gruplara olan ilgi ilk olarak cisimlerin sonsuz Galois geniglemelerinin
Galois gruplarinin ¢aligmalarinda ortaya ¢ikmigtir. Aslinda profinite gruplar
Galois gruplaridir ve profinite gruplarin bir ¢ok uygulamasi sayi teorisi ile
ilgilidir. Galois gruplari, Krull topolojisi olarak bilinen bir topolojiye sahip-
tir. Bu topoloji altinda Hausdorff, kompakt ve tamamen baglantisiz olan
topolojik gruplardir. Bu 6zellik profinite gruplar1 karakterize eder. Profinite
gruplar hakkinda bilinen bir diger gercek de, siirekli homomorfizmler altindaki
gortintiileri ile belirlenirler, yani bir profinite grup sonlu goriintiilerinin ters
limitidir. Bu da keyfi gruplarla olan iligkiyi agiklamaktadir. Eger G keyfi bir
sonsuz grup ise, G nin sonlu gruplar i¢ine ttim homomorfizmlerinin gekirdekleri
G tzerindeki bir topoloji i¢in komguluklarin bir temel sistemini ve bu topolo-
jiye gore G nin tamlamasi bir topolojik grup verir. Profinite gruplar ile ilgili
detayli bilgi i¢in [2], [3], [4], [5] e bakilabilir.

Bu ¢aligsmada amacimiz serbest gruplar hakkinda bilgi vererek, bu yapinin
profinite ve pro-C gruplar tizerindeki durumunu incelemektir. Caligma iig
boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin geneli i¢in gerekli on bilgi ver-
ildi. Ikinci boliimde keyfi gruplar icin serbest grup yapisi ve genel 6zellikleri
verildi. Detayh bilgi i¢in [1] e bakilabilir. Uciincii boliimde ise serbest profi-
nite grup yapisi tanitildi ve genel ozellikleri incelendi ve son olarak serbest

gruplar ile serbest profinite gruplar arasindaki iligki incelendi.
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SUMMARY

Profinite groups are objects of interest for mathematicians working in
a variety of areas. For the specialist in abstract groups, they provide the
means for focussing attention on properties of finite homomorphic images,
and sometimes for derving strong results having no obvious connection with
finite images. For the number theorist, profinite groups are the groups which
arise as Galois groups of algebraic field extensions. And for the analyst, they
are the quotient groups of compact Hausdorff topological groups modulo the
connected component of the identity.

In this thesis we give free gruops with their main properties and we exam-
ine free profinite groups. This thesis prepared on free profinite groups consists
of three chapters. In the first chapter, we give the basic concepts of profinite
groups. Chapter two gives free groups. In the last chapter we examine free
profinite groups and we give relations between free groups and free profinite

groups.



vii

TESEKKUR

Yiiksek Lisans ¢calismami yoneten ve bu tezin hazirlanmasi sirasinda, caligma

boyunca vakit ayirarak ilgi ve yardimlarin1 esirgemeyen degerli hocam sayin
I. ILKER AKCA ’va

sonsuz saygl ve tesekkiirlerimi sunarim.

Eskigehir, 2006



igindekiler

1 GIRIS 1
1.1 TOPOLOJIK UZAYLAR . . .. ... .. .. ... .... 1
1.1.1 TOPOLOJIK UZAYLARIN CARPIMI. . . . .. 6

1.2 TOPOLOJIK GRUPLAR . . . . . . ... ... . ..... 8
1.3 TERS (INVERSE) yada PROJEKTIF LIMITLER . 13
1.4 PROFINITE GRUPLAR . . . . . . . . . . .. ... .... 21
1.41 PRO-C GRUPLAR . .. .. .. ... .. ... ... 25

2 SERBEST GRUPLAR 29

2.0.2 SERBEST GRUPLAR, URETECLER VE BAGINTILAR 30

3 SERBEST PRO-C GRUPLAR 40
3.1 SERBEST PRO-C GRUPLAR ... ....... 40

viil



Boliim 1
GIRIS

Bu boliimde oncelikle topolojik uzay ve topolojik grup ile ilgili genel bir
hatirlatma yapildi ve sonra profinite gruplar ve pro-C gruplar tamtilarak
gerekli ozellikleri incelendi. Bu boltimde verecegimiz temel kavramlarla il-

gili ayrmtili bilgi igin okuyucuya [1],[2],[3] referanslarini tavsiye ederiz.

1.1 TOPOLOJIK UZAYLAR

X bir kiime ve 7 X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger agsagidaki kogullar
saglaniyorsa X kiimesine 7 ailesi ile birlikte bir topolojik uzay denir.

(i) @ ve X, 7T ailesine aittir.

(ii)7 ya ait olan sonlu sayida kiimenin arakesiti yine 7" ya aittir.

(iii) 7 ya ait herhangi sayida kiimenin birlesimi yine 7" ya aittir.

T ailesine X iizeride bir topoloji ve 7 nun her bir elemanina X in acgik
alt kiimesi denir.

X in bir Y alt kiimesi i¢in, tiimleyeni 7 ya ait oluyorsa Y ye X i¢inde ka-

palidir denir. X in Y alt kiimesi icin, Y yi iceren biitiin kapali alt kiimelerin



kesigimine Y nin Y kapanisi denir. Béylece Y de kapal kiimedir. Eger X
in Y alt kiimesi icin Y = X ise Y ye X icinde yogundur denir. X in bir =
elemani i¢gin, x i iceren bir agik kiimeye x elemaninin bir agitk komsgulugu
denir. X in agik kiimelerinin {U, | A € A} kolleksiyonunu diigiinelim. Eger X
in her acik alt kiimesi baz1 U, kiimelerinin bir birlegimi olarak yazlabiliyorsa,
{Ux | A € A} ailesine X {izerindeki topoloji i¢in bir taban denir (ve x ele-
maninin agik komsguluklarimin bir tabani da benzer sekilde tamimlanir). Her-
hangi bir X kiimesi, her alt kiimesi agik olan kiimeler ile olugan topolojiye
gore bir topolojik uzay olarak ele alinabilir. Bu topolojiye X iizerinde ayrik
(discrete) topoloji denir ve X e ayrik uzay denir.

Eger Y, X uzaymin bir alt kiimesi ise U, X in agik alt kiimesi olmak iizere,
Y N U formundaki tiim alt kiimelerin ailesi Y iizerinde bir topoloji belirtir,
bu topolojiye alt uzay topolojisi denir ve bu topolojiye gére Y ye X in alt
uzay1 denir.

X topolojik uzay olsun. Birlegimi X i veren X in acik alt kiimelerinin
herhangi bir {U, | a € A} ailesi i¢in, yine birlesimi X i veren {U,,,...,Uq,}
sonlu bir alt aile bulunabiliyorsa X uzayina kompaktir denir.

X in herhangi farkli iki z, y elemam icin UNV = () olacak sekilde sirayla x
ve y nin U ve V' acik komguluklar: bulunabiliyorsa X e Hausdorff uzay denir.
Eger X, Hausdorff uzay ise her bir z € X elemani i¢in {z} kapalidir. Bir X
uzay1 bog olmayan iki acik alt kiimesinin ayrik birlesimi olarak yazilamiyorsa,
X uzayma baglantihidir denir. X uzaymin her bir baglantih alt uzay: en

¢ok bir elemandan olusuyorsa X e tamamen baglantisizdir denir.

Yardimci teorem 1.1.1 X kompakt Hausdorff uzay olsun.
(a) Eger C ve D, CND = olacak sekilde kapali alt kimeler ise, C C U,
D CV veUNV =0 olacak sekilde U ve V acik alt kiimeleri mevcuttur.



(b) z € X olsun ve A, X uzayinin x elemanina iceren hem agik hemde
kapal tim alt kimelerinin kesisimi olsun. Bu durumda A baglantildar.
(c) Eger X aymi zamanda tamamen baglantisiz ise, her agik kiime, hem

acitk hemde kapalr olan kumelerin bir birlesimidir.

ispat: (a) [k olarak her bir ¢ € C elemam icin, C CU.ve D CV,
olacak gekilde U, ve V. ayrik acik kiimelerinin var oldugunu gosterelim. Sabit
bir ¢ € C secelim. Her bir d € D ic¢in ¢ € Oy4 ve d € P, seklinde O, ve Py

ayrik acik kiimeleri mevcuttur. Aciktir ki,
Uc:Odlﬂ...ﬂOdm

ve

V.=PyU...UP;

kiimeleri iddia edilen 6zelliklere sahiptir. Simdi de ¢ eleman1 C' de degigsin.
X uzayi, X \ C ile, ¢ € C i¢in U, kiimelerinin birlegimi oldugundan ve X
kompakt uzay oldugundan oyle ¢, cs,...,c, € C elemanlar1 vardir ki, X,

X\ CileU,,...,U,, lerin birlegimine esittir. O halde,
uv=0,U...0U,,

ve

V=V,n...nV,

dir.

(b) {C\ | A € A}, x € X i igeren agik-kapali kiimelerin ailesi olsun. A =
C'UD oldugunu kabul edelim. Burada C'ile D, A da acik ve CND = () olsun.
Boylece C'ile D, X iginde kapal olan A kiimesinde kapalidir ve boylece (alt
uzay topolojisi tanimindan) C' ile D, X iginde kapahdir. U ve V kiimeleri,
(a) min kogullarimi saglayan acik kiimeler olsun. B = X \ (U U V) yazalim.



Kapali kiimelerin { B}U{C, | A € A} ailesinin kesigimi bogtur; bundan dolay1
BNCy, N...NC,, = 0 olacak gekilde bir {Cly,, ..., Cy, } sonlu ailesi mevcuttur.
Boylece I = Cy\, N...NC,, kimesi I CUUV yisaglarve I, INU, INV
ayrik kiimelerinin birlesimine esittir. Bu kiimelerin her biri [ i¢inde hem
acik hemde kapahdir. I, X i¢inde hem acik hemde kapali oldugundan dolayn,
INU ile INV kimeleri de X icinde hem agik hemde kapalidir. Boylece eger
xe€INUise, ACINU olmalhdir, o halde D C ANV CUNV = dir.

Benzer gekilde z € I NV ise, C' = ) oldugu sonucuna variriz. Buna gore
A baglantihdir.

(c) U bir acik kilme ve z € U olsun. Her bir y € X \ {y} icin, x € F,
ve y ¢ F, yi saglayan ve hem agik hemde kapali olan bir Fj, kiimesi vardir.
X, U acik kiimesi ile X \ F}, agik kiimelerinin birlesimidir. Boylece X =
UU(X\ Fy,)U...U(X\ F,,) olacak sekilde sonlu sayida y1, . .., y, elemam
mevcuttur. Boylece Fy, N...NF, , U i¢indedir. Bu kiime ayni zamanda X i
igerir ve hem acik hemde kapahdir. [J

X ve Y birer topolojik uzay olsun. f: X — Y doniigtimiinii ele alalim.
Eger Y nin her bir U agik kiimesi i¢in f~' (U) = {z € X | f (z) € U} kiimesi
X iginde agik ise, f ye siireklidir denir. Buna denk olarak, eger Y nin her
C kapali alt kiimesi icin f~ (C), X icinde kapal ise f ye siireklidir denir.
Eger f: X — Y veg:Y — Z stirekli ise gf : X — Z nin stirekli oldugu
aciktir. Eger f : X — Y birebir ve orten ise f~! : Y — X ters fonksiyonu
tanimhdir fakat siirekli olmasi1 gerekmez. Eger bir f doniigiimii birebir érten

ve f ile f~! siirekli ise f ye homeomorfizm denir.

Yardimci teorem 1.1.2 (a) Bir Kompakt uzaywn her kapal alt kiimesi kom-
pakttur.

(b) Bir Hausdorff uzayin her kompakt alt kimesi kapalidar.

(c) Eger f:X —Y siirekli ve X kompakt ise f (X) kompakttur.



(d) Eger f : X — Y siirekli ve birebir drten ise, X kompakt ve Y
Hausdorff ise, f bir homeomorfizmdar.

(e) Eger f : X — Y ile g : X — Y siirekli fonksiyonlar ve Y Hausdorff
ise, {x € X | f(x) =g (x)} kimesi X i¢inde kapalidur.

Ispat: (a), (b) ve (c) aciktir.

(d) X in her bir kapali alt kiimesinin f altindaki goriintiisiiniin kapali
oldugunu gostermemiz yeterlidir. A, X in kapali alt kiimesi olsun. X haus-
dorff ve A C X kapal oldugundan (a) geregi kompaktir. (c¢) geregi f (A) C Y
kompakttir. Y Hausdorff ve f (X) kompakt oldugundan (b) geregi f (X) ka-
palidir. O halde f homeomorfizmdir.

(e) N={zeX | f(z)#g(x)}olsun. g € N alalm ve U ile V, f (y) ve
g (y) yiigeren Y nin ayrik acik alt kiimeleri olsun. Agiktir ki, f~1 (U)ng=! (V)
X in acik komsulugudur ve N icinde kalir. Boylece N acik kiimelerin bir
birlesimidir ve bundan dolay1 agiktir. O halde tiimleyeni, yani {x € X | f () = g (x)}
kiimesi, X i¢inde kapalidir. [J

Yardimci teorem 1.1.3 X tamamen baglantisiz bir uzay olsun. Bu du-

rumda her x € X i¢in, {x} kimesi X i¢inde kapalidar.

ispat: C', {z} kiimesinin kapanigi olsun. Eger C, € A olmak iizere, iki
ayrik acik A ve B alt kiimelerinin birlegimi ise, A C de kapalidir. Boylece A,
X de de kapalidir. A = C' oldugunu gostermeliyiz. X tamamen baglantisiz
oldugundan, C kapali kiimesi baglantihdir ve C' = {z} dir. O

p, X topolojik uzayinda bir denklik bagintisi olsun ve boliim kiimesini
X /p ile gosterelim ve X den X “p ye bolim doniigimiinii ¢ ile gosterelim.
(Boylece X /p nin elemanlari, p nin denklik smiflaridir ve ¢, X in her bir

elemanim denklik sinifina resmeder). X /p nun iizerindeki béliim topolojisi ;



¢ ' (V), X iginde acik olacak gekilde, X /p nun V alt kiimelerinden olusur.
Boylece, eger X /p tizerinde boliim topolojisi verilirse, boliim doniigimii ¢

stireklidir.

1.1.1 TOPOLOJIK UZAYLARIN CARPIMI

Kiimelerin {X, | A € A} bir ailesinin kartezyen carpimi, C' = [] X, olup,
bunun elemanlar1 A dan | J X, kiimesine giden ve her bir A € A/\ie(;/;n z(\) €
X, ozelligindeki X db'nii)\geiiAmleridir. C nin bu elemanlarimi A nin eleman-
lar1 ile indekslenmig koordinatlar (girdiler) gibi diiglinebiliriz. Buna gore bir
eleman (X)) seklinde yazilabilir, bu eleman A y1 X ya doniigtiiren bir fonksiy-
ona kargilik gelir. II, projeksiyon doniigtimi, C' nin bir elemanini bunun A
daki degerine esleyen doniigtimdiir. Kiimelerin sonlu sayidaki X, X5, ..., X,
ailesinin carpimi X; x ... x X, seklinde gosterilir.

X, bir topolojik uzay olsun. C'iizerindeki ¢arpim topolojisinin agik kiimeleri;

n sonlu bir sayi1, her bir \;, A i¢inde ve U;, X, icinde agik olmak tizere
I (U) N ... NI (U)

bigimindeki kiimelerin birlesimlerinden olugur. Boylece her bir II, projek-
siyon dontigimi siireklidir. Aslinda ¢arpim topolojisi, her bir projeksiyon
dontigiimiiniin stirekli oldugu en dar topolojidir. I bir baska topolojik uzay
ve f: 1 — C bir dontisiim olsun. f nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeterli
sart her bir II,f dontigimiiniin siirekli olmasidir. f stirekli ise II)f nin
siirekli oldugu aciktir. Tersine II,f nin siirekli oldugunu kabul edelim. Her
i =1,...,n icin U;, X,, i¢inde acik ise, herbir (H)\if)f1 (U;), I da agiktir.

Boylece

n

F(Am @) = A o)

=1

(0.1)



I da agiktir. a = (ay) € C olsun ve N, a nin C' de bir agik komgulugu

olsun. Bdylece a y1 iginde bulunduran ve N iginde kalan (0.1) formunda bir

kiime vardir; yani, Oyle bir n tamsayisi, A nmin A, Ao, ..., A\, elemanlar1 ve
1 =1,...,n icin X, nin U; acik kiimeleri vardir 6yle ki herbir 7 i¢in ay, € U;
dir ve

I (U)N... NI (U,) €N

dir. Ozel olarak N
{x e C |1y (x) =ay,..., 1, () =ay,}

kiimesini igerir.

Teorem 1.1.4 {X, | A € A} topolojik uzaylarin bir ailesi ve C bunlarin kartezyen
carpima olsun.

(a) Eger herbir X, Hausdorff ise C' de Hausdorfftur.

(b) Eger herbir X\ tamamen baglantisiz ise C' de tamamen baglantisizdur.

(c) Eger herbir X, kompakt ise C' de kompakttur.

Ispat: Acktir. O

X bir kiime ve £, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun 6yle ki A;, Ay € £
ise AiNAy € £ ve AjUA; € £ olsun. £ icinde bir slizgeg asagidaki ozellikleri
saglayan bir f C £ ailesidir;

(i) Eger Ay, Ay € F ise Ay N Ay € F dir.

(ii) Eger Ac F ve AC B € £ise B € F dir.

(iii) 0 ¢ F dir.

£ icindeki tiim stizgeclerin kiimesi kapsamaya gore kismi siralidir. Boylece
F1 C Foise F1 < Fo yazariz. Bu kismi sirali kiimenin bir maksimal ele-

manina ultra stizgeg denir.



Yardimci teorem 1.1.5 (a) £ i¢indeki her F o siizgeci bir ultra siizgeg i¢inde
bulunur.

(b) Eger F £ i¢inde bir ultra sizgeg ise ve A, B £ i¢inde AUB € F
olacak sekildeki kimeler ise ya A € F yada B € F dir.

(c) X bir topolojik uzay olsun. Bu durumda X in kompakt olmasi i¢in
gerekli ve yeterli sart, X in kapaly alt kimelerinin ailesi i¢indeki herbir F

ultra sizgeci icin N(D | D € F)#0 dir.

1.2 TOPOLOJIK GRUPLAR

G bir kiime olsun. GG hem bir grup hem de bir topolojik uzay ise ve G X G —
G, (z,y) — xy~! doniigiimi siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.
Agagidaki yardime: teoremde topolojik gruplar hakkindaki bazi sonuclar
biraraya toplayacagiz. Eger G bir grup, ¢ ,G nin bir elemani ve U, V' G nin alt
kiimeleri ise U, = {ug |ue U}, gU ={gu|ueU}, U ={U|ueU}
dir ve UV = {wv |u € U vev € V} dir. Bir grubun birim elemanim 1 ile

gosterecegiz.

Yardimci teorem 1.2.1 G bir topolojik grup olsun.
(a) G x G — G, (x,y) — xy donisimi sireklidir ve G — G,

(L"—>£C71

dontistimi bir homeomorfizmdir. Herbir g € G i¢cin, G — G,
r+— gr ve x+—— xqg dontusumleri homeomorfizmdir.

(b) Eger H, G nin bir a¢ik (yada kapali) altgrubu ise, G i¢inde H nin
herbir Hg yada gH koseti a¢ik (yada kapali) dar.

(c) G nin her a¢ik altgrubu kapalidir ve sonlu indisli her kapalr altgrubu

aciktir. Eger G kompakt ise G nin her ac¢ik alt grubu sonlu indislidir.



(d) Eger H, G nin U bos olmayan bir a¢ik alt kimesini iceren bir alt
grup ise H, G i¢inde agiktir.

(e) Eger H, G nin bir altgrubu ve K, G nin bir normal altgrubu ise,
H altgrup topolojisine gore bir topolojik gruptur ve G /K boliim topolojisine
gore bir topolojik gruptur ve g : G — G /K bélum donisimi acik kiimeleri
acik kumelere dontstirir.

(f) G nin Hausdorff olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul {1} in G nin bir
kapaly alt kimesi olmasidir ve eger K, G nin bir normal altgrubu ise G /K min
Hausdorff olmasi icin gerekli ve yeterli kosul K nin G icinde kapalr olmasidar.
Eger G tamamen baglantisiz 1se G Hausdorfftur.

(g9) Eger G kompakt ve Hausdorff ve C ile D kapali kiimeler ise CD kapaly
kimedir.

(h) Kabul edelim ki G kompakt olsun ve {X | A € A} “herbir A, Ay € A
wein Xp C Xy, N Xy, olacak sekilde bir p € A elemant mevcut” ozelligine
sahip kapaly kimelerinin bir ailest olsun. Eger'Y, G nin bir kapali alt kiimes:
1S€,

(ﬂ X ,\) Y=NX\)Y

AEA AEA
dir.

Ispat: (a) Bir X uzaymdan G x G ye giden bir déniigiimiin siirekli olmasi
icin gerekli ve yeterli sart projeksiyon dontigiimlerinin herbirinin ¢arpiminin
siirekli olmasidir. Boylece eger 6 : G — G ve ¢ : G — G siirekli ise,
G — GxG,z— (0(x),¢(z)) donigiimii de siireklidir. Ilk olarak bunu @
i¢in « —— 1 sabit doniigiim ve ¢ i¢in Idg birim doniigiim olarak uygulayalim
ve sonugta elde edilen doniigim ile Gx G — G C': (z,y) — xy ! siirekli
doniisiimiiniin birlesimini bulalim. Sonucta G — G z —— x~! elde edilir
ve bu siireklidir. Boylece tersine de esit oldugu icin bir homeomorfizmdir.

Boylece (z,y) — (z,y~') doniigiimii siireklidir ve bunun C' ile birlegimi
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(r,y) — (z,y7) — zy olup siireklidir. Simdi 6 icin Idg yi ve ¢ igin
x — y~! sabit doniisiimiinii alalim ve sonucta elde edilen doniisiim ile C' nin
birlegimi alalim. Bu durumda z —— xg elde edilir ve bu siireklidir. Tersi

! stireklidir. o —— g doniisiimii icin de benzer inceleme

de x +—— xg~
yapilabilir.

(b) Herbir g € G igin G — G = +—— zg ve x +— gr doniiglimleri
homeomorfizm dolayisiyla acik doniigiim ve kapali doniigiimlerdir. Dolayisiyla
G nin herbir agik alt grubunun goriintiisii de agiktir. O halde G nin H agik
altgrubunun goriintiisi Hg ve gH G nin acik altgruplaridir. (veya kapahdir)

(c) G nin herbir agik altgrubunun kapali oldugunu gérmek igin tiimleyeninin

acik oldugunu gostermeliyiz. H, G nin acik altgrubu olsun.
G\H=U{Hg|g¢ H}

dir. Boylece H acik ise Hg ler, dolayisiyla bunlarin birlesiminden olugan
G\ H agiktir. O halde H kapalidir.

Eger H sonlu indeksli ise G \ H sonlu sayida kosetlerin bir birlegimidir
ve boylece H kapali ise G \ H da kapalidir ve H aciktir. Eger H acik ise,
H g kiimeleri agik, ayrik ve bunlarin birlesimi G yi verir. Boylece kompaktlik
tanmmmindan, G kompakt ise H, GG i¢inde sonlu indekse sahip olmak zorundadir.

(d) H, G nin bos olmayan bir U acik alt kiimesini igeren bir alt grup olsun.
Buna gore herbir Uh = {uh | u € U} kiimesi agik olup H = U{Uh | h € H}
oldugundan H de agiktir.

(e) H hakkindaki durum agiktir.

V, G icinde acik olsun. kV, k € K igin agiktir ve Vi = KV aciktir.
Boylece ¢ (V) = q(V1) ve ¢ tq(V;}) = V; oldugundan ¢ (V), G /K iginde

aciktir. Simdi
G/KxG/K — G/K
m:

(g,0) — et
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doniigimiiniin siirekli oldugunu gostermeliyiz. U, G /K da acik ve (Kw;, Kwy) €

1

m~ ' (U) olsun. ¢ doniigiimii ile G x G — G (x,y) — xy ', stirekli

oldugundan w; ve wy nin Wy ve Wy agik komguluklar: vardir oyle ki Wy VVQ_1 -
q ' (U) dur. Boylece q (Wy) x q(Wy), (KW, KWs,) nin G/K x G/K de
bulunan m~! (U) iginde bir agtk komsulugudur.

(f) Hausdorff uzaylarin tek elemanh alt kiimelerinin kapali oldugunu biliy-
oruz. O halde {1} kiimesi kapali ise G nin Hausdorff oldugunu gostermeliyiz.
a ve b G nin farkli elemanlar olsun. (a) geregi {ab~'} kapalidir ve bundan
dolay1 1 € U ve ab™! ¢ U olacak bicimde bir U aqg vardir. (z,y) — zy!
doniigtimi stireklidir. Bundan dolay1 U nun ters goriintiisii aciktir. Buradan
VW1 C U olacak sekilde 1 i iceren V ve W acik kiimeleri mevcuttur. Buna
gore a~tb ¢ VW=t dir ve aV NbW = ) dir. aV ve bW agik olduklarindan
G Hausdorfftur. Ikinci ve iiciincii iddia ilkinin bir sonucu olarak kolayca
gosterilebilir.

g) YardimciTeorem 1.1.2 nin sonucunu kullanacagiz C , D kapali ve
G kompakt oldugundan hem C hemde D kompakttir ve boylece (z,y) ——
xy sirekli dontigiimi altinda C' x D nin goriintiisii de kompakttir. Bunun
goriintiisit C'D dir ve G Hausdorff oldugundan dolay1 herbir kompakt kiime
kapaldir. [

Yardimci teorem 1.2.2 G kompakt topolojik grup olsun. Eger C, 1 i iceren

hem ag¢ik hemde kapalr bir alt kiime ise, C' bir a¢ik normal altgrup igerir.

Ispat: Herbir z € C icin W, = Cz~* kiimesi 1 in bir acik komsulugudur
oyle ki Wz C C dir. G x G den G ye garpim doniigiim siirekli oldugundan
dolay1 11iigeren L, ve R, agik kiimeleri vardir 6yle ki L, X R, in goriintiisii, W,
in icinde bulunur, yani; L, R, C W, dir. S, = L,N R, diyelim, S, S, C W, ve

S, aciktir. C' kompakttir ve C'N S,x bigiminde acgik kiimelerinin birlesimine
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esittir. Boylece bu kiime bu bi¢imdeki kiimelerin sonlu tanesinin birlegimi
bigiminde yazilabilir. Bunu C' C () S,,X; seklinde gosterelim. S = S,
=1 i=1

1= 1=

kiimesi aciktir ve 1 i igerir. Bunu gore
SCcC|yss, X, cyw,XxX;cc
i=1 '

(0.2)

olur, boylece S C C' elde edilir.

T = SN S~ olsun. Boylece T aciktir, T = T-! dir ve 1 € T dir.
T' = T yazahm, n > 1 igin T" = TT"! yazalim, ve H = |J T™ yazalim.
Boylece H, T tarafindan iiretilen gruptur ve bu aciktir. (Ong; den n > 0
icin 7" C C oldugu elde edilir. Buradan da H C C' elde edilir. Buna gore
H, G de sonlu indekse sahiptir. Boylece G de sadece sonlu sayida konjuge

mevcuttur. Bu konjugelerin kesigimi ise ' de bir acik normal alt gruptur.

O

Onerme 1.2.3 G, kompakt tamamen baglantisiz bir topolojik grup olsun.
(a) G igindeki her a¢ik kime agik normal altgruplarin kosetlerinin bir
birlesimidir.
(b) G nin bir alt kiimesinin hem a¢ik hemde kapale olmasu i¢in gerekli ve
yeterli sart, acik normal altgruplarin sonlu sayida kosetlerinin bir birlesimi

olmasaidar.

(c) Ejer X, G nin bir alt kiimesi ise bunun X kapanisi
X =N{NX | N,G nin a¢k normal altgrubu}
seklindedir. Ozel olarak, herbir C kapaly alt kiimesi icin
C=n{NC| N, G mn ag¢ik normal altgrubu}

dir ve G man agik normal altgruplarimin kesisimi trivial (agikar) altgruptur.
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Yardimci teorem 1.2.4 {G, | A € A} topolojik gruplar ailesi olsun ve
C =11 Gx
AEA
yazalim. C de nokta ¢arpvma tamimlayalim. (C de her (X)) , (Y)) ig¢in
(X)) (Ya) = (X,\Y))) Bu ¢arpima ve ¢arpum topolojisine gére C bir topolojik

grup olur.

1.3 TERS (INVERSE) yada PROJEKTIF
LIMITLER

I kismi sirali ve yonlendirilmig bir indis kiimesi (yani agagidaki ozellikleri
saglayan bir kismi sirali kiime) olsun.

(a) i € I igin ¢ < i dir,

(b) i,j,k € licini < jvej<kisei<k dir,

(c) i,j€licini <jveyj<iisei=jdir,

(d) i,5 € I ise i,j < k olacak sekilde bir k£ € I mevcuttur.

@ € I igin X; bir topolojik grup ve 4,5 € I, 1 < jigin ;@ X; — X;
stirekli grup homomorfizmini g6z 6niine alalim. {X; | i € I} topolojik gruplar
ailesi ile, 7 € I i¢cin ¢;; : X; — X; birim donigim ve ¢t < 5 <k , 4,5,k €[]

icin

Pik
X;

diyagram degismeli yani ¢, = ¢, olacak sekildeki

Xk

Xi

{gpij:Xj—>Xi|i,j€[,i§j}
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siirekli grup homomorfizmler ailesinin olusturdugu {Xi,%-j} sistemine bir
ters sistem denir.
Ters sistem kavrami kiimeler, topolojik uzaylar, topolojik halkalar vb.

icinde benzer gekilde tanimlanir.

ORNEKLER (1) I =Nolsun. 7 € [ icin X; sonlu kiime olsun ve herbir
i € Iigin ;14 @ Xiyg — X; keyfi doniigiim olsun. ¢;; = Idx, seklinde
tammlayalim ve j > 7 i¢in ¢;; = ; ;11 0¥ 11,420 .- 9p;_1; seklinde olsun.
Buna gore { X, gpij}, sonlu kiimelerin bir ters sistemidir.

(2) I =N, p bir asal say1 ve her i € [ i¢in G; = Z,/p'Z olsun. i < j icin
Pij * G; — G
dontigiimii ise her n € Z igin
¢y (n+p'Z) =n+p'Z
seklinde tanimlansin. Buna gore {Gi, gpij}, sonlu gruplarin bir ters sistemidir.

{Xi, gpij} topolojik gruplarin bir ters sistemi ve Y bir topolojik grup olsun.
1€ li¢iny, 1 Y — X; stirekli grup homomorfizmlerini ele alalim. Eger i < j

icin
¥i

N
X;

diyagrami degismeli yani ¢; = ¢;;1; oluyorsa {¢,},., ailesine uyumlu aile

Y

X;

denir.

Tanim 1.3.1 (Ters limit) {XZ», gpij} , topolojik gruplar ve surekli grup homo-

morfizmlerinin bir ters sistemi olsun. X bir topolojik grup ve {p; : X — X;}
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surekle grup homomorfizmlerinin bir uyumlu ailesi olsun. Buna gore evrensel
ozellik dedigimiz asagidaki dzellik saglaniyorsa { X, ¢, } ikilisine {XZ-, cpij} ters
sisteminin bir ters limati denir.

“Herbir Y topolojik grubu ve her {¥; : Y — X} sirekli grup homomor-

fizmlerinin uyumlu aileleri i¢in

diyagrame degismeli yani ; = @;10 olacak sekilde bir tek ¢ : Y — X

surekli donustimi mevcuttur.”

Teorem 1.3.2 {XZ-, cpz-j} , topoloyik gruplarin bir ters sistemi olsun. Bu du-
rumda

(a) {Xi, (pij} ters sisteminin bir ters limiti mevcuttur.

(b) Bu limit asagqidaki anlamda tektir. Eger {X, ¢;} ve {Y,1,}, {XZ-, gpij}

ters sistemainin ki ters limaiti ise, her i € I icin

4 Y
o e
X;

diyagrama degismeli yani @, = 1,0 olacak sekilde bir tek ¢ : X — Y

X

topolojik izomorfizmi mevcuttur.

Ispat: (a) X, [[ X; direkt carpimmm bir alt grubu olsun 6yle ki (z;) €
il
X igin i < j olmak tizere @;; (z;) = X; seklinde tammlansm. ¢, : X — X

ise [[ X; — X, izdiigtim doniigiimiiniin kisitlanmigini géstersin. Buna gore,
el
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her bir ¢, nin stirekli homomorfizm ve (X, ;) nin ise bir ters limit oldugunu
gormek kolaydir.
(b) Kabul edelim ki (X, ¢;) ile (Y,v,) , {X;,¢,;} ters sisteminin iki ters

limiti olsun.

®

m Y
DN S
X;

Y, Y — X, doniigiimleri uyumlu doniigiimler oldugundan, (X, ;) ters

X

limitin evrensel ozelligi geregi, her ¢ € I icin ;1) = 1), olacak gekilde bir tek
Y Y — X siirekli homomorfizmi mevcuttur. Benzer gsekilde ¢, : X —
X; doniigiimleri uyumlu déntigiimler oldugundan (Y, ;) ters limitin evrensel
ozelligi geregi; her ¢+ € I icin 9,Y = ¢, olacak gekilde bir tek ¢ : X — YV
siirekli homomorfizmi mevcuttur.

Simdi suna dikkat edelim : Her bir ¢ € [ igin

(2%

idg
X;

diyagrami saglanir.Yani ¢, = ¢,Id, ve ¢, = p; (V) dir. Ters limit tanimi

X

X

geregi bu ozelligi saglayan sadece bir tane doniigiim bulunmalidir. O halde
e = Id, oldugu soylenebilir. Boylece ¢ dontigiimii bir topolojik izomor-

fizmdir. O

Eger {Xi, gol-j} bir ters sistem ise, bu sistemin ters limitini genelde

—
el

bi¢iminde gosterecegiz.
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Yardimci teorem 1.3.3 Eger {meij}, Hausdorff topolojik gruplarin bir

ters sistemi ise, lmX; | [T X; nin bir kapale alt grubudur.
i€l

Ispat: (X;) € (IIX;) — (@XJ alahm. Buna gore, dyle r,s € [
mevcuttur ki r < s icin ¢, (X5) # X, dir. X, iginde ¢, (Xs) ve X, nin,
sirayla U ve V' ayrik acik komsuluklarini secelim. U’, X icinde X nin bir agik
komgulugu olsun oyle ki ¢, (U’') C U olsun. i # r,si¢gin V; = X;, V, = U’
ve V, = V olmak tizere, H X, nin W = H V; acik alt kiimesini goz Ontine
alalim. Buna gore W, Hzg({z icinde (X;) nlifllbir agik komsulugudur ve lim X;
den ayriktir. Her noktziesll icin boyle bir agik komguluk bulunabileceginden

(T1X;) — (@XJ agiktir, dolayisiyla limX; kapalidir. U

Onerme 1.3.4 {X;, @ij} bir ters sistem ve X = imX; olsun.
(a) Her bir X; Hausdorff ise, X de Hausdorfftur.
(b) Her bir X; tamamen baglantisiz ise, X de tamamen baglantisizdor.
(c) Her bir X; Hausdorff ise, slimX;, C' = z’el_[IXi icinde kapalidur.
(d) Her bir X; kompakt ve Hausdorff ise, X de kompakt ve Hausdorfftur.
(e) Her bir X; bos olmayan kompakt Hausdorff uzay ise X de bos degildir.

Ispat: (a) Her bir X; Hausdorff olsun. Bu durumda X; lerin kartezyen
carpimi da Hausdorff ve sliLnXi C IIX; de Hausdorfftur. Buna gore sliLnXi
ye izomorf olan her X ters limiti de Hausdorff olur.

(b) Her bir X; tamamen baglantisiz olsun. (a) daki gibi X ters limitinin
tamamen baglantisiz oldugu goriiliir.

(c) f,9:X — Y siirekli ve Y Hausdorff ise, {z | f (x) = g ()} kiimesi
X iginde kapalidir.

simX; = N {c eC| 0115 (c) =1L (c)}

J>t
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oldugundan, (II; déntigiimleri projeksiyon déntigiimleridir) her bir X; Haus-
dorff ise, slimX; kapali kiimelerin kesigimidir ve ZEHI X, (C’ = E Xl) kartezyen
carpimi i¢inde kapalidir.

(d) Her bir X; Hausdorff ise (a) geregi X de Hausdorfftur.

Her bir X; kompakt olsun. Buna gore iel_[IXi kompakt ve slimXj, iel_[IXi
icinde kapalhidir. Kompakt uzayin kapali alt kiimesi kompakt oldugundan
slimX; kompakttir. O halde X ters limiti de kompakt olur.

(e) i < jigin Dy = {ceC|e,ll;(c)=1;(c)} diyelim. Her bir D;;
kapahdir ve C' kompakttir. slimX; = () oldugunu kabul edelim. Bu durumda
baz1 n tamsayilari ve i,,y, € I icin ﬁ D;.,. = 0 olur.

I yonlendirilmig oldugundan he;:71 icin £ > j, olacak sekilde bir k£ € [
bulabiliriz. z; € X} segelim ve | < k igin X; = ¢, (X}) diyelim ve X; yi [
nin diger tiim elemanlar: i¢in keyfi olarak tanimlayalim. Kartezyen carpimi

(x;) elemant D1 D;,ji icinde bulunur. Bu ise celigkidir. O halde slimX; # 0

dir ve buna gore X ters limiti de bog olmaz. [J

Onerme 1.3.5 {X,¢;}, bos olmayan kompakt Hausdorff uzaylar {meij}
ters sisteminin bir ters limiti olsun. Bu gore,

(a) Her biri € I igin ; (X) = () ¢; (X;) dir.

(b)iclvelU X icinde agik Oh;zg(;k iizere ;' (U) kiimeleri, X tizerindeki
topoloji i¢in bir taban olusturur.

(c) EgerY, heri i¢in o, (Y) = X; olacak sekilde X in bir alt kiimesi ise
Y, X i¢inde yogundur.

(d) Eger 0, Y den X e giden bir donisim ise, 6 nin sirekli olmasu i¢in

gerekli ve yeterli sart p,0 nin sirekli olmasidir.

(e) A bir ayrik uzay olsun. Eger f: X — A sirekli doniigim ise, bazi i
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ler icin

X

P Xz
A

diyagrams komutatif yani
=9

olacak sekilde bir g - X; — A strekli dontsiumi varder.

ispat: Ispat1 X = slimX; i¢in yapahm. C' = [TX; diyelim ve II; :
iel

C — X, projeksiyon dontigtimii olup ¢, : X — X, dontsimi ¢, = II;, /X
seklinde tanimlansin.

(a) i < jicin

P
o~
X;

@ (X) = Pij ¥ (X) < Pij (Xj) dir. Boylece ¢; (X) C [ Pij (Xj) dir. Simdi
i<j
i yi sabitleyelim. a € (1) ¢;; (X;) secelim ve i < j icin
1<j

X X

Vi={yeX;le;y) =a}

y1 olugturalim. Boylece Y}, kapali bir kiimenin ters gortintiisii olup X icinde

kapalidir ve boylece kompakttir. Egeri < j < kvey, € Yy ise, ;5 (95, (Vi)
@i, (Yr) = a dir ve béylece ¢, (Vi) € Y; dir. Buna gore {Y; | i < j} kiimesi
(¢;; doniisiimlerinin kisitlamalarma gére) bos olmayan kompakt Hausdorff
uzaylarin bir ters limitidir ve (b;) € slimYj elemam mevcuttur. O halde

i < j < kise @y (by) =0b;dirveb, =adr Egerlelveiflise i<j
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olacak sekilde bir j bulunur ve b = ¢;; (b;) diyelim, bu j den bagimsizdir

¢linkii, aym zamanda i,[ < j’ olursa, j,j < k bulabiliriz ve

Pij (bj) = PPk (br) = Prir Pk (br) = Py (bj)

olur. Simdi j < k olacak sekildeki j, k indis ¢iftleri i¢in ¢, (bx) = b; oldugunu

gostermek kolaydir. Boylece b = (b;),.; € slim  Y; C X dir. Buna ilaveten

JeI
@, (b) =11, (b) = a olup ispat biter.

(b) X deki her agik kiime

P=XnNILYU)N...NnILHU,)

m

bigimindeki agik kiimelerin bir birlesimidir. Burada n bir tam say1ve iy, ..., €
I ve her r i¢in U,, ..., X, de agiktir.

Eger her a € P igin U, X}, da acik ve a € ¢, ' (U) C P olacak sekilde
bir o, (U) kiimesi bulabilirsek istenilen gsterimis olur. a = (a;) olsun.
i1,%2,...,1, < k olacak sekilde bir & € I secelim. ¢, , siirekli oldugundan
dolayr ¢; ;. (Uy) kiimesi X, da agktir. i < k i¢in ¢y (ax) = a; oldugundan
dolay1 aj y1 verir. U = (T'L] go;i (U,) yazahm. Bu X da a; nin bir agk
komsulugudur ve boylece r;;;l (U) da X de a nin bir agik komgulugudur.
Buna ragmen b = (b;) € ¢; ' (U) ise by € U dir dyleki = 1,2,...,n icin
bi, = ¢; 1, (bp) € U, dir. ¢ " (U) C P elde edilir.

(c) Her bir ¢ € [ igin ve X; deki her bir bog olmayan U agcik kiimesi i¢in
©; (Y)NU # () dur ve béylece Y Ng; ! (U) # @ dir. (b) den Y, X de yogundur.

(d) Eger 6 siirekli ise, her bir 0 doniigimiiniin siirekli oldugu agiktir.
Her bir ¢,0 dontisimi siirekli ise, her bir ¢ i¢in ve X; deki her bir U agk
kiimesi i¢in 6" (;' (U)) = (¢,0) " (U) aciktir ve (b) den @ siireklidir.

(e) f nin Aj gorlintiisii kompakt ve ayriktir, boylece sonludur. Her bir
a € Ap igin Y, = f7!(a) kiimesi kompakt ve agiktir. Boylece bu, g0;1 (U)

temel aciklarinin sonlu bir birlesimine egittir (j € I ve U, X de agik). Boylece



21

Y, kiimeleri, bunlarin bazilarinin birlesimine esgit olacak gekilde, sonlu tane
goj_ll (Uy),... ,goj_nl (U,) ktmeleri vardir. r = 1,2,...,n i¢in j, < k olacak

sekilde bir k indisi secelim. Her bir 7 i¢in

ey (Ur) = o (3,0 (U2))
dir ve boylece her bir a € Aq icin Y, = cp,?l (V) dir, burada V,, X} nin bir
agik alt kiimesidir. D = X\ |J Vi diyelim. Agiktir ki DN, (X) = 0 dir

a€Ap

ve (a) dan DN [ ) ¢ (X3) | =0 dir. Boylece D ve her bir ¢, (X;) kapah
k<l

ve X} kompakt oldugundan

DN, (X)) NNy, (X)) = 0
olacak sekilde sonlu sayida [y, 1y, ..., [, < isegelim. k <1 <iicin ¢, (X;) =
i (01, (X)) S g (X5) dir ve

DNy (Xi) =0

ve

e (X)) € U Va

ac€Ag
dir. Her bir a icin W, = gp,;_l (V) yazalhim. Boylece her bir W, X; de agiktir
ve agiktir ki a1 # ag igin W,, "W, = 0 dir. 2 € X; olsun. Bu durumdaki baz
a lar i¢in ¢, (z) € U, dir ve z € ¢ (Vo) = W, dur. Boylece X; = |J W,
a€Ag

dir ve her W, aymi1 zamanda kapalidir. Boylece her a € Ag icin W, y1 a ya

dontigtiren ¢ : X; — A doniigiimi siireklidir ve f = gy, saglanir. [

1.4 PROFINITE GRUPLAR

P bir topolojik grup olsun. Eger P sonlu P; gruplarinin ters sisteminin bir
ters limiti oluyorsa, yani

P =1limP,

pami—
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ise P ye bir profinite grup denir.

ORNEK: [ = {1,2,3,4} alalim. [ ftizerindeki siray1 “i,7 € [ igin
1 < j<=1/7 7 bagimtisi ile tanimlayalim. Buna gore I yonlendirilmig kismi
sirali kiimedir. Z, iizerinde ayrik topoloji ile birlikte bir topolojik gruptur.
i € I igin iZ, Z nin normal altgrubudur. Ayrica i Z tizerindeki topoloji de
ayrik topolojidir. Buna gore Z,iZ bolim grubunu olusturabiliriz. Bunun
tizerindeki topoloji ise
¢G:7 — 1,17
z — z+IL
déniigiimii ile elde edilen 77 ;7 = {U : ¢; ' (U) € 7} seklindeki sonug topolo-
jisidir. Her ¢ € [ i¢in ¢; doniistimii siireklidir. 4,5 € I i¢in ¢ < j i¢in ¢,/
oludugundan
0t L/IJL — L%
2477 — z+iZ
doniigimi vardir. Bu doniisim homomorfizmdir. 7Z 47 = 7Zi oldugundan

7./ yerine Zi alalim. Ayrica evrensellik ozelliginden,

q; ZZ
~
Z,

diyagrami komttatiftidir. Yani ¢; = ;;q; dir. ¢; ve g; dontigimleri siirekli

Z

oldugundan ,; de stireklidir. Buna gore ¢ < j i¢in ,;; dontigimu strekli
homomorfizmdir. O halde ¢ € [ i¢in Zi topolojik gruplar ile, ¢ < j igin
yukaridaki gibi taniml ¢;; stirekli homomorfizmlerinin olugturdugu {Zi, gpij}

ailesi bir ters sistemdir.

C= H Za = 21XZ2XZ3XZ4

el
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carpimini ele alahm. Bu carpim tizerinde ¢arpim topolojisi mevcuttur. i, j €

I,i < jicin,

X = {cEC|Hi(c):g0inj(c),i,j

olarak elde edilir. O halde X, {Zi, cpl-j} ters sisteminin bir ters limitidir. Yani
limZi = X
(—

olur. Ayrica Zi ler sonlu gruptur. Buna gore X bir profinite gruptur.

Onerme 1.4.1 X kompakt, Hausdorff ve tamamen baglantisiz olan bir uzay
olsun. Bu durumda X, X in ayrik bolim uzaylarimin olusturdugu bir ters

sistemin ters limatidair.

ispat: I, X in sonlu sayidaki acik ve kapali alt kiimelerinin tiim
parcalaniglarinin kiimesi olsun. Her ¢ € I i¢in X, karsilik gelen boliim grubu
olsun (elemanlar1 i par¢alaniginin agik ve kapal kiimeleridir) ve ¢; : X — X,
X den X; ye giden bolim doniigimii olsun. Boylece X; kiimeleri boliim
topolojisine gore ayrik olan X in boliim uzaylaridir.

@ < j olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul i¢in ¢;;q; = ¢; esitligini saglayacak

sekilde bir g;; : X; — X, doniigimiiniin varhgim yazalim. Bu ¢;; dontigimii
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tek sekilde bellidir ¢iinkii ¢; ortendir. I nin kismi sirali kiitme oldugu aciktir.
Eger

i={U,|1<r<m}

ve

j={Vs[1<s<nj

I nin elemanlar ise, bu durumda
{U,NVy|1<r<m,1<s<n}

1,7 < k olacak sekilde bir k elemanidir ve boylece I yonlendirilmis bir kiime
olur. Her bir ¢;; doniigtimii tek sekilde belli oldugundan (X;, ¢;;), uyumlu
doniigimler ailesidir. Y = limX; olsun ve ¢; = Y — X;, her bir 7 igin

izdiigtim fonksiyonu olsun. Ters limitin evrensel 6zelligi geregi her ¢ igin
iV = qi

olacak gekilde bir v : X — Y siirekli doniigiimii vardir. Eger 21, x5 ; v (x1) =
v (x9) olacak gekildeki X in elemanlar ise her i i¢in ¢; (z1) = ¢; (z2) dir. Buna
gore x1, 9 nin sadece birini igeren hicbir agik-kapali kiime yoktur. Boylece
X tamamen baglantisiz oldugundan x; = x5 dir. Buna gore v birebirdir. Her

bir ¢ i¢in

oldugundan v (X), Y i¢inde yogundur. v stirekli X kompakt ve Y Hausdorff

oldugundan v (X) kapahdir ve bdylece v értendir. Buna gore v homeomor-

fizmdir. [

G bir topolojik grup olsun. Eger H, GG nin bir kapali altgrubu ise bunu

H < Gile, N , G nin acik normal altgrubu ise bunu N <y G ile gosterecegiz.
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I keyfi bir G grubunun normal altgruplarinin ailesi olsun. Eger her bir
K,Ky € I igin K3 C K; N K, olacak gekilde en az bir K3 € [ altgrubu

mevcutsa [ ya bir siizgeg¢ tabani denir.

Teorem 1.4.2 G bir topolojik grup olsun. Asaqidakiler birbirine denktir.
(1) G profinite gruptur.
(2) G, sonlu gruplarn bir kartezyen carpimanin bir kapali altgrubuna
1zomorftur.
(3) G kompakttir ve N{N | N <o G} =1 dir.
(4) G kompakt, Hausdorff ve tamamen baglantisizdur.

1.4.1 PRO-C GRUPLAR

C, sonlu gruplarin bosg olmayan bir smifi olsun (bunun anlami, C ye ait gru-
plarin tiim izomorf goriintiileri yine C ye ait). C igindeki G; gruplarimin bir
{Gi, gpij} ters sisteminin

pa—

ters limitine, pro-C grup denir. Her bir GG; grubunun ayrik topolojiye sahip
oldugunu kabul ediyoruz. Bu sekilde tanimlanan bir pro-C grubunu, topolo-
jik grup gibi diigtinebiliriz. Uzerindeki topoloji ise IIG; tizerindeki carpim
topolojisinden indirgenen topolojidir.

Eger her G € C ve H < G igin H € C oluyorsa, C sinifina alt gruplara gore
kapalidir denir. Eger bir C sinifi altgruplara gore kapali ise, C deki gruplarin
bir ters sisteminin ters limiti bir pro-C gruptur.

G grup, {G, | j € J} gruplarn bir ailesi olsun. Eger her bir j € J i¢in

NN, = 1ve G/N; = Gj olacak sekilde, G nin normal alt gruplarmm
jet
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bir {N; | j € J} ailesi mevcutsa, G grubuna {G; | j € J} gruplar ailesinin
bir altdirekt carpimi denir. Eger G, {G; | j € J} gruplarmmn bir altdirekt
carpimi ise, bu durumda G nin H G; direkt carpiminin bir alt grubuna
izomorf olacagi aciktir. <

Pro-C gruplarin 6zellikleri, C sinifinin 6zelliklerine baglh olarak degigsmektedir.

(C1) C, altgruplara gore kapalidir.

(C2) C, bolme altinda kapalidir, yani ; eger G € C ve K < G normal
altgrup ise, G /K € C dir.

(C3) C, sonlu dierkt ¢arpimlar altinda kapalidir yani ¢ = 1,2,...,n igin
G; € C ise

[[Gec

i=1
dir.

(C4) G bir sonlu grup, Ny ile Ny, G nin G/ N1,G /N5 € C olacak sekildeki
normal altgruplar1 ise, G,N; N Ny € C dir. Buna denk olarak, C sonlu
altdirekt garpimlar altinda kapahdir yani G; € C (i =1,2,...,n) ve G ,
G1,...,G, lerin bir altdirekt carpimi ise, G € C dir.

(C5) C, geniglemeler altinda kapalidir, yani eger
1— K565 H-—1

gruplarin kisa tam dizisi ise (¢ momomorfizm (birebir), 1) epimorfizm (6rten))
ve(mp = Kery) ve K, H € C ise G € C dir.

Buna gore

dir.
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BAZI OZEL PRO-C GRUPLAR

(a) C, tiim sonlu gruplarm smifi: C tiim (C1)-(C5) kosullarini saglar, bu
durumda pro-C gruba profinite grup denir. Her pro-C grup ayni zamanda
profinite gruptur.

(b) C, sonlu devirli gruplarmn simifi: C, (C1) ve (C2) kosullarim saglar,
fakat (C3), (C4) ve (C5) kosullarini saglamaz. Bu durumda pro-C grubuna
pro-devirli (procyclic) grup denir.

(c) C, sonlu solvable (¢oziilebilir) gruplarm simfi: C, (C1)-(C5) kogullarini
saglar. Bu durumda pro-C grubuna pro-solvable grup denir.

(d) C, sonlu abelyan gruplar smifi: C, (C1)-(C4) kogullarini saglar, fakat
(C5) kogulunu saglamaz. Bu durumda pro-C grubuna pro-abelyan grup denir.

(e) C, sonlu nilpotent gruplarm smifi: C, (C1)-(C4) kosullarmi saglar,
fakat (C5) i saglamaz. Bu durumda pro-C grubuna pro-nilpotent grup denir.

(f) C, p asal say1 olmak iizere sonlu p-gruplar smifi: C , (C1)-(C5)
kogullarini saglar. Bu durumda pro-C grubuna pro-p grup denir.

Sonlu gruplarim bog olmayan bir C simfi eger (C2) ve (C4) kosullarim
sagliyor ise, buna bir formasyon denir. Sonlu gruplarin bog olmayan bir C
simifi eger (C1)-(C3) kosullarimi saghyorsa, buna bir variyete denir. Normal
altgruplar ve geniglemeler altinda kapali olan bir formasyona NE-formasyonu
denir. Geniglemeler altinda kapali olan bir variyeteye ise, genislemelere gore
kapali bir variyete denir.

Buna gore, bir variyete ayni zamanda bir formasyondur ve altgruplara

gore kapali olan bir formasyon ayni1 zamanda bir variyetedir

Yardimci teorem 1.4.3 {Gi, gpij} sonlu gruplarin bir ters sistemi ve

—
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olsun ve

g G— G,

1zdustim homomorfizmleri olsun. Buna gore
{Si | 5i = Ker (¢:)}

G i¢inde 1 birim elemanimn agik komsuluklarinin bir temel sistemidir.

Teorem 1.4.4 C', sonlu gruplarin bir formasyonu ve G bir topolojik grup
olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir.

(a) G, bir pro-C gruptur.

(b) G, kompakt Hausdorff ve tamamen baglantisizdir ve G nin her bir U
a¢ik normal altgrubu icin G /U € C dir.

(c) G kompakttir ve G min 1 birim elemans icin U, G,/U € C ola-
cak sekildeki G nin a¢ik normal altgrubu ve (| U = 1 olacak sekildeki agik
komsuluklarinin bir temel sistemini olu;’turu;EU

(d) G nin 1 birim elemant a¢ik U komsuluklarin olusturdugu U temel
sistemine sahiptir. Her bir U, G nin normal altgrubu ve G /U € C i¢in

G = %G U

dir.



Bolum 2

SERBEST GRUPLAR

V', bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.

a) Eger (z;)icr, V nin elemanlarmin bir ailesi ise, i5 lar farkl indisler
ve \; € k olmak tzere, \;z; + ... + \,x;, bicimindeki V' nin herhangi bir
elemanina z; elemanlarinin bir lineer kombinasyonu denir. Bunu su sekilde
de ifade edebiliriz. (z;);c; ailesinin bir lineer kombinasyonu, sadece sonlu
sayidaki \jer kat sayilar sifirdan farkh olmak tizere, > \;z; toplamidir.

b) Eger X, V nin bog olmayan herhangi bir alt kiimesi ise, X in ele-
manlariin tiim lineer kombinasyonlarinin kiimesine X in gereni denir ve bu
spanX ile gosterilir. spanX e bazen X in lineer ¢ekirdegi (lineer hall) denir.

V', bir vektor uzayi ve X, V nin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda spanX,
X iigeren V nin tiim alt uzaylarimin kesigimidir (béylece X i igeren V' nin
en kiigiik alt uzayidir).

V' bir vektor uzay1 ve X, V' nin bir alt kiimesi olsun.

a) Eger X in elemanlarmin bir lineer kombinasyonu sifir vektoriine esit

oldugunda tiim kat sayilar sifir oluyorsa yani
)\11’1++>\n$n:0
iken tiim A; = 0 oluyorsa X kiimesine free (serbest) yada lineer bagimsizdir

29



30

denir. Aksi takdirde X e lineer bagimli denir.

b) V nin her elemani X in elemanlarimin bir lineer kombinasyonu olarak
yazilabiliyorsa X kiimesine V' nin tireteci denir.

¢) V nin her v elemani, X in elemanlarmin bir lineer kombinasyonu olarak

tek sekilde yazilabiliyorsa X kiimesine V' nin bir tabani denir.

2.0.2 SERBEST GRUPLAR, URETECLER VE BAGINTILAR

G, birim eleman1 1 olan ve X # () kiimesinin tirettigi bir grup olsun. G
nin 1 den farkli tim elemanlari n € N ve x; € X ve ¢ € {(‘_L)l} olmak
tizere x7'.x5 ... x5 bigiminde yazilabilir. Fakat tiim bu ¢arpim ifadeleri G nin
farkli elemanlarini temsil etmeyebilir, ¢iinkii farklh iiretecler arasinda belirli
bir takim iligkiler (bagmtilar) mevecut olabilir, 6rnegin a, b, ceX icin a® = b?
veya b* = 1 esitlikleri s6z konusu olabilir. Ayrica her € X icin grup ak-

! = 2712 = 1 bagmtilarida mevcuttur, boylece

siyomlarindan elde edilen, zx~
her a,b,c € X icin abb~lc7lca™! = 1 dir. Eger X in elemanlar1 arasinda,
grup aksiyomlarindan elde edilen bagintilardan baska hicbir bagint1 yoksa G
grubuna X iizerinde serbesttir (free) denir. Bu durumda G tam olarak 1
birim elemanindan ve z{'...z$ ¢arpimlarindan olusur.

Her () # X kiimesi bir serbest grubun tirete¢ kiimesi olur ve kargi gelen
serbest grup, izomorfizm farkiyla tek tiirlii bellidir, bu serbest grubu F(X)
ile gosterecegiz.

Simdi X # () kiimesinin iizerindeki serbest grubu insaa edelim. X, z € X

V= 27t = 1 esitligini saglayacak ozelliklere sahip olan

elemenlar: i¢in, xx~
2! elemanlarinin kiimesini gostersin. Aciktir ki X N X! = () tur. X U X!
kiimesine ait elemanlarin garpimlarinin olusturdugu kiimeyi M (X U X 1) ile
gosterelim. M (X UX ') kiimesinin her bir elemanina X {izerinde bir kelime

(word) denir. w € M(X UX™!)ise w = ai'a$? ... 25" bi¢imindedir, burada

117712
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z, € X ve g € {(;)1} dir. n sayisina w kelimesinin uzunlugu ve her bir

xf" ifadesine w nin harfleri denir. w = z;'...2" ve, w' = x5 ... 2" ise
r 1 in J1 Im

!/ €1 €n €1 €m
ww' =z ortal .o dir

Bir w kelimesinin sadelesgtirilmesi soz konusudur. Eger bir w kelimesi
1 = z;,x; ! yada T '2; = 1 geklinde carpim iceriyorsa bu iki carpimin yok
edilmesiyle yeni w’ kelimesi elde edilir. Buna w den sadelestirilen kelime
denir. Eger benzer gekilde w’ iginde bir sadelegtirme s6z konusu ise bunda elde
edilen w” kelimesine de w’ den sadelestirilen kelime denir. Bu sadelestirme
islemi devam edilerek en sade kelime elde edilene kadar yapilir ve bulunan w*
kelimesine, w den elde edilen en sade kelime denir.

Ornegin w = zzx~'zy~'y olsun. w; = zzy~'y ve wy = zaxx 'z kelimeleri
w den sadelegtirilen kelimelerdir. Fakat en sade kelime degildir.

w* = zz kelimesi ise en sade kelimedir.

Sadelegtirme iglemi ile birbirlerinden sadelegtirilen kelimelere, yada bir
takim sadelegtirme sonunda ayni kelimeye dontigen kelimelere denktir denir
ve w = w' ile gosterilir. Ve bu bir denlik bagimtisidir. Bir w kelimesine
denk olan kelimelerin olusturdugu kiimeyi [w] ile gésterelim, bu kiime w nin
denklik simifin olugturur. Denklik simiflarimin kiimesi ise F/(X) ile gosterilir.

u,v,w ve w kelimeler ve w = w' olsun. Buradan uvw = ww'v oldugu

kolayca gosterilebilir. Ayrica u = u' ve w = w' ise uw = v'w’ dir. Buna gore

F(X) tizerinde bir ¢arpim iglemi

[u], [w] € F(X) i¢in [u] [w] = [u.w]

bi¢ciminde tamimlanir. Bu carplim iglemi birlesmelidir. 1 birim kelimesi

_ €1 €2 € : : ! €1 ,..€2 € _
mevcuttur. Ayrica w = zj'xj ...z bir kelime ve w' = (xj x;}...2{") =

r; .. ox 7 olup ww' = 1 dir ve [w] [w'] = 1 olur. O halde F(X) bir gruptur.

in
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Buradan
i X — F(X)

vr— i(z) =[]

dontigiimi tanimlanabilir ve F'(X), i(X) tarafindan iretilir.

Tanim 2.0.5 X bir kime, G bir grup ve i : X — G bir fonksiyon olsun.
Eger herbir H grubu ve f : X — H fonksiyonu i¢in f = i@ olacak sekilde
bir tek ¢ : G — H homomorfizmi mevcutsa (G, 1) ye X tzerinde serbesttir

denir.

Teorem 2.0.6 (F(x),i), X tzerinde serbesttir.

Ispat: G bir grup ve f : X — G bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu

yardimiyla

M(XUX) — G

ril oozt e fr) L f(,)
biciminde bir fonksiyon tammlanabilir. Eger w’ kelimesi w kelimesinden
sadelegtirilen bir kelime ise w ile w’ aym goriintiiye sahiptir. Buna gore
w = w” ise w ile w” de aymi goriintiiye sahiptir. Boylece F'(z) den G ye
bir ¢ fonksiyonu, ¢ [w] nii w nin goriintiistini karg: getirilerek tanimlanabilir

yani w = ;! ... 25" igin

p: F(X) — G
[w] = ] = f) e ()

dir. Boylece

X : F(X)
N

f(z) = pi(x) elde edilir. Ayrica i(x), F'(X) i iirettiginden, F'(X) den G ye

en ¢ok bir tane homomorfizm mevcut olabilir. [J
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Onerme 2.0.7 (SERBEST GRUBUN EVRENSEL OZELLIGI) X #
0 bir kime ve F(X), X dzerinde serbest grup olsun. Asaqdaki ozellikler
saglanwyorsa G grubu, F(X) e izomorftur.

1) Biri =X — G birebir dénisimi var oyleki i(X), G yi dretir.

2) Herhangi bir H grubu i¢ine donigen herbir o = X — H déonisimi

¢im

N A

G
diyagrams komitatiuf yant ¢i = ¢ olacak sekilde bir tek ¢ : G — H grup

homomorfizmi vardar.

Ispat: Ilk olarak F(X) in (dolayisiyla F(X) e izomorf olan her grubun)

belirtilen 6zelliklere sahip oldugunu gosterelim. (1) i saglatmak i¢in ¢ doniigtimiinti,
icine dontigiim almahyiz. ¢ = X — H, X den H grubuna bir doniigiim ol-
sun. ¢ yi bir

¢:F(X)— H

grup homomorfizmine genisletmek i¢in

o(1) =eve p(af...x") = p(x1)? ... o(x,)™

bi¢iminde tanimlama yapmaliyiz ki bu teklik iddiasini verir. Diger yandan ¢
iyl taniml bir homomorfizmdir.

Tersine, bir G grubunun (1) ve (2) yi sagladigini kabul edelim. F(X) in bu
iki ozellige sahip oldugu gercegini kullanarak, asagidaki diyagrami komiitatif

yapacak sekilde a ve # homomorfizmlerini bulabiliriz.
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Fakat her z € X i¢in (Boa)(x) = B (i(x)) = z ve (a0 f) (i(x)) = ax) =
i(x) dir. X, F(X) i tirettiginden ve i(X),G yi iirettiginden dolay1, bu foa =
Idp) ve ao 3 = Idg oldugunu dogrular. Boylece a ve 3 birbirlerinin tersi

olan izomorfizmlerdir. [J

Teorem 2.0.8 Eger bir G = (G, 0) grubu, X # () kiimesi tarafindan iretilen
bir grup ise, bu durumda G, F(X) in bir bélimine izomorftur.
Ispat: F(z) den G ye bir ¢ déniigiimiinii
6.  F(X) — G
1 — o(l)=e
(xf'x? .. xsr) — o(at ... afr) =2t oxd? .. oxin

bigiminde tanimlayalim, boylece ¢ iyi tanimli bir homomorfizmdir. X, G

grubunu iirettiginden dolay1 ¢ ¢rtendir. O halde 1. izomorfizm teoreminden

F(X) G

F(X)/ceko

F(2) |gexs= G

dir. O
Simdi bir G grubunun bir X # ¢ kiimesi tarafindan tiretildigini kabul

edelim ve

¢p=Fx)— G
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bir 6rten homomorfizm olsun. Eger G icinde 27" o 25? o... o 5" = e bagintisi
saglaniyorsa x5! ... x5 € F(x) eleman ¢ nin ¢ekirdegindedir. Boylece ¢ nin
gekirdegindeki herbir birimden farkli kelime, G nin elemanlar1 arasinda bir
bagintiy1 temsil eder (bu baginti, F'(x) iginde karg: gelen kelimeler tarafindan
saglanmaz).

Ornegin, her z,y € X icin 2y # yz olmasna ragmen G icinde z oy =
y o z olur, boylece G abelyen olur. GG grubunu, ¢ek¢ nin iireteclerinin bir Y
kiimesini segerek belirleyebiliriz. Bu durumda G, (w € Y') w = e bagmtilarim
tanimlayarak F'(x) den elde edilir.

Tersine, w = e (w € Y') bagmtilarin saglayan bir X # () kiimesi tarafindan
tiretilen en genel grubu arayalim, burada Y C F'(x), X iizerindeki kelimelerin
verilen bir kiimesidir. Oncelikle su 6rnegi inceleyelim.

ORNEK: Bir G grubu a ve b elemanlarindan iiretilsin ve bu eleman-
lar

a’ =e,b*=evebab=a

bagimtilarim saglasin. Ayrica yukarida verilen bagintilardan ve grup aksiy-

omlarindan elde edilen bagintilar diginda a ve b elemanlar1 arasinda hig bir

baginti olmasin. G grubunun yapisi hakkinda ne soyleyebiliriz? G, a ve

b elemanlarindan tretildiginden, G nin her bir elemani, m;,n;, € Z olmak
1

lizere a™10™ a™2b™ ... a™* 0™ bigimindedir. Verilen bagimtilardan a™ = a ve

b= = b? elde edilir, boylece G nin herbir elemamn
a™b" L a" e 0<m; <1,0<n; <3

bi¢gimindedir. Bu elemanlar1 yazalim.

e,a,b, b% b3, ab,ab?, ab?, aba, abab, abab?, abab?, ababa, abab®a, abab?a, ...... ,ab’a,
ab®ab, ab’*ab?, ab’ab?, ab*aba, ab’ab?a, ab*abia, abia, abab, ab3ab?, ab®ab?, ababa

,abdab’a, ab®abia, ..., ba, b?a, ba....
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seklindedir. Yukaridaki bagintilar vasitasiyla bu elemanlarin bir ¢ogu
sadelegir. Mesela,
bab = a = b3(bab) = b*a = b*(ab) = b’a
= ab = b%a = ab(b?) = b3ab?
= ab® = b?(bab)b = ab® = bab
= ab® = b(bab) = ba
={ab’ = bal
bab = a = ab = b3a = aba = b*a?
=
bab = a =
bab = a = ab® = bPab = | ab? = bv?a
abab:aa:a2:€:>
abab® = a(bab) = aab = b
abab® = aab® = bv* =
ababa = aaa = a =
abab?a = ababb*a = b?a = b2a =
bab = a = ab = b3a = ab® = b*ab = ab® = bV?a
ab’a = baa = b? =
ab%ab = b2b = b =
ab?ab? = b3b = e =

lab2ab® = b] | ab?aba = b*a = ab]
’aanb2 = a‘ ’abzab?’a =ba = ab?"
aba = baa = b = |ab’a = b

labPab = bb = V2|

’ab?’ab2 = 63‘ ’abg’ab3 = e‘

’abgaba = b’a = abz‘
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labPab®a = b3a = ab]

abdab’a = a

a b*a = ab?

S
Il
Q
S
w

olur. Buna gore yazilabilecek tiim terimler agsagidaki elemanlardan birine
denktir.

e,a,b,b%, b3, ab,ab?, ab®

O halde G grubu tam olarak 8 tane elemana sahiptir.
Simdi verilen tirete¢ ve bagintilarla tek sekilde belirlenen G' nin grup

yapisini inceleyelim.

Tanim 2.0.9 X # 0 bir kiime ve Y C F(X), X dzerindeki kelimelerin
denklik siniflarinin bir kiimesi olsun. x € X dretegleri ve w = e (w € Y)
bagintilar: ile

F(X)

(X/Y) =N

seklinde bir grup tanimlayalim, burada N(Y') , Y tarafindan dretilen F(X)
in normal alt grubudur. Buna gére (X/Y) yi, v € X ve w € Y olmak tizere
v~ 7z, w yada wt bigimindeki ifadelerin sadelestirilmesi vasitiyla elde
edilen X tzerindeki kelimelerin kimesi olarak diginebiliriz. Yani (X/Y), X

tarafindan dretilir ve tim w = e(w € Y') bagintilarini saglar.

Teorem 2.0.10 G, w=-¢c (w €Y C F(z)) bagintilarini saglayacak sekilde
X kiimesi tarafindan tretilen bir grup olsun. Bu durumda G, (x/Y) nin bir

homomorf gorintisudir.

ispat:
Q: F(X) — G

€1 €2 5 €1 €2 5
x1x2 ...In" [ — IE’l OI2 O...O.I‘n"
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orten homomorfizmini ele alahm. G i¢inde w = e (w € Y) bagmtilar

saglandigindan, Y Cceky dir ve boylece N(Y) Cgekyp dir. Sonugta

(X/Y) = FO/N(Y) —  F(X)/ecky = G
wN — w(gekp)

doniigimil iyi tanimh bir érten homomorfizmdir. Buna gére G, (X/Y) nin
bir homomorf goriintiistidiir. [J

Simdi X # () tireteg kiimesi ile verilen ve zy = yx (x,y € X) bagintisim
saglayan grubu inceleyelim, bu grubu X kiimesinden oluturulabilen en genel

abelyen grup olarak diisiinebiliriz.

Tanim 2.0.11 X # 0 bir kime ve Y = {zyz~'y ' |2,y € X} C F(x)
olsun. Buna gore FA(X) = (X/Y) ye X tzerinde ki serbest abelyen grup

denir.

F(X)inY tarafindan {iretilen normal alt grubu F(X) in F(X)" komiitator

alt grubudur. Boylece
F(X)
F(X)

dir, bir bagka degisle F'A(X) serbest abelyen grubu F'(X) serbest grubunun

FA(z) =

abelyenlegtirilmesiyle elde edilir. Buna gore FA(X) i, z,y € X olmak iizere,

-1

xrx ,x_l

x, zyx~ly~! bicimindeki elemanlarin sadelestirilmesiyle elde edilen
kelimelere denk olan tiim kelimelerin kiimesi olarak diigtinebiliriz.
Serbest gruplar i¢in yaptigimiz gibi, bir X kiimesi iizerinde serbest abelyen

grubu evrensel doniigiim 6zelligi ile de karakterize edebiliriz.

Onerme 2.0.12 (SERBEST ABELYEN GRUBUN EVRENSEL OZELLIGI)
X # 0 bir kiime ve FA(X), X tzerinde ki serbest abelyen grup olsun. Bir G
abelyen grubunun FA(X) e izomorfik olmasi i¢in gerek ve yeterli sart asagida

ki iki ozelligi saglamasidar.
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(1) i = X — G birebir donisimi vardwr oyleki i(X), G yi tretir, yani
X, G min bir urete¢ alt kumest olarak ifade edilebilir.
(2) Bir A abelyen grubu i¢ine herbir ¢ = X — A dontisimii i¢in Poi = ¢

olacak sekilde bir tek ) = G — A grup homomorfizmi var yani

N A

G
diyagrama komiitatif (p o1 = () dir.




Bolim 3

SERBEST PRO-C GRUPLAR

Serbest gruplar, grup teoride oldugu gibi profinite grup teoride de onemli
bir rol oynar. Serbest profinite gruplar, tipki serbest gruplarda oldugu gibi
evrensel ozellik yardimiyla tanimlanir. Serbest gruplarin biitiin alt gruplar:
serbest olmasina ragmen, serbest profinite gruplarin keyfi alt gruplarin yapisini
belirlemek kolay degildir. Serbest profinite gruplarin alt gruplarinin yapisini
aciklamak i¢in bir projektif profinite grubun yapisi verilmelidir.

Bu boliimde C, sonlu gruplarin alt gruplara ve direk ¢arpimlara gore kapali

olan bir sinifin1 gosterecektir.

3.1 SERBEST PRO-C GRUPLAR

G bir profinite grup, X bir kiime ve 6 : X — G bir fonksiyon olsun. Eger
herbir N <, G igin {X | 0(z) ¢ N} sonlu ise, 6 fonksiyonuna 1-yakimsak
fonksiyon denir. Boylece G sonlu ise, § nin 1-yakinsak elemani i¢in gerek ve
yeter kosul 971(1) in X in sonlu sayidaki elemani digindaki tiim elemanlarini
igermesidir.

Bir X kiimesi tizerindeki serbest pro-C grubu su sekilde tanimlanir: X

40
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bir kiime, F' bir pro-C grup ve j : X — F bir 1-yakinsak fonksiyon olmak
lizere eger asagidaki evrensel ozellik saglaniyorsa yani 7 G bir profinite grup

ve ¢ : X — @ bir 1-yakinsak fonksiyonu icin

X

N
N4
G
diyagrami komiitatif yani ¢ = €5 olacak sekilde tek bir € = F' — G homo-
morfizmi mevcutsa 7 F' ye X flizerinde serbesttir denir.
Tanimdaki yakinsaklik kogulu X ftizerindeki serbest pro-C grubun, X in
sonlu alt kiimeleri iizerindeki serbest pro-C gruplarin ters limiti olmasini

garantilemektedir. Sayilabilir tabanli serbest pro-C gruplar sonlu iiretecli

olurdu ki, bir¢ok sayilabilir tabanli serbest pro-C gruplarin gortintiisii olmazdi.

ORNEKLER:

1) X birtek x elemanin igeren bir kiime olsun. Eger G bir profinite
grup ve g € (G ise, z — ¢* doniigimii Z den G ye 1 birim elemanini g ye
donitigtiiren biricik homomorfizmdir. Boylece Z, 2 elemanini Z nin 1 iiretecine
donitigtiiren doniigiim ile birlikte X tizerinde serbest profinite gruptur.

Daha genel olarak, C keyfi bir sinif ise R =N {N < Z|ZJN € C} olmak
lzere F' = Z/ R olsun. Buna gore X elemanini 1 4+ R kosetine doniigtiiren
doniiglim ile birlikte F//R, X {izerinde serbest pro-C gruptur.

2) C, p bir asal say1 olmak iizere p tistel bolenlerin sonlu abelyen gruplarin
bir siifi olsun. C icindeki herbir grup, ¥, cismi p elemamni olan bir vektor uzay:
olarak ele alinabilir. Bir X sonlu kiimesi tizerindeki serbest pro-C grup, X
den bir vektor uzay: tabani tizerine bir bire-bir 6rten bir fonksiyon ile birlikte
¥, tizerinde bir vektor uzayidir. Boylece C igindeki herbir grup bir serbest

pro-C gruptur.



42

Simdi serbest pro-C grubun varligim ve tekligini gosterelim.

Onerme 3.1.1 a) Bir X kimesi tzerinde, ejer varsa (F,j) serbest pro-C
grubu izomorfizm farkwyla tektir ve j(x) tarafindan retilir.

b) (F,J) min X ftzerinde serbest pro-C grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul, bir H C-grubu ve (e (x)) = H olacak sekildeki 1-yakinsake = X — H

donustimi i¢in,

X

. H
N A
F
diyagrama komitatif yani e = €5 olacak sekilde biricik (bir tek) € = F — H

homomorfizmi mevcut olmasidar.

Ispat: (a) Tekligin gosterimi oldukga kolaydwr. (F,j) ve (Fi,71), X

tizerinde serbest olsunlar. (F) j) i¢in evrensel 6zellik geregi

X

4 ja
1

F
diyagrami komiitatif yani j; = a7 olacak sekilde bir « = F — F} homo-
morfizmi mevcuttur. Benzer gekilde j = (3j; olacak sekilde bir g = F} — F

homomorfizmide mevcuttur. Boylece

J=(Ba)j=(Idr)j

dir. Dolayisiyla fa = Idp dir. Benzer sekilde a8 = Idp, dir. Boylece
o = F — F} bir izomorfizmdir.
Simdi F, j(z) tarafindan tiretilen bir alt grup olsun. j den indirgenmis

olan X den E ye giden doniigtimii diiginerek
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X

ji \\

F—F——F
diyagraminin solundaki iiggeni komiitatif olacak gekilde bir y = F — F
homomorfizminin varligi elde edilir. j = X — F' doniisiimiinii ele alarakda,
Idp nin p ile E den F' ye i¢ine dontigiimiin ¢arpimi oldugu gosterilir. O halde
E = F elde edilir.

(b) Bunun i¢in (F, j) nin ifade edilen 6zellige sahip oldugunu varsaymak ve
bunun X {izerinde serbest oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak; G € C
ve 1- yakinsak ¢ = X — ( doniigimii i¢in € = €5 olacak sekilde bir tek
€ = ' — G homomorfizminin var oldugunu iddia edelim. H = (¢(x))
olsun. X — H doniigimi i¢in hipotez uygulandiginda, €7 = ¢ ozelligini
saglayan, H den G ye giden icine doniigim ile ¢arpimi bir homomorfizm
olugturur. Ayni zamanda ¢ : ' — G dontigtimiide ¢j = ¢ Ozelligini saglarsa,
bu durumda dle g, j(X) tizerinde ¢akigiktir ve F, j(z) tarafindan topolojik
olarak tiretildiginden F' tizerinde cakigiktirlar.

Simdi, G bir pro-C grup olsun, herbir N <, G i¢in ¢y :G — G |ybolim
grubu olsun ve ¢ : X — G doniisiimiintin 1-yakinsak doniigtim oldugunu
kabul edelim. Buna gore asagidaki diyagrami inceleyelim;

qN

X ——=G—G/N

N

burada, biiytk iicgen komiitatif olacak sekilde tek bir ey homomorfizmi
vardir ve {ey | N <, G} ailesi bir uyumlu ailedir, boylece sag taraftaki tiggen

komiitatif olacak sekilde tek bir

£:F — G=1lmG |y
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homomorfizmi vardir. Fakat eger x € X ise, bu durumda

gne (x) = enj (z) = qnEj (2)
olur boylece,
e(z) (8 ()" € Ngekgy =1

elde edilir. Buna gore ¢ = g5 dir.
Simdi de € nin, belirtilen 6zellige sahip tek homomorfizm oldugunu gosterelim.
Eger 1 :F' — G homomorfizmi de ¢ = 275 olacak sekildeki bir bagka homo-

morfizm ise, bu durumda
qNE, qNEr B — G |y

dontigiimlerinin her ikisi de

X gNE G/N

NS

F

diyagramini komiitatif hale getirir. Boylece, bu dontigtimler esittir. Sonug

olarak Ng¢ek gy = 1 oldugundan € = &7 elde edilir. [
Simdi serbest gruplardan yararlanarak bir serbest pro-C grubun varligini

gosterelim.

Onerme 3.1.2 Bir X kiimesi tizerinde, (F, j) serbest pro-C grubu mevcuttur.

Ispat: G € Cvef: X — G doniisiimii, G = (0 (z)) olacak sekilde
l-yakimsak dontigiim olmak tizere, (G, 0) ikililerinin simfim 7 ile gosterelim.
mnin Ay = (Gy,01) ve Ay = (Go,05) elemanlar igin, 6; = ¢f, olacak sekilde
bir ¢ : Gy — G homomorfizmi varsa, A\; < Ay diyelim. Bu durumda ¢
ortendir ve 0y(x) iirete¢ kiimesi iizerine etkisi ile belirli oldugundan tektir.

Bu dontisiimi ¢, ,, ile gosterelim.
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< bagintisi, 7 lzerinde yansiyan ve gegiskendir. Buna gore "A ~ pu
olmasi icin gerek ve yeter sart A < g ve u < A olmasidir. 7 diyelim ve A,
herbir denklik sinifindan bir temsilci eleman alinarak olusturulsun. Buradan
C igindeki gruplarin sadece sayilabilir sayida izomorfizm tipleri oldugundan
her bir sabit G € C i¢in, 7 i¢indeki (G, 0) ikilileri, X den G ye doniigiimlerin

bir kiimesi ile birebir olarak karsilik gelirler.

Buradan A bir kismi sirali kiime olur, simdi de A nin yonlendirilmis kiime

oldugunu gosterelim. (G, 6,) ve (Go,03) € A verilsin. G5, Gy X Go nin
((01(2),02(2)) | z € X)

alt grubuolsun ve 03 : X — G, 03(z) = (01(x), 02(x)) olarak tanimlayalim.
Boylece (G3.03) € m dir ve G; x G den G ve G ye giden projeksiyonlarmn G
e kisitlamalar1 olan p; ve po, 01 = p103 ve 5 = pobs esitliklerini sagladigindan
dolay1

(Gs,05) < (G1,61) (G, 05)

elde edilir. Ayrica A, A ~ (G3,03) bigiminde ki A elemanimda igerir.
A € Aigin A = (G, 0,) vasitasiyla G, ve 0y y1 tammlayalim. G gruplari

ve ¢, doniigiimleri A ile indislenen bir ters sistem olugtururlar. Buradan,

(F7 ()0)\) = Slll’l (GM 90)\;1)

diyelim ve j: X — F, j(x) = (0\(z)) doniigiimiint tanimlayalim. Boylece
her A i¢in, sonlu sayidakilerin diginda ki biitiin « elemanlar i¢in 6, (x) = 1 dir,
boylece {z | j(z) ¢ ¢ek ¢,} sonludur. F nin her agik normal alt grubu cek
¢, gruplarindan birini icerir ve boylece j doniisiimi 1-yakinsak elde edilir.
Simdi teoremin ifadesinden yararlanarak, F' nin X tizerinde serbest pro-C

grup oldugunu gosterelim. ¢ : X — H, 1- yakinsak bir dontigim olsun,

H € C ve H = (¢(x)) alahm. Boylece (H,e) ~ X olacak sekilde A = (G, 0))
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bulabiliriz, 6yleki 36, = € olmak tizere, bir § = G, — H izomorfizmi vardir
ve boylece € = (S, )j elde edilir.

1 =1,2icin & = F — H bir homomorfizm olmak iizere ¢ = ;5 oldugunu
kabul edelim. Buna gore ¢eke; agiktir ve boylece bazi A\; € A igin ¢ekp); leri
igerir. p1 > A1, Ag olarak secilirse, ek g; >¢eky,, olacak sekilde V; = G|, — H
homomorfizminin var oldugunu soyleyebiliriz. ¢,j = 0, oldugundan, her bir
i i¢in V;0, = €;j = € elde edilir. Boylece, V;0,, = V50, bulunur. Bunu gore V;
ile V5, G, icin 0, () iireteg kiimesi iizerinde gakigirlar ve sonucta V3 = V5 ve
g1 = &5 oldugu elde edilir. [

Simdi de serbest gruplar ile serbest pro-C gruplarin iligkisini ifade eden

onermeyi inceleyelim.
Onerme 3.1.3 E, bir X kiimesi tizerinde serbest grup olsun ve
I={U<E|E/UeC, X\U sonlu}

kimesini tanimlayalm. I ailesine gore, E nin F' = slim(E/U) bigiminde
tamlamasi, j : x — Uz dontistimii ile birlikte X tzerinde serbest pro-C grup-

tur.

Ispat: P, : F — E/y doniisiimlerinin gekirdekleri slim(E/y) iginde
1 in agik komguluklarimin bir tabanimi olugturur ve j(x) €¢ekP, olmasi igin
gerekli ve yeterli sart x € U olmasidir. Buna gore j, 1-yakinsaktir. ¢ : X —
E i¢ine dontigiim ve €, EY den E nin tamlamasina kanonik dontigiim olmak
lizere, j = ¢ dir.

e : X — H dontigimi H,C grubuna giden bir 1-yakinsak dontigim
olsun. Serbest grubun evrensel 6zelligi vasitasiyla ¢ = p olacak sekilde bir
tek u : £ — H homomorfizmi mevcuttur. X in sonlu sayidaki elemani
digindaki tiim elemanlar1 H i¢inde 1 e doniistiigiinden dolay1 ¢eku € I elde

edilir. Ve boylece, 1 in agik komsuluklarinin bir tabani olan I ya sahip E
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tizerindeki topolojiye gore p stireklidir. Buna gore F' tamlamasinin evrensel

ozelligi
X—F——F
N4
H
komiitatif diyagramini tamamlayan ve £j = ¢ egitligini saglayan bir € :

F — H dontigiimii verir. Eger £, : F' — H doniigiimii €15 = ¢ esitligini
saglayan bir homomorfizm ise, bu durumda (g, ) ¢ = ¢ elde edilir. Boylece £
nin evrensel ozelliginden ;6 = g¢ elde edilir, F' nin evrensel ozelliginden ise

Z; = € elde edilir. O
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