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OZET

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, asosyatif cebirler ve degismeli ce-
birler ilizerinde tanimlanan 6n ¢aprazlanmis modiiller hakkinda temel bilgiler, 6zellikler ve
ornekler yer almaktadir. Ikinci boliimde, modifiye interest kategorisi tanimlanarak ona ait
ozellikler verilmis ve aktor, kesin etki, genel aktor ve evrensel kesin genel aktor kavram-
larina deginilmistir. Ugiincii boliimde, asosyatif cebirler iizerinde tanimlanan 6n caprazlanmis
modiillerin aktorleri tanimlanmis ve bunlarla ilgili 6zellikler verilmigtir. Dordiincii boliimde
ise, yine benzer sekilde, degismeli cebirler ilizerinde tanimlanan 6n c¢aprazlanmis modiillerin
aktorleri iizerinde durulmus ve Ornekler verilmistir. Ayrica, degismeli cebirlerde tanimli 6n

caprazlanmis modiiller kategorisinde etkinin ve yari-direk ¢arpimin tanimi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asosyatif cebir, degismeli cebir, 6n caprazlanmis modiil, modifiye in-

terest kategorisi, aktor, yari-direk carpim.
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SUMMARY

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, there are some preliminaries,
properties and examples about precrossed modules on associative and commutative algebras.
In the second chapter, modified category of interest is defined, related properties are given and
the notions of actor, strict action, general actor and universal strict general actor are mentioned.
In the third chapter, an actor of a precrossed module in associative algebras is defined and
its properties are given. In the fourth chapter, similarly, an actor of a precrossed module in
commutative algebras is defined and examples are given. In addition, an action and the semi-

direct product are defined in the categories of precrossed modules in commutative algebras.

Keywords: Associative algebra, commutative algebra, precrossed module, modified cate-

gory of interest, actor, semi-direct product.
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BOLUM 0

ONSOZ

0.1 Giris

Interest kategorileri konusunun fikri ilk olarak Higgins (1956) tarafindan ortaya atilmus
ve tanimi da Orzech (1972) tarafindan yapilmistir. Interest kategorilerine 6rnek olarak; gru-
plar, bir halka iizerinde tanimli modiiller, vektor uzaylari, asosyatif cebirler, degismeli cebir-
ler, Lie cebirleri ve Leibniz cebirleri kategorileri verilebilir. Bu kategorilerden, Orzech (1972)
ve Casas, Datuashvili ve Ladra (2009) da bahsedilmistir. Yine, Casas, Datuashvili ve Ladra
(2009, 2010) da yer aldig tizere, gruplar lizerinde tamimli ¢aprazlanmis ve On ¢aprazlanmis
modiiller kategorileri de interest kategorilerine denktir. Bu tezde de, interest kategorisinin yeni
bir ¢esidi tammlanarak 6zellikleri lizerinde durulacaktir. Tanimlanacak olan bu kategori, Porter
(1987) da belirtilen kategorinin, biri hari¢ biitlin aksiyomlarini saglamaktadir. Saglanmayan
aksiyomun yerine yeni bir aksiyom sarti eklenecektir. Bu sekilde olusturulan bir kategori,
ayn1 zamanda Orzech (1972) de tanimlanan interest kategorileri i¢in verilen iki aksiyomu da
saglamaktadir. Lie cebirleri, Leibniz cebirleri, asosyatif cebirler ve degigmeli cebirler iizerinde
tanimli caprazlanmis modiiller ve 6n ¢aprazlanmis modiiller kategorileri, olusturulan interest
kategorisinin bu yeni cesidine birer 6rnektir. Bu tezde, bu tiirden kategoriler “modifiye interest

kategorisi” olarak isimlendirilmistir.

Tezde, Oncelikle asosyatif ve degismeli cebirlerle ilgili temel bilgiler ve bunlar iizerinde
taniml1 On caprazlanmis modiillerle ilgili 6zellikler hatirlatilacaktir. Daha sonrasinda, modifiye
interest kategorisinin tanimi verilecek, ozellikleri lizerinde durulacak ve Casas, Datuashvili ve
Ladra (2010) da tanimlanan aktor, genel aktor, kesin etki ve evrensel kesin genel aktor kavram-
lar1 modifiye interest kategorisi i¢in yeniden diizenlenecek ve farklilik gosteren noktalar belir-
tilecektir. Arkasindan da uygulama olarak iiciincii ve dordiincii boliimlerde, asosyatif cebir-
ler ve degismeli cebirler iizerinde tanimli 6n ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde bir aktoriin
varli81 icin hangi sartlarin yeterli olacag: arastirilacak ve aktorlerin ingaasi i¢in gerekli olan
yollar izlenecektir. Benzer bir problem, gruplar iizerinde tamimli 0n ¢aprazlanmis modiiller
kategorisi i¢in Casas, Datuashvili ve Ladra (2009) da ¢oziilmiistiir. Yine benzer ¢aligsmalar,
gruplar {izerinde tanimli ¢aprazlanmis modiiller, regular degismeli halkalar, asosyatif cebir-
ler ve degismeli cebirler, Leibniz cebirleri, alternatif cebirler, degismeli cebirler ve Lie cebir-

leri iizerinde tanimli caprazlanmis modiiller ve Lie cebirler lizerinde tanimli 6n ¢aprazlanmig



modiiller i¢in, Arvasi ve Ege (2003), Borceux, Janelidze ve Kelly (2005), Casas, Datuashvili
ve Ladra (2009), Casas, Datuashvili, Ladra ve Uslu (2012), Casas ve Ladra (1995) ve Norrie
(1990) de yapilmustir.

0.2 Tezin Yapisi

Birinci boliimde, asosyatif ve de8ismeli cebirler iizerinde tanimlanan On c¢aprazlanmis
modiiller hakkinda temel bilgiler, 6zellikler ve ornekler yer almaktadir. Ayrica, asosyatif ce-

birler icin bimultiplier ve degismeli cebirler i¢in multiplier kavramlarina da yer verilmistir.

Tanim 0.1 A bir asosyatif cebir olsun. f;: A — A ve f, : A — A lineer doniisimleri her

a,da’ € A igin,

D filaxd) = fila)*d
2) frlaxd) = axfi(d)
Naxfild) = frla)xd

sartlarin1 sagliyorsa (fj, f») ikilisine A nin bir bimultiplieri denir. A nin bimultiplierlerinin

kiimesi Bim(A) ile gosterilecektir.

Tanim 0.2 Asosyatif cebirler kategorisinde, d : A — Ao asosyatif cebir homomorfizmi ve Ay

1n A lizerine etkisi ile birlikte, her a; € A1 ve ag € Ag icin
d(“ay) =ag*d(ay),d(a}’) = d(ar)*ag

sartlar1 saglaniyor ise A : (A; BN Ap) ya bir 6n ¢aprazlanmig modiil denir. Eger, buna ek olarak

her ay,d| € A i¢in

d(ay)

/
d(“l)al =da| *a o

= dai *all

sartlar1 da saglanirsa, A : (A N Ap) ya bir caprazlanmig modiil denir.

A (A N Ap) ve A" : (A] <, A() iki 6n gaprazlanmis modiil olsun. Her a; € Ay ve
ap € Ap igin
F(®ar) =5 f(a), f(af*) = fa)*) ve d'f = gd
sartlarim1 saglayan f : Ay — A} ve g : Ay — A asosyatif cebir homomorfizimlerinin
olugturdugu (f,g) ikilisine A ile A’ 6n ¢aprazlanmis modiilleri arasindaki bir morfizim denir.
Asosyatif cebirler ilizerinde tanimli on c¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile ¢aprazlanmig

modiiller kategorisi sirasityla PXAss ve XAss seklinde gosterilecektir.



™y :A — A ve @ : A —> A birer asosyatif cebir homomorfizmi olmak iizere,
W] = M1, W09 = W9

sartlarn1 saglayan @o ve ; doniisiimleri ile birlikte (A, g, ®;) iigliilerinin kategorisi A ile

gosterilecektir.

P : A — PXAss funktoru su sekilde tanimlansin; A daki herhangi bir (A, g, ®;) objesi
icin, P(A, g, ), A1 = kermp, Ag = Img ve d = O |kerq, sartlarmin saglandigr A : (A, M,
Ao) seklindeki 6n gaprazlanmig modiildiir. S : PXAss — A funktoru da soyle tanimlansin;

herhangi bir A : (4, N Ap) on ¢aprazlanmig modiilii igin, S(A), her a; € Ay, ap € Ap i¢in
0)0((11,(10) = (O,ao) ve ® (al,ao) = (O,d((h) +a0)
sartlarin1 sa8layacak sekildeki S(A) := (A} x Ag, @, ®) igliisii olarak tanimlanir. Buradaki

A1 X Ag yari-direk ¢arpimi On caprazlanmig modiildeki etki tarafindan tanimlanir.

Bu iki funktor Ellis (1988) de tanimlandig1 gibi, PXAss ve A kategorileri arasinda bir dogal

denklik olusturur.

Tanmm 0.3 C bir degismeli cebir olsun. f : C — C lineer doniisiimii her ¢, ¢’ € C igin,

flexc)=fle)*c

sartin1 sagliyorsa, bu doniisiime C nin bir multiplieri denir. C nin multiplierlerinin kiimesi

Mul(C) ile gosterilecektir.

Tanim 0.4 Degismeli cebirler kategorisinde, d : C; — Cp degismeli cebir homomorfizmi ve

Co 1n C| lizerine etkisi ile birlikte, her ¢; € Cy ve ¢p € Cp i¢in
d(Cocl) = C0 *d(cl)

sart1 saglaniyor ise C : (C) N Cp) ye bir 6n ¢aprazlanmig modiil denir. Eger, buna ek olarak
her ¢1,¢| € C) igin

/
Ao = ¢ e

sart1 da saglanirsa, C : (C) N Co) ye bir caprazlanmis modiil denir.

C:(Cy M, Co) ve €' : (C} 4, Cp) iki 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Her ¢; € Cy ve ¢ € Gy
icin

d'f =gd ve f(©c1) = 8O f(cy)



sartlarii saglayan f : C; — C} ve g : Cyp — (|, degismeli cebir homomorfizimlerinin
olusturdugu (f,g) ikilisine € ile €' 6n ¢aprazlanmig modiilleri arasindaki bir morfizim denir.
Degismeli cebirler iizerinde tanimli 6n ¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile ¢aprazlanmig

modiiller kategorisi sirasiyla PXCom ve XCom seklinde gosterilecektir.

0 : C — C ve ®1 : C — C birer degismeli cebir homomorfizmi olmak iizere,
WM = 01, MW = O

sartlarin1 saglayan ®o ve o, doniisiimleri ile birlikte (C, g, ®;) iigliilerinin kategorisi C ile

gosterilecektir.

P : C — PXCom funktoru su sekilde tanimlansin; C deki herhangi bir (C, o, ®;) objesi
icin, P(C,09,01), C; =kermg, Co = Imwy ve d = O |kere, sartlarmin saglandig € : (C, A,
Co) seklindeki 6n ¢aprazlanmig modiildiir. S : PXCom — C funktoru da soyle tanimlansin;

herhangi bir € : (C; 4, Co) 6n caprazlanmig modiilii i¢in, S(C), her ¢; € C; ve ¢p € Cp igin
O)()(C] ,C()) = (O,Co) ve 01 (Cl,C()) = (O,d(cl) —|—C())

sartlarini saglayacak sekilde S(C) := (Cy x Cp, g, ;) tigliisii olarak tanimlanir. Buradaki C; x

Co yari-direk carpimi 6n caprazlanmis modiildeki etki tarafindan tanimlanir.

Bu iki funktor Ellis (1988) de tanimlandig1 gibi, PXCom ve C kategorileri arasinda bir
dogal denklik olusturur.

Ikinci boliimde, modifiye interest kategorisi tanimlanarak ona ait 6zellikler verilmis ve
aktor, kesin etki, genel aktor ve evrensel kesin genel aktor kavramlarina deginilmistir. Bu
tanimlamalar yapilirken, Boyaci, Casas, Datuashvili ve Uslu’nun “Modified Category of In-

terest” isimli makalesi dikkate alinmistir.

Orzech (1972), Datuashvili (1995), Casas, Datuashvili ve Ladra (2010) da interest katego-
rileri tanimlanmus ve iizerinde calismalar yapilmigtir. Birinci boliimde tanimlari verilen L, A ve
C kategorilerinin ise interest kategorisinin bir sartin1 saglamadig1 goriilmiis ve o sartin yerine
bagka bir sart getirilerek interest kategorisinin yeni bir ¢esidi olan modifiye interest kategorisi
elde edilmistir. Burada, bu calismalarda yer alan tanim ve ifadelerin {izerinde belli diizenlemeler

yapilarak modifiye interest kategorisinin tanimi verilecektir.

Q ve E sirasiyla, gruptaki islemler kiimesini ve grup kurallarimi i¢ine alacak sekildeki
ozdeslikler kiimesini temsil etmek iizere, C sistemi, £ ve [ ile birlikte gruplarin bir kategorisi

olsun ve bu kategori i¢in asagidaki sartlar saglansin:



Q;, Q daki i-li islemlerin kiimesi olsun ve C, C nin bir objesi olmak iizere x,y,z € C olsun.

Buna gore:
(a) Q=QyUQUQy;

(b) toplamsal grup islemleri olan 0, —, 4 islemleri, sirastyla g, 21 ve €2; nin elemanlaridir.
Ayrica, Q) = Q) \ {+}, Q] = Q; \ {—} olmak iizere, x € Q iken Q), x*°y = y «x seklinde

tanimlanan *° iglemini igerir ve Qo = {0} olarak kabul edilir;
(c) her bir * € Q) i¢in, E, x* (y+z) = x*y +x %z dzdesligini igerir;

(d) her bir ® € Q] ve x € Q) i¢in, E, oo(x+y) = 0(x) + o(y) ve 0(x) * 0(y) = o(x*y)

ozdesliklerini igerir.
Yukarida verilen sartlar dogrultusunda C, C nin bir objesi ve x1,x2,x3 € C olsun. Buna gore:

Aksiyom 1: Her * € Q) icin, x| + (x2 % x3) = (x2 *x3) +x7 dir.
Aksiyom 2: Her (x,%) € Q) x Q/, siral ikilisi i¢in,

(21 k2 )%x3 = W (xq (x2x3),x1 (x3x2), (x2X3) X7,
(x3x2)x1,x2(x1x3), X2 (x3X1 ), (X1X3) X2, (X3X7 )x2)

seklinde tanimlanan bir W kelimesi vardir. Yani, (x; * x)%x3 elemant, (x(x2x3),...) eleman-

larinin iirettigi alt cebirin elemanidir.

Tanmim 0.5 Aksiyom 1 ve Aksiyom 2 sartlariyla birlikte, C kategorisine modifiye interest kate-

gorisi denir.

Not 0.6 Boylelikle, Orzech (1972), Datuashvili (1995), Casas, Datuashvili ve Ladra (2010) da
yer alan interest kategorisi taniminda ®(x) * (y) = @(x *y) seklinde verilen esitlik, modifiye

interest kategorisi taniminda ®(x) * ®(y) = ®(x x y) olarak degismistir.

Tanmmm 0.7 Cy,C; € C, Cy n C; lizerinde derived etkisi ve d : C; — Cy, C de bir morfizim

olmak iizere, her r € Cy, c € Cy ve * € Q’Z i¢in,
(i) d(r-c)=r+9d(c)—r,
(i) d(r*c) =r=d(c)

sartlari saglandiginda, (Cy,Cy,d) ii¢liisiine C de bir 6n ¢aprazlanmis modiil denir.

Eger 0 : C; — Cp morfizmi, her ¢,c’ € Cy ve * € Q) i¢in,



(i) d(c) ' =c+ —c
(iv) d(c) x ' =cx
sartlarini da saglarsa, (Cy,Cy,d) iicliisiine C de bir ¢aprazlanmig modiil denir.

Tanmm 0.8 C bir modifiye interest kategorisi ve A, C nin bir objesi olsun. B € C ob-
jesinin, Borceux, Janelidze ve Kelly (2005) de bahsedildigi gibi, A i¢in bir split genisleme
siniflandiricist olabilmesi icin gerek ve yeter sart; B nin A iizerine bir derived etkisi olmak
lizere, A iizerinde bir derived etkisi olan her C € C objesi i¢in, her * € Q, a € A ve ¢ € C i¢in,

c-a=0(c)-a, cxa=@(c)*a seklinde taniml tek bir ¢ : C — B morfizminin var olmasidur.
Bu sart1 saglayan B € C objesine, A nin bir aktorii denir ve Act(A) seklinde gosterilir.

Tanim 0.9 A,B € C olsun. Herhangi b,b" € B verildiginde, her a € A, ® € Q] ve * € Q) icin,
b-a=b"-a, (0b))-a= (o)) a, bxa=>b"xave (0(b))xa= (w(b))xa sartlar1 altinda

b = b’ oluyorsa, B nin A iizerine etkisine kesin etki denir.

Tanim 0.10 A € C objesinin genel aktorii, Ci de A iizerinde bir derived etkiye sahip Cg nin bir
objesidir, GA(A) olarak gosterilir ve herhangi bir C € C objesi ve C nin A iizerinde bir derived
etkisi verildiginde, her ¢ € C, a € A ve * € Q) icin, c xa = ¢(c) *a seklinde tanimli C de tek
bir ¢ : C — GA(A) morfizmi vardir.

Tanim 0.11 Eger GA(A) genel aktoriiniin A tizerindeki etkisi kesinse, GA(A) ya A nin bir kesin
genel aktorii denir ve SGA(A) seklinde gosterilir.

Kosul 1: A € C olsun ve A iizerinde bir derived etkiye sahip olan C nin biitiin objelerinin
kiimesi {B,} je; ile gosterilsin. @;: B; — GA(A), j € J morfizmi de, her b; € Bj, a € A ve
* € Q) icin, b; xa=Q j (b) « a seklinde tanimlanan tek morfizmi gostersin. Buna gore, GA(A)

nin elemanlari, herhangi b € B;, b’ € B j» ¥ € Q’z ve i, j € J icin,

(9:(b) x@;(b'))%a =W (@;(b), ¢;(b):a:%,%)
esitligini saglar.

Tanim 0.12 Bir A objesinin evrensel kesin genel aktorii, Kosul 1 i saglayan bir kesin genel
aktordiir, USGA(A) seklinde gosterilir ve Kosul 1 i saglayan herhangi bir SGA(A) kesin genel
aktorii verildiginde, herhangi bir j € J i¢in y;m = ¢, seklinde tanimli, C kategorisinde tek bir
N : USGA(A) — SGA(A) morfizmi vardir. Buradaki @; : Bj — SGA(A) ve y; : B; — USGA(A)

morfizimleri, genel aktor tanimina gore olusturulan tek morfizimleri gosterir.



Teorem 0.13 C bir modifiye interest kategorisi ve A € C olsun. A nin bir aktoriiniin olabilmesi
icin gerek ve yeter sart USGA(A) X A yar1 direk ¢carpiminin C nin bir objesi olmasidir. Bu
durumda, Act(A) = USGA(A) olur.

Uciincii boliimde, asosyatif cebirler iizerinde tanimlanan 6n caprazlanmis modiillerin

aktorleri tanimlanmig ve bunlarla ilgili 6zellikler verilmistir.

Tamm 0.14 A : (A, LN Ap) bir 6n caprazlanmig modiil olsun. o ve [ sirasiyla A} ve Ag 1n
bimultiplierleri olmak tizere, (o, ) ikilisi doy » = B, ,d esitligi ile her ap € Ag ve a; € Ay igin

a)  oy(Pa) = Pilawg
b oya’) = (o(ar)®
) “(ay(a)) = Plwg
d (e = o

e) O(.r(aoal) = aOOCr(al)

0 (aa)e = af@

sartlarini saglarsa, bu ikiliye A nin bir bimultiplieri denir.

Oncelikle, A daki bir (A, g, ®;) objesinin aktorii olusturulmustur. Bunun igin asagidaki

yol izlenmistir:

A nin bimultiplierlerinden olusan (f, f°, f!) iigliileri verilsin ve bu iicliiler
M1)i=0,1igin, f/ @ = o;fi,,
M2)i=0,1icin, f o = @;f},,
M3)i=0,1igin, f! 0 = a;f},.
sartlarini saglasin. Bu sartlar1 saglayan biitiin iigliilerin kiimesi 2((A) ile gosterilsin. Buna gore,

her (f, /%, f") ve (¢,8%,&") € A(A) igin

(£S5 % (8.8".8") = (f 8./ x8" f1 x8")
seklinde tanimlanan ¢arpma islemi, bilesensel toplama islemi ve skaler carpma islemi ile bir-

likte, 2((A) bir asosyatif cebirdir.



Simdi de, ®y ve ®; tekli islemleri verilsin ve bu islemler @y : A(A) —
AA),@o(f, £, 1) = (£ 12, %) ve oy : A(A) — A(A), @1 (f, £, f1) = (f'. f', f!) seklinde
tanimlansin. Bu tekli islemlerle birlikte (2((A),®g,®1), A i¢inde bir objedir. Buna gore, 2A(A)
nin A iizerine bir asosyatif cebir etkisi vardir ve bu etki, her a € A ve (f, 2, f!) € A(A) icin,
AA) xA — A, ((f,£°,f1),a) = fi(a), Ax A(A) — A, (a,(f, O, f1)) = f,(a) seklinde ver-

ilen doniistimler ile tanimlanir.

Sonuc 0.15 (B(A), g, ®;) evrensel kesin genel aktorii, (A(A),®o,®;) objesine izomorftur ve

izomorfizim farkiyla aktoriin tek olmasindan dolay1, (2((A), ®g, ®;), (A, 09, ®; ) nin aktoriidiir.

Daha sonrasinda da, (A} X Ag,®p,®;) objesinin aktorii aragtirilmigtir.  Bunun i¢in, A :
(A; A, Ap) On ¢aprazlanmig modiilii ele alinmig ve buna bagl olarak (A} x Ag, ®p, ®; ) asosy-
atif cebiri elde edilmistir. f = (f}, f») € Bim(A] X Ap) doniisiimii tanimlanmig ve bununla ilgili
bazi sonuglar elde edilmistir. (A} X Ag, 09, ®;) asosyatif cebirinin aktorii (A(A; X Ag), ®g, ®;)

olarak bulunmustur.

Diger taraftan, A On ¢aprazlanmig modiiliiniin genellestirilmis bimultiplierlerinin kiimesi

olan BN (A) nin tanimi ve bununla ilgili zellikler verilmistir.

Arkasindan, her (o0, ') € BIM(A) icin, A(a,9,a!) = (a!,B) seklinde tanimlanan A :
BM(A) — Bim(A) 6n ¢aprazlanmig modiilii elde edilmistir.

Son olarak da, A : (A} — Ag) On ¢aprazlanmig modiiliiniin aktorii tanimlanmugtir.

Tamim 0.16 A : BM(A) — Bim(A) 6n c¢aprazlanmig modiiliine, A : (A; — Ap) on

caprazlanmig modiiliiniin aktorii denir ve Act(A) seklinde gosterilir.

Onerme 0.17 A : (A N Ap) bir 6n ¢aprazlanmis modiil, (A] X Ag, @, ® ), tekli islemlerle
birlikte buna bagli olarak elde edilen asosyatif cebir ve (2A(A; X Ag),®g,®;) de bu asosyatif
cebirin aktorii olsun. Buna gore, Act(A) = P(Act(S(A))) dir.

Dordiincii boliimde ise, yine benzer sekilde, de§ismeli cebirler iizerinde tanimlanan 6n
caprazlanmis modiillerin aktorleri tizerinde durulmus ve ornekler verilmistir. Ayrica, degismeli
cebirlerde taniml1 6n ¢aprazlanmig modiiller kategorisinde etkinin ve yari-direk ¢carpimin tanimi

yapilmugtir.

Tamim 0.18 C: (C) N Co) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun.



)y € Mul(Cy) ve pg € Mul(Co)
ii) dyy = pod
iii) Her ¢; € Cj, i = 0, 1 igin, u; (c1 - co) = co -y (c1) = py (o) - €1

sartlari saglandiginda (uy, ) ikilisine € nin bir multiplieri denir. € nin multiplierlerinin kiimesi

Mul(C) ile gosterilir.

Tanmm 0.19 C : (Cy N Cp) bir 6n caprazlanmig modiil olsun. 8,8; € Mul(C;), 9 bir
¢aprazlanmig multiplier (her co, c(, € Cp i¢in d(cocy) = co - 9(cy) esitligini saglayan bir k-lineer

doniisiim) ve Y = dd olmak iizere, her ¢ € Cp, ¢ € C igin,
1. 8(co-c1) =co-0(c1) = (9(co))cy

2.81(co-c1) =co-01(c1) = (Y(co)) - €1

3. yd = d5 = d§,

sartlarin1 saglayan (9,0, ) iicliilerine C nin genellestirilmis multiplierleri denir. Bu boliimde,

C nin genellestirilmis multiplierlerinin kiimesi 9t(C) ile gosterilecektir.

Onerme 0.20 C : (C N Cp) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. A : 9(C) — Mul(C),
(6,0,81) — (8,y) doniisiimii, her (8,0,01) € M(C) ve (u;,4y) € Mul(C) igin, Mul(C) x
M(C) — M(C), ((1y,49),(8,0,81)) —> (110, ;9,1,01) seklinde tanimlanan etki ile birlikte

bir 6n ¢aprazlanmig modiildiir.

Tamim 0.21 Onermede tanimlanan A 6n caprazlanmis modiiline € : (Cj N Cp) On

caprazlanmig modiiliiniin aktorii denir ve Act(C) seklinde gosterilir.

Onerme 0.22 C : (Cy N Cp) bir 6n ¢aprazlanmig modiil ve (C; x Cp,p,®;) de, bu 6n

caprazlanmig modiile denk olan degismeli cebir olsun. Buna gore, Act(C) = P(Act(S(C))) dir.

Tamim 0.23 C : (C; N Co) ve € : (C} <, C,) birer 6n ¢aprazlanmis modiil olsun. Eger
PXCom da,

0-C=&5e =0
seklinde bir split genisleme varsa, €’ niin € {izerine bir etkisi vardir denir.
Onerme 0.24 C: (C; LN Co) ve C': (C} N C}) birer 6n caprazlanmis modiil olsun ve €’ niin

C iizerine etkisi

05Cee 50
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split genislemesi tarafindan tanimlansin. Buna gore, Cy % C(’) niin C; % C{ tizerine, her ¢; € C;,

¢, eCl,i=0,1igin
(co,¢p) - (e1,¢1) = (co-c1+s0(cp) -e1+co-s51(ch), ¢ 1)

eklinde tamimlanan etkisi ile birlikte (d,d’) : C; x C| — Cy x Cj), bir 6n ¢aprazlanmis
$ 1 0

modiildiir.
Tanim 0.25 € niin C iizerine etkisi ile birlikte, C: (C; - Co) ve €' : (C} A, C) birer 6n

caprazlanmis modiil olsun. Buna gore, Onermede verilen
(d,d"):Cy xC} — CyxC

on ¢aprazlanmig modiiliine, €’ ve € 6n ¢aprazlanmig modiillerinin yari-direk ¢arpimi denir ve

C x € seklinde gosterilir.



BOLUM 1
TEMEL BILGILER

1.1 Giris

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan asosyatif cebirler, degismeli cebirler ve
Lie cebirleri {izerinde taniml1 6n ¢aprazlanmig modiillere ait temel bilgiler, 6zellikler ve bazi

ornekler yer almaktadir.

k, birimli ve degismeli sabit bir halka olsun. Tezin bundan sonraki boliimlerinde gecen
biitiin cebirler k ilizerinde tamiml1 ve asosyatif olacaktir. Asosyatif cebir ifadesi yerine kisaca

cebir, ayrica asosyatif ve degismeli cebir yerine degismeli cebir ifadesi kullanilacaktir.

1.2 Asosyatif Cebirler Uzerinde On Caprazlanmis Modiiller

A ve B herhangi iki cebir olsun. B nin A {izerine etkisi, her a,a; € A, b,b € B icin,

(b*bl)a — b(bla)

abxb)  — (ab)bl

Cafn = P
blaxa)) = (Pa)xay
(axa))’ = ax (a?)
ax(Pa)) = (a¥)*a

sartlarim1 saglayan (b,a) — Ya,(a,b) — a” seklinde taniml, k-bilineer B x A — A,A x

B — A doniigsiimlerinden olusur.

Tamim 1.1 A bir cebir olsun. f;: A — A ve f, : A — A lineer doniisiimleri her a,d’ € A i¢in,
D filaxd) = fi(a)*d
2) frlaxd) = axf(d)
Naxfi(d) = frla)*xd

sartlarin1 sagliyorsa (f7, f) ikilisine A nin bir bimultiplieri denir. A nin bimultiplierlerinin

kiimesi Bim(A) ile gosterilecektir.
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Sonug 1.2 Bim(A) iizerindeki ¢arpma iglemi, f := (f;,f;) ve g := (g1,8r) icin f*g :=
(f181, frgr) seklinde tanimlanir. Buradaki fg; ve f,g, bileske islemini ifade eder ve her a € A
icin (fig1)(a) = fi(gi(a)) ve (frgr)(a) = g,(fr(a)) dir. Buna gore, bu sekilde tanimlanan ¢arpma

islemi, alisilmis toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri ile birlikte Bim(A) bir asosyatif cebirdir.

Tanim 1.3 Cebirler kategorisinde, d : Ay — A¢ cebir homomorfizmi ve Ag 1n A iizerine etkisi

ile birlikte, her a; € A1 ve ag € Ap i¢in
d(®ay) =ag*d(ar),d(a{’) =d(ar)*agp

sartlar1 saglaniyor ise A : (A; LN Ap) ya bir 6n ¢aprazlanmig modiil denir. Eger, buna ek olarak
her a;,d] € Ay i¢in

/ d(d
d(a)) g, =d} *al,al( V) =ay *d}

sartlari da saglanirsa, A : (A LN Ap) ya bir caprazlanmig modiil denir.

A (A LN Ap) ve A’ : (A] LN A{) iki 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Her a; € A ve
ap € Ap i¢in

f(0ar) =5 flar), f(d) = flar)¥) ved'f = gd

sartlarin1 saglayan f : A — A) ve g : Ag — Aj, cebir homomorfizimlerinin olusturdugu (f,g)
ikilisine A ile A’ 6n ¢aprazlanmis modiilleri arasindaki bir morfizim denir. Cebirler iizerinde
tanimli On caprazlanmis modiiller kategorisi ile ¢aprazlanmig modiiller kategorisi sirasiyla

PXAss ve XAss seklinde gosterilecektir.

Ornek 1.1 7, A cebirinin iki yonlii bir ideali olsun. Buna gore, A nin [ iizerine eslenik etkisi ile
birlikte, inc. : I — A bir ¢aprazlanmis modiildiir. Ayrica, id : A — A ve inc. : 0 — A da yine

birer caprazlanmis modiil olur.

Ornek 1.2 C, bir tekil cebir olsun ve A nmin da C iizerine bir cebir etkisi olsun. Buna gore,
0 : C — A bir caprazlanmis modiildiir. C = A olarak alinirsa, 0 : A — A ve 0: A — 0 da
birer caprazlanmig modiil olur. Fakat, C tekil degilse, o zaman O : C — A bir 0n caprazlanmig

modiil olur.

Tamm 1.4 A ve Aj) sirasiyla A; ve Ag 1 altcebirleri olmak iizere, d’' = d 4] ise, A{) niin A
tizerine etkisi Ag 1n A iizerine etkisi tarafindan lretiliyor ve 0n ¢aprazlanmig modiil sartlarini
sagliyorsa, A’ : (A] N A{)) 6n caprazlanmig modiiliine A : (A, N Ap) On g¢aprazlanmig

modiiliiniin bir 6n ¢aprazlanmig altmodiilii denir.
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Tamm 1.5 A} ve Aj sirastyla A; ve Ap m ideali ve A’ : (A] N A(), A nin bir 6n ¢aprazlanmig
altmodiilii olmak iizere, her ay € Ag,d| € A} igin “(a}), (d})™ € A} ve her aj, € Ajj,a1 € A;
icin % (ay), (a1)% € A} ise, A’ : (A] N A{)) 6n ¢aprazlanmus altmodiiliine, A : (A i>A0) on

caprazlanmis modiiliiniin bir ideali denir. Bu durum A’ < A seklinde gosterilir.

A’ (A] N Af), A (A 2, Ao) 6n caprazlanmis modiiliiniin bir ideali olsun. Buna gére,
A/A’ bolim 6n ¢aprazlanmig modiilii, A;/A] — Ao/A( seklindeki 6n caprazlanmis modiil

olarak tanimlanir. Buradaki etki her ag € Ag ve a; € Ay icin [%![a;] = [*q,] seklinde tanimlanir.

oy :A —> A ve ®1 : A —> A birer cebir homomorfizmi olmak iizere,
W0 = 01, 10 = O

sartlarin1 saglayan ®o ve ®; doniisiimleri ile birlikte (A, g, ®;) iigliilerinin kategorisi A ile
gosterilecektir. Bu kategoride, (A, o, ®;) ve (A’,0),®]) elemanlar: arasindaki morfizimler
0, O], 0, ®; doniisiimleriyle uyumlu f: A — A’ cebir homomorfizimlerinden olusur. Burada

uyumluluktan kasit, @) f = fo;, i = 0, 1 esitliklerinin saglanmasidir.

P : A — PXAss funktoru su sekilde tanimlansin; A daki herhangi bir (A, wg,®;) objesi
i¢in, P(A, o, 1), Aj = ker®o, Ag = Imwy ve d = O ker, Olmak ilizere A : (A A, Ap)
seklindeki 6n ¢aprazlanmis modiildiir. S : PXAss — A funktoru da sdyle tanimlansin; her-

hangi bir A : (A, N Ap) 0n caprazlanmig modiilii i¢in, S(A), her a; € Ay, ap € A igin
(D()(al ,a()) = (O,a()) ve M (al ,ao) = (O,d(al) +a0)

olmak iizere S(A) := (A} X Ag,®p, ®) ti¢liisii olarak tanimlanir. Buradaki A; x Ag yari-direk

carpimu 6n ¢aprazlanmig modiildeki etki tarafindan tanimlanir.

Bu iki funktor Ellis (1988) de gosterildigi iizere, PXAss ve A kategorileri arasinda bir dogal

denklik olusturur.

1.3 Degismeli Cebirler Uzerinde On Caprazlanms Modiiller

C ve B herhangi iki degismeli cebir olsun. B nin C iizerine etkisi, her ¢,/ € C, b,b’ € B
icin,
(CE0 Pa— b(b’c)
Plexd) = (Pc)*c
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sartlarin1 saglayan (b,c) — “c seklinde tanimlanan, K-bilineer B x C — C doniisiimiinden

olusur.

Tanmm 1.6 C bir degismeli cebir olsun. f : C — C lineer doniisiimii her ¢, ¢’ € C igin,

flexd) = fle)x¢

sartin1 sagliyorsa, bu doniisiime C nin bir multiplieri denir. C nin multiplierlerinin kiimesi

Mul(C) ile gosterilecektir.

Sonug 1.7 Aligilmis toplama ve skalerle carpma islemleri ve her f, f € Mul(C) igin f* f' =
ff' seklinde tamimlanan ¢arpma iglemi ile birlikte Mul(C) bir deZismeli cebirdir. Burada ff,

f ile f’ niin bileskesini temsil etmektedir.

Ornek 1.3 Mul(C) := {f € Mul(C) | her g € Mul(C) igin, fg = gf} kiimesi tanimlansin. Buna
gore, Mul(C) bir degismeli cebirdir ve her f € Mul(C), ¢ € C i¢in, Mul(C) nin C iizerinde

Mul(C)xC — C
(f,C) — fCZf(C)

seklinde tanimli bir etkisi vardir.

Tanim 1.8 Degismeli cebirler kategorisinde, d : C; — Cp degismeli cebir homomorfizmi ve

Co 1n C| lizerine etkisi ile birlikte, her ¢; € Cy ve ¢o € Cp i¢in
d(Cocl) = C0 *d(cl)

sart1 saglaniyor ise C : (Cy <, Cop) ye bir 6n ¢aprazlanmis modiil denir. Eger buna ek olarak her
c1,¢} € Cy igin

/
d(cl)cl = Cll *C1

sart1 da saglanirsa, C: (C) LN Co) ye bir ¢aprazlanmig modiil denir.
C:(Cy N Co) ve €' : (C} N C,) iki 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Her ¢; € Cj ve ¢g € Cy
icin
d'f=gd ve f(Ver) = 8 f(cr)
sartlari1 saglayan f : C; — C} ve g : Cop — C, degismeli cebir homomorfizimlerinin
olusturdugu (f,g) ikilisine € ile €’ 6n ¢aprazlanmis modiilleri arasindaki bir morfizim denir.
Degismeli cebirler ilizerinde tanimli 6n caprazlanmis modiiller kategorisi ile ¢aprazlanmig

modiiller kategorisi sirasiyla PXCom ve XCom seklinde gosterilecektir.
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Ornekler 1.1 i) C bir degismeli cebir ve I da C nin bir ideali olsun. Buna gore,

inc.

1 —C,

herce Cveie€ligin

c-i=ci

seklinde tanimlanan etki ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiildiir. / =0 veya I = C olarak alinirsa,

strastyla O ey cve € € caprazlanmis modiilleri elde edilir.

ii) C bir degismeli cebir olsun. Her ¢, ¢’ € C igin, ad,(c¢") = cc’ olacak sekilde

C — ul(C)
c +— ad,

doniisiimii tanimlansin. Buna gore,
d
C — Mul(C),
her f € Mul(C) ve ¢ € Cigin

fe=f)

seklinde tanimlanan 9tul(C) nin C iizerine etkisi ile birlikte bir ¢aprazlanmig modiildiir.
ii1) Cp ve C; birer degismeli cebir ve Cy 1n da C; iizerine bir etkisi olsun. Buna gore,
0
Ci — Gy

sifir doniisiimii bir 6n caprazlanmis modiildiir. Bu doniisiimiin bir ¢aprazlanmig modiil olmasi

icin gerek ve yeter sart Cj in tekil olmasidir.

iv) C bir degismeli cebir olsun. Her cy,c2 € C igin, 7y(cy,c2) = ¢; seklinde tanimlt 7t :
C x C — C homomorfizmi ile her ¢,c,c; € C igin, ¢ (c1,¢2) = (cc1,0) seklinde tanimh C
nin C x C lizerine etkisi verilsin. Buna gore, C x C Iy C bir 6n caprazlanmis modiildiir, fakat,

bir ¢aprazlanmis modiil degildir.

v) C, tekil olmayan bir degismeli cebir olsun. Cy, := C/CC seklinde bir tanimlama yapilsin.
Buna gore, C,p nin C lizerine etkisi bir agikar etkidir. Bu durumda, 1t : C — Cy, kanonik pro-

jeksiyon doniisiimii bir 6n ¢aprazlanmis modiildiir, fakat, bir caprazlanmis modiil degildir.

vi) Cp ve C birer degismeli cebir ve Cy 1n da C; lizerine bir etkisi olsun. m; : Cy X C; —>
Co, 1 (co,c1) = ¢o kanonik projeksiyon déniisiimii ile Cp mn Cyp X C; iizerine ¢ - (cpy,c1) =

(coc,co - c1) seklinde tanimlh etkisi verilsin. Buna gore, Co x C; Ty Cy bir 6n caprazlanmig
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modiildiir, fakat, bir caprazlanmis modiil degildir.

vii) Degismeli cebirler iizerinde tamml C : (Cy LN Co) ve €' : (C} <, Co) On caprazlanmig
modiilleri verilsin. Buna gore,

5:C1><Ci — Co
(c1,cy) V= d(cr)+d'(c}),

her ¢p € Cp, ¢1 € Cy ve ¢} € C} igin
/ /
co-(c1,¢1) = (co-c1,c0- 1)

seklinde tanimlanan etki ile birlikte bir 6n caprazlanmis modiildiir, fakat, bir ¢aprazlanmis
modiil degildir. Buradaki yari-direk ¢arpim, C} niin C) iizerine etkisi ile elde edilir ve C} niin

C lzerine etkisi de Cp 1n Cj lizerine etkisi yardimiyla tanimlanir.

Tamim 1.9 C| ve C| sirasiyla C; ve Cp 1n degismeli altcebirleri olmak iizere, d’ = d c ise,
C,, niin C} iizerine etkisi Cp 1 C; iizerine etkisi tarafindan iiretiliyor ve on ¢aprazlanmig
modiil sartlarini saghyorsa, € : (Cj N Cp) on caprazlanmis modiiliine C : (Cy -, Co) on

caprazlanmis modiiliiniin bir 6n ¢aprazlanmis altmodiilii denir.

Tanim 1.10 Cj ve C|) sirastyla C; ve Cp 1n ideali olmak iizere, her ¢ € Cy, ¢ € C} igin ©°(c}) €
C} ve her ¢ € C), c1 € Cy igin “0(c1) € C} ise, € : (C} N C,) 6n caprazlanmig altmodiiliine, C:

(C N Co) 6n ¢aprazlanmig modiiliiniin bir ideali denir. Bu durum €’ < € seklinde gosterilir.

e (C N Cp), C: (G N Co) 6n ¢aprazlanmig modiiliiniin bir ideali olsun. Buna gore,
€/C’ boliim 6n caprazlanmig modiilii, C;/C] — Cp/C}, seklindeki 6n ¢aprazlanmig modiil

olarak tamimlanir. Buradaki etki her ¢o € Cy ve ¢ € C igin [/[¢|] = [0¢|] seklinde tanimlanr.

Tamim 1.11 (f,g) : € — €’ 6n ¢aprazlanmig modiil homomorfizminin ¢ekirdegi, € nin
(Ker f,Kerg, d|ker r) seklindeki idealidir. (f, g) nin goriintiisii de, (Im f,Im g, d’|1m ¢) seklindeki

on caprazlanmis altmodiildiir.

Tamim 1.12 (f,g): € — € ve (f,¢'): ¢ — €”, 6n ¢aprazlanmig modiiller arasinda birer
(f?g) e/ (f/ag/)

0 — € — €& — @” — 0 dizisi her bir bileseninde tamsa, bu diziye kisa tam dizi veya

morfizim olsun. Im(f,g) = Ker(f”,g") ise, C € dizisi €’ nde tamdir denir.
on caprazlanmis modiillerin genislemesi denir. Buradaki 0, asikar 6n ¢aprazlanmis modiiliinii,
diger bir ifadeyle, PXCom daki sifir objesini gosterir. Eger (f’,¢’) nin bir boliimii mevcutsa,

bu genislemeye split genisleme adi verilir.
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0 : C — C ve @1 : C — C birer degismeli cebir homomorfizmi olmak iizere,
WoW; = M1, W09 = W9

sartlarin1 saglayan @o ve o doniisiimleri ile birlikte (C, g, ®;) iigliilerinin kategorisi C ile

gosterilecektir.

P : C — PXCom funktoru su sekilde tanimlansin; C deki herhangi bir (C, 0o, ®;) objesi
i¢in, P(C,m9,0), Ci =kermg, Co = Imy ve d = O |kerw, sartlarinin saglandigs € : (C A,
Co) seklindeki 6n ¢aprazlanmig modiildiir. S : PXCom — C funktoru da soyle tanimlansin;

herhangi bir C: (Cy LN Cp) 6n ¢aprazlanmig modiilii i¢in, S(C), her ¢; € Cj ve ¢g € Cp igin
(J)()(Cl,C()) = (O,C()) ve O (Cl,C()) = (O,d(cl) -I-C())

sartlarini saglayacak sekilde S(C) := (Cy x Cp, 09, ;) tigliisii olarak tanimlanir. Buradaki C x

Cy yari-direk ¢arpimi 0n caprazlanmig modiildeki etki tarafindan tanimlanir.

Bu iki funktor Ellis (1988) de tanimlandig1 gibi, PXCom ve C kategorileri arasinda bir
dogal denklik olusturur.

1.4 Lie Cebirleri Uzerinde On Caprazlanns Modiiller

Bu boliimde sadece, tezin bundan sonraki boliimlerinde kullanilacak olan, Lie cebirleri
tizerinde taniml1 6n ¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile ilgili bazi notasyonlar verilecektir. Bu
kategoriyle ilgili yapilan tanimlar ve islemlerin ayrintilar1 Casas, Datuashvili, Ladra ve Uslu

(2012) da yer almaktadr.

Bu tezde, Lie cebirleri lizerinde tanimli On caprazlanmis modiiller kategorisi ile
caprazlanmis modiiller kategorisi sirasiyla PXLie ve XLie seklinde gosterilecektir. Ayrica,

o : L — L ve ® : L — L birer Lie cebir homomorfizmi olmak {iizere,
W0 = 01, 10 = O

sartlarini saglayan oy ve ®; doniisiimleri ile birlikte (L, 00, o) iicliilerinin kategorisi de L ile

gosterilecektir.



BOLUM 2

MODIFIYE INTEREST KATEGORISI

2.1 Giris

Genel olarak bu boliim, Boyaci, Casas, Datuashvili ve Uslu’nun “Modified Category of
Interest” isimli makalesi esas alinarak hazirlanmig ve 6n caprazlanmig modiillere genelleme

yapilmistir.

2.2 Modifiye Interest Kategorisi ile Ilgili Bazi Tammlar ve Ozellikler

Orzech (1972), Datuashvili (1995), Casas, Datuashvili ve Ladra (2010) da interest kat-
egorileri tammmlanmis ve bu kategorilerde bazi cebirsel ozellikler incelenmigtir. Burada, bu
caligmalarda yer alan tanim ve ifadelerin iizerinde belli diizenlemeler yapilarak interest kate-

gorisinin yeni bir ¢esidinin, yani modifiye interest kategorisinin, tanimi verilecektir.

Oncelikle, yeni olusturulan olan interest kategorisinin tanimi icin gerekli olan Q ve E
kavramlarina ve bunlara bagh olarak, interest kategorisinde oldugu gibi, saglanmasi gereken

sartlara deginilecektir.

Q ve E sirasiyla, gruptaki islemler kiimesini ve grup kurallarini i¢ine alacak sekildeki
Ozdeslikler kiimesini temsil etmek iizere, C sistemi, Q ve [ ile birlikte gruplarin bir kategorisi

olsun ve bu kategori icin asagidaki sartlar saglansin:

Q;, Q daki i-li igslemlerin kiimesi olsun ve C, C nin bir objesi olmak iizere x,y,z € C olsun.

Buna gore:
(a) Q=QyUQUQ,;

(b) toplamsal grup islemleri olan 0, —, 4 islemleri, sirastyla Qg, 21 ve ) nin elemanlaridir.
Ayrica, Q) = Q) \ {+}, Q] = Q; \ {—} olmak iizere, x € Q iken Q), x x°y = y «x seklinde

tanimlanan *° iglemini igerir ve Qo = {0} olarak kabul edilir;

(c) her bir x € Q) i¢in, E, x* (y+z) = x*y +x*z dzdesligini igerir;
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(d) her bir ® € Q] ve x € Q) icin, E, 0o(x+y) = 0(x) + o(y) ve 0(x) * 0(y) = o(x*y)

0zdesliklerini icerir.

Simdi de, yeni interest kategorisinin tanimui i¢in gerekli olan iki aksiyom verilecektir.

Yukarida verilen sartlar dogrultusunda C, C nin bir objesi ve x1,x3,x3 € C olsun. Buna gore:

Aksiyom 1: Her * € Q) i¢in, x1 + (x2 % x3) = (x2 *x3) +xy dir.
Aksiyom 2: Her (x,%) € Q) x Q/, siral ikilisi i¢in,

(1 % xp)%x3 = W (g (xpx3),x1 (x3%2), (23 ) X1,

(3x2)x1,x2 (x1x3), 22 (x3x1), (13 )x2, (X3X7 )x2)

seklinde tanimlanan bir W kelimesi vardir. Yani, (x] *x)%x3 elemant, (xj(xx3),...) eleman-

larinin tirettigi alt cebirin elemanidir.

Not 2.1 Tezin bundan sonraki kisimlarinda Aksiyom 2 deki esitligin sag tarafi W (xy,x2;x3; %, %)

olarak temsil edilecektir.

Tanmim 2.2 Aksiyom 1 ve Aksiyom 2 sartlariyla birlikte, C kategorisine modifiye interest kate-

gorisi denir.

Not 2.3 Boylelikle, Orzech (1972), Datuashvili (1995), Casas, Datuashvili ve Ladra (2010) da
yer alan interest kategorisi taniminda ®(x) * (y) = ®(x *y) seklinde verilen esitlik, modifiye

interest kategorisi taniminda ®(x) * ®(y) = ®(x * y) olarak degismistir.

Yukaridaki tanimda yer alan (c) ve (d) esitliklerini ve grup kurallarini igeren, [E nin alt
kiimesi E¢ ile, buna bagl olarak elde edilen kategori de Cg ile gosterilsin. Buna gore, Eg — E,

C=(QE), Cs=(Q,Eg) olmak iizere, C — Cg tam i¢ine funktoru elde edilir.

Bundan sonrasi i¢in, Aksiyom 1 ve Aksiyom 2 digindaki sartlar1 saglayan kategori, C kate-

gorisinin bir genellemesi olarak, Cg seklinde gosterilecektir.

Ornek 2.1 Birinci boliimde tamimlart verilen L, A ve C kategorileri interest kategorisi ol-
mamasina ragmen birer modifiye interest kategorisidir. Daha genel olarak, Ellis (1988) de
bahsedilen her cat”-cebiri (Lie cebiri, Leibniz cebiri, Jordan cebiri) bir modifiye interest

kategorisidir.

Burada sadece A icin ayrintili bir aciklama vermek yeterli olacaktir. L ve C icin de benzer

islemler yapilabilir.
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A: (A i>A0), asosyatif cebirler kategorisinde bir 6n ¢aprazlanmig modiil ve (A] X Ag, ®g, ®1 )
de buna bagh olarak elde edilen A da bir obje olsun. @y ve ®; islemleri birinci bsliimde

bahsedildigi gibi her a; € Ay, ag € Ay icin,
0)0((11,(10) = (O,ao) ve 01 (al,ao) = (O,d((h) +a0)

seklinde tamimlidir. Ayrica, A1 X Ag lizerindeki “x” iglemi de, Tanim 2.9 da verildigi gibi her

ai,dy € Ay, ap,aj, € Ay igin,
/ / / / / /
(ay,ap) * (a1,a0) = (] *xa) +a) *ao+ag*ay,ag*ap)

seklinde tanimlidir. Burada sadece modifiye interest kategorisinin tanimindaki “o(x) % @(y) =
®(x*y)” sartinin kontrol edilmesi yeterli olacaktir, diger sartlar interest kategorisinde verilen-

lerle aynidir.

.,

Buna gére, y islemi, 6nce “” islemi acilarak uygulandiginda, her a;,d| € A1, ao,ay € Ay igin,
o ((d),ap) * (a1,a0)) = wo(d} * a1 +d| *ag+ ay * ar,af* ag) = (0,aq *ao)

olarak bulunur. Diger taraftan, ©y islemi, (a},a;) ve (a1,ao) i¢in ayri ayr uygulanirsa

o (a},ag) *0o(ar,ap) = (0,ap) * (0,a0) = (0,aq*ao)

elde edilir. Dolayistyla, wo((a},ap) * (a1,a0)) = wo(a),ap) * wo(ai,ap) oldugu goriiliir.

Oysa ki, interest kategorisinin tanimindaki “o(x) * (y) = o(x*y)” sartina gore islem yapilsaydi
wo(d),ap) * (a1,a0) = (0,ap) * (a1, a0) = (ag *ay, ay * ao)

ifadesi elde edilecekti ve dolayisiyla @o((a},ap) * (a1,a0)) = wo(d),ap) * (ar,ao) esitligi

saglanmamis olacakti. Yine benzer sekilde, ; islemi i¢in de ayn1 adimlar takip edilebilir.

o1 ((d},ap) * (a1,a0)) = 01(a] *ay +a) *ap + ay * ay,ay * ap) = (0,d(d} x a1 +d} xag + ag *

ar) +ag*ag) = (0,d(d)) xd(ar) +d(d)) xao+ap*d(ar) + ag * aop)
olarak bulunur. Diger taraftan,

o (d},ap) * 1 (ar,a0) = (0,d(d}) +ap) * (0,d(ar) +ao) = (0, (d(d}) + ap) = (d(ar) +ap)) =
(0,d(a}) *d(a1) +d(d)) *ap+ay xd(ar) +ap = ao)

elde edilir. Dolayisiyla, 0y ((a},ap) * (a1,a0)) = o (d},ap) * @ (a1, a0) esitligi saglanms olur.
Fakat, yine ayn1 gekilde interest kategorisinin tanimindaki “o(x) * (y) = @(x*y)” sartina gore

islem yapilirsa,
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o (d},ap) * (a1,a0) = (0,d(d}) + a) = (a1,a0) = ((d(d}) + a) xar, (d(d}) + agy) = ao)

ifadesi elde edilir, yani, o ((d},ag) * (a1,a0)) = 01(a},ap) * (a1, a0) esitligi saglanmamusg olur.
Sonug olarak, A nimn bir interest kategorisi olmadig1 halde, modifiye interest kategorisinin

sartlarini sagladig1 gosterilmis oldu.

Tanmim 2.4 C € C olmak iizere, eger C nin bir alt objesi bazi morfizimlerin ¢ekirdegi olarak

yazilabiliyorsa buna C nin bir ideali denir.

Teorem 2.5 C kategorisinde A, B nin bir alt objesi olsun. Buna gore, A alt objesinin B nin bir

ideali olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki sartlarin saglanmasidir:
(1) A, B nin normal alt grubudur;

(ii) hera € A, b € B ve * EQ’2 icin, axb € A dir.

ispat: A, B nin bir ideali olsun. Bu durumda A, f : B — B’ seklinde bir morfizmin
cekirdegidir. f morfizmi, grup homomorfizmi sartin1 sagladiginda, herhangi a € A elemanina
karsilik, her b € Bi¢in, f(b+a—0b) = f(b)+ f(a) + f(—b) = f(b)+ 0+ f(—b) = f(b—b) =
f(0) = 0 oldugundan b+a—b € A dir. Yani A, B nin normal alt grubudur. Diger taraftan,
her x € Qf, a € A ve b € Bi¢in, f(axb) = f(a)* f(b) = 0x* f(b) = 0 oldugundan, axb € A
dir. Tersine, (i) ve (ii) sartlarindan, B/A boliim objesi elde edilir. Buradan A, p: B — B/A

projeksiyonunun ¢ekirdegidir. Yani A, B nin bir ideali olur. []

Tanmim 2.6 A,B € C olsun. p bir epimorfizim ve i, p nin ¢ekirdegi olmak {izere, B nin A

tarafindan genislemesi asagidaki gibi bir dizi ile temsil edilir:

0—sA—>pg-?L

B 0 (2.1)

Ayrica, ps = 1p olacak sekilde bir s : B — E morfizmi varsa bu genislemeye split genisleme

denir.
Tanim 2.7 B nin A tarafindan olusturulan split genislemesine B-yap1 denir.

Tanmim 2.8 Her * € ; icin f, : A X B — A doniisiimii varsa, A,B € C i¢in B nin A {izerine
etkilerinin bir kiimesi vardir denir. Bir B-yap1, C deki islemlere gore B nin A {izerine etkisini

iiretir. Eger (2.1) dizisi bir split genislemeyse, b € B, a € A ve * € &) i¢in,

b-a=s(b)+a—s(b), (2.2)
bxa=s(b)*a. (2.3)



22

seklinde tanimlanan etkiler mevcuttur. (2.2) ve (2.3) tarafindan tanimlanan etkilere B nin A
iizerindeki derived etkileri denir. Tezin bundan sonraki kisimlarinda b*a ifadesi, hem nokta

hem de yildiz etkisini belirtmek i¢in kullanilacaktir.
Tanmm 2.9 B nin A iizerine etkisi verilsin. Buna gore, A X B yari-direk carpimi A X B kiimesi
lizerinde, her a,a’ € A ve b,b’ € B i¢in, lizerindeki islemler
o(a,b) = (o(a), (b)),
(d',b)+ (a,b) = (d + b -a,b' +D),
(d',b')x(a,b) = (d'xa+d b+ xa,b' xb).
seklinde taniml1 olan bir evrensel cebirdir.

Teorem 2.10 B nin A iizerine etkisinin bir derived etki olabilmesi icin gerek ve yeter sart A X B

nin C nin eleman1 olmasidir.

Ispat: B nin A iizerine asagidaki split genisleme tarafindan tanimlanan bir derived etkisi
olsun.

0 A E B 0

Burada sadece A x B nin, modifiye interest kategorisi i¢in verilen yeni sarti sagladigi
gosterilecektir, diger sartlar kolaylikla kontrol edilebilir. Modifiye interest kategorisinin

tanimindan yola ¢ikilarak,

o((d,b) * (a,b)) = o(d xa+d «b+ b xab xb) = (0(d+*a) + o(d *b) +
o (b xa), 0 xb)) = (0(d) * ®(a) + ©(d) *x (D) + (D) * w(a),0(d) * ®(b)) =
(o(d),0())*(®(a),n(d)) =on(d,b)*n(a,b) oldugu bulunur. [J

Onerme 2.11 Cg de, B nin A iizerine etkisinin bir derived etki olabilmesi icin gerek ve yeter

sart her ® € Q' , x € Q), b,b,by € B, a,aj,a; € A ve x,y,z,t € AUB i¢in asagidaki sartlarin

saglanmasidir:

1.0-a=a,
2.b-(ay+ay)=b-a;+b-ay,
3. (bi+Dby)-a=Dby-(by-a),
4.bx(a;+ar) =bxa+bx*ay,
5. (b1 +by)xa=byxa+byxa,
6. (b1xby)-(a) *ay) = aj xay,
7. (b1 xby)-(axb) =axb,
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8. a1 *x(b-ay) =ay xay,
9.bx(by-a) =bxa,

10. o(b-a) = o(b) - ®(a),
11. o(axb) = o(a) xo(b),
12. xxy 4zt =72t +Xx%).

Ispat: Tamim 2.8, 2.9 ve Teorem 2.10 kullanilarak ispat yapilabilir. (]

Not 2.12 Onerme 2.11 deki 11. sart, interest kategorisi icin Casas, Datuashvili ve Ladra (2010)

da o(axb) = ®(a) * b olarak verilmistir.
Ornek 2.2 (A, (0’?, 0)‘3) ve (B, (x)lf ) (Dg ), A da iki asosyatif cebir olsun. Ayrica, B nin A {izerine

03A—=ESB—0

split genislemesi tarafindan elde edilen bir derived etkisi olsun. Buna gore, Tanim 2.8 ve
Onerme 2.11 den hareketle her a,a’ € A, b,b’ € B icin,
(bxb")xa=Dbx* (b *xa)
ax(bxb')= (axb)*xb
(bxa)xb =bx*(axb)
bx(axd)= (bxa)*d
(@ *xa)xb=d x(axD)
ax(bxd)= (axb)*xd
esitlikleri elde edilir.
Diger taraftan, ker 0)/3’3 * ker(o’?’B =0, ker 0)?73 * kerco‘g’B = 0 oldugundan her a € kerm‘g, be
kermg i¢in,
bx (o (a) —a) =0,(o} (a) —a)xb=0
ve
(@f(b) —b)xa=0,ax (0] (b)—b) =0
esitlikleri elde edilir.
Sonug olarak, her b € ker(og ,a € ker(né‘ i¢in,

bxf(a) =P (b)xa=bxa

ve
o} (a)xb=axof(b) =axb

elde edilmis olur.
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Tanmm 2.13 Cy,C; € C, Cy 1n C; iizerinde derived etkisi ve 0 : C; — Cp, C de bir morfizim

olmak iizere, her r € Cy, ¢ € C; ve * € Q) i¢in,
(i) d(r-c)=r+9d(c)—r,
(ii) d(rxc) =r=*9d(c)

sartlar1 saglandiinda, (Cy,Cy, ) iigliisiine C de bir 6n ¢aprazlanmig modiil denir.

Eger 0 : C; — Cp morfizmi, her ¢,c’ € Cy ve * € Q) i¢in,

(i) d(c) ' =c+ —c

(iv) d(c) x ' = cx(

sartlarini da saglarsa, (Cy,Cy,d) ii¢liisiine C de bir ¢aprazlanmig modiil denir.

Tanim 2.14 (C;,Cy,0) ve (C},Cp,9"), C de iki (6n)¢aprazlanmis modiil olsun. Her r € Cy,
c € Cy ve x € Q) icin,

pod(c) = a/:ul(c)a
pi(r-c) =po(r)-u(c),
py (r*c) = p(r) *uy (c)

sartlarin saglayan g : Co — C|) ve u; : C; — C morfizimlerinin olusturdugu (u;, 1) ikilisine

(C1,Co,0) ile (C},Cy,d") (dn)gaprazlanmis modiilleri arasindaki bir morfizim denir.
Tanim 2.15 A, B nin bir ideali olsun. Buna gore,

Cp(A) = {b € B |her a € A, tekli islem o ve * € Q) icin, a+b=b+a, a+ 0b = wb+a,
axb=0,0(b)xa=0}

kiimesine A nin B deki merkezleyicisi denir. Buradaki o, Q) ndeki tekli iglemlerin herhangi bir

sonlu bilesimidir.

Ornek 23 L : L, LN Ly, Lie cebirler kategorisinde bir Oon c¢aprazlanmig modiil ve A :
Aq 4, Ap da L nin bir ideali olsun. Buna gore, L deki L' := (L; x Ly, ®, @) ve A" :=
(A} x Ap,®1,0) objelerinden yola ¢ikilarak Cp/(A") = {(l1,lo) |her (a1,ap) € A; x Ag igin,
(It,a] 4% 1, =1 ay [ag, Io]) = 0, (Pay, [ao, lo]) =0, (d(h>+10a1, lao, 10]) — 0} elde edilir.

Not 2.16 P:LL —: PXLie ve S : PX Lie — L funktorlari, bir merkezi yine bir merkeze tagirlar.

Bu durum, A ve C i¢in de gecerlidir.
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Yardimer Teorem 2.17 Bir modifiye interest kategorisinde, Cp(A), B nin bir idealidir.

Ispat: Tamim 2.15 den yola ¢ikilarak gosterilebilir. ]

2.3 Modifiye Interest Kategorisinde Etki ve Aktor Objesi

Simdi, bir objenin aktorii kavramina giris yapilacak ve C bir modifiye interest kategorisi
olmak iizere, C de, bir objenin Kesin etkisi, genel aktorii ve evrensel kesin genel aktorii kavram-
larma yer verilecektir. Bu kavramlar, Casas, Datuashvili ve Ladra (2010) dakine benzer bir

sekilde ve modifiye interest kategorisi icin bazi diizenlemeler yapilarak verilecektir.

Tanmim 2.18 C bir modifiye interest kategorisi ve A, C nin bir objesi olsun. B € C ob-
jesinin, Borceux, Janelidze ve Kelly (2005) de bahsedildigi gibi, A i¢in bir split genisleme
siniflandiricist olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart; B nin A iizerine bir derived etkisi olmak
lizere, A iizerinde bir derived etkisi olan her C € C objesi igin, her x € Q), a € A ve ¢ € C igin,

c-a=@(c)-a,cxa=(c)*a seklinde tanimli tek bir @ : C — B morfizminin var olmasidir.
Bu sart1 saglayan B € C objesine, A nin bir aktorii denir ve Act(A) seklinde gosterilir.
Not 2.19 Tanim 2.18 den anlagilacagi iizere, bir objenin aktorii izomorfizim farkiyla tektir.

Tanim 2.20 A, B € C olsun. Herhangi b,b’ € B verildiginde, her a € A, ® € Q] ve * € Q) icin,
b-a=b"-a, (0b))-a= (o)) a, bxa=>b"*xave (0(b))xa= (b)) xa sartlar1 altinda

b = b’ oluyorsa, B nin A iizerine etkisine kesin etki denir.

Not 2.21 Cg deki derived etkiler sz konusu oldugunda tanimda verilen sart
“Hera € A, @ € Q) ve x € Q) i¢in, b-a =a, (0(b))-a=a, bxa=0ve (0(b))*xa =0 ise,
b=0dr”

sartina denk olur.

Not 2.22 Genellikle, b * a = 0 sart1 ® (b) * a = 0 olmasin1 gerektirmez. Ornegin, L : L, N Ly
Lie cebirler kategorisinde bir 6n ¢aprazlanmis modiil ve A; = kerd olsun. Buna gore, A : A} LN
0, L nin bir ideali olur. L' := (L; x Lo, ®1,mp) ve A’ := (A} ¥ 0,01,0) olsun. [; € Z(L;)
ise, her a; € Ay igin, [(/1,0),(a1,0)] = 0 olur. Fakat, [®;(/1,0),(a1,0)] =[(0,d (1)), (a;1,0)] =
(d(ll)al,O) ifadesi, d (1) € stz L1 veya a; € Lfo oldugunda sifira béliiniir. Buradaki st7,L; ve

Lfo kavramlarinin tamimlari, Casas, Datuashvili, Ladra ve Uslu (2012) da verilmistir.
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Ornek 2.4 Herhangi bir A € C objesi icin, A nin kendisi iizerine etkisi, her a,a’ € A ve x € Q)
icin,a-d’ = a+d —a,axd = ax*d seklinde tanimlanir. Burada * sembolii, sol tarafta etkiyi,

sag tarafta A daki islemi gosterir. Bu etkiye, A nin kendisi lizerindeki eslenik etkisi denir.

Ornek 2.5 AcCveZ (A) = 0 olsun(Merkez tanimi1 Tanim 2.35 da verilmistir). Buna gore, A

nin A lizerindeki eslenik etkisi kesindir.

Onerme 2.23 Bir derived etkinin kesin olmasi icin gerek ve yeter sart (2.1) de verilen split

genislemede Im(s) (" Cg(A) = 0 olmasidir.

Ispat: Tamim 2.15 ve 2.20 kullanilarak ispat yapilabilir. [J

Ornek 2.6 A € C olsun. Eger A objesinin aktorii varsa, Act(A) nin A iizerindeki derived etkisi

kesindir.

Not 2.24 A € C olsun. Eger Act(A) varsa, Tanim 2.18 ve Ornek 2.4 ten hareketle, her a,a’ € A
icin, B(a)-d = a-d ve B(a) *d’ = axd seklinde tanimlanan C de tek bir B : A —Act(A)

morfizmi vardir.
Onerme 2.25 A € C objesinin aktorii varsa:
(a) B: A — Act(A) bir ¢caprazlanmig modiildiir.

(b) B:A — Act(A), tamm kiimesi A olan ¢aprazlanmig modiiller kategorisinde bir terminal

objedir.

(c) Bu 6zelligi saglayan izomorfizim farkiyla tek bir ¢aprazlanmis modiil vardir.
(Yani; C, A min bagka bir aktorii olmak iizere, y: A — C caprazlanmis modiilii varsa,

(A,Act(A),B) = (A,C,7) seklinde bir ¢aprazlanmis modiiller izomorfizmi vardir)

Ispat: (a) Burada, herhangi a,d’ € A, b € Act(A) ve x € Q) icin,
i)B(a)-d =a+d —a,

i1)B(b-a) = b+ B(a) —b,
iii\p(a) xd' = axd

w)B(bxa) =bx*P(a).

esitliklerinin dogrulugunun gosterilmesi gerekmektedir. A nin kendisi iizerinde bir eslenik etkisi

(
(
(
(

oldugu icin, buradan (i) ve (iii) esitlikleri elde edilir. (i). esitlik kullanilarak (ii). esitlik i¢in,

(B(b-a))-d =b-a+d —b-a,
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(b+B(a)—b)-d =b-(Bla)-(—b-d))=b-(a—b-d —a)=b-a+d —b-a.
ifadeleri yazilabilir. Ayrica, Onerme 2.11 deki 8. sarttan
(B(b-a))xd = (b-a)xd =axd.
elde edilir. Diger yandan, Onerme 2.11 deki 12. sart kullanilarak
(b+PB(a) —b)*d =bxd +PB(a)xd —b*xd =PB(a)*d =axd.

elde edilir. Herhangi bir @ € Q] tekli iglemi i¢in, Onerme 2.11 deki 10. sart uygulanirsa,

o(B(b-a)) =B(w(b-a)) = B(o(b) - o(a)),
elde edilir. Buradan da,

o(b+Bla) — b) = 0(b) +B(e(a)) — o(b).

oldugu bulunur.

Yukaridaki esitliklerde gosterildigi iizere, B(®(b) - ®(a)) ve ®(b) + B(w(a)) — w(b)
bicimindeki elemanlar, nokta etkisiyle, herhangi bir ¢’ € A elemani iizerinde ayni sekilde etkiye
sahiptirler. ®p,...,®, tekli islemlerinin herhangi bir sonlu bilesimi i¢in de, bu esitlikler benzer

bir sekilde elde edilebilir. Ornek 2.6 ya gore, Act(A) nin A iizerine etkisi kesin oldugundan (ii).
esitlik elde edilir.

(iv). esitlik icin, Aksiyom 1 in bir sonucu olarak, modifiye interest kategorisindeki derived
etkinin ozelliginden B(b*a)-d' = (b*a)-d' = d esitligi elde edilir. Ayni 6zellikten (b *(a)) -
a = d esitligi de yazilabilir. Yildiz islemi igin, (A U B) kiimesi i¢in Aksiyom 2 uygulanirsa ve

B(a)*d = axd oldugu dikkate alinirsa
B(bxa)xd = (bxa)*d,

(b+B(a))xa’ = (bxa)xd,

esitlikleri elde edilir. Diger yandan,
o(B(bxa))xd =B(w(bxa))xd =w(bxa)*d = (o(b)*®(a))*d
esitlikleri ve Aksiyom 2 den de

o(b*B(a))xd = (o(b) xwP(a)) xa' = (0(b) xPw(a))xa' = (o(b) xw(a))*d
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esitlikleri yazilabilir.

Act(A) nin A tizerinde bir kesin etkisi oldugundan, elde edilen esitlikler (iv). esitligin dogru

oldugunu gosterir.

(b) Yukarida ispat1 verilen (a) ifadesinden, caprazlanmis modiiliin tanimindan, bir aktoriin
evrensel bir obje olmasindan ve A nin aktorlerinin A.ilizerindeki etkilerinin kesin olmasindan

hareketle (b) ifadesi dogru olur.

(c) (b) den yola ¢ikilarak (c) ifadesinin de dogrulugu gosterilebilir. [J

Tanmim 2.26 A € C objesinin genel aktorii, Ci de A tizerinde bir derived etkiye sahip Cg nin bir
objesidir, GA(A) olarak gosterilir ve herhangi bir C € C objesi ve C nin A iizerinde bir derived
etkisi verildiginde, herc € C,a € A ve x € Q’Z i¢in, ¢ *a= o(c) *a seklinde tanimli Cg de tek
bir ¢ : C — GA(A) morfizmi vardir.

Tanim 2.27 Eger GA(A) genel aktoriiniin A tizerindeki etkisi kesinse, GA(A) ya A nin bir kesin
genel aktorii denir ve SGA(A) seklinde gosterilir.

Kosul 1: A € C olsun ve A iizerinde bir derived etkiye sahip olan C nin biitiin objelerinin kiimesi
{Bj} jes ile gosterilsin. @; : B — GA(A), j € J morfizmi de, Tanim 2.26 ye gore olusturulan
ve her bj € Bj, a € A ve x € Q) icin, b; xa = (pj(bj) s a seklinde tamimlanan tek morfizmi

gostersin. Buna gore, GA(A) nin elemanlart, herhangi b € B;, b’ € Bj, x € Q) ve i, j € J igin,

(9:(b) x@;(b'))%a =W (¢;(b), ¢;(b):a:%,%)
esitliini saglar.

Tanim 2.28 Bir A objesinin evrensel kesin genel aktorii, Kosul 1 i saglayan bir kesin genel
aktordiir, USGA(A) seklinde gosterilir ve Kosul 1 i saglayan herhangi bir SGA(A) kesin genel
aktorii verildiginde, herhangi bir j € J i¢in y;n = @; seklinde tanimly, Cg kategorisinde tek bir
N : USGA(A) — SGA(A) morfizmi vardir. Buradaki @; : Bj — SGA(A) ve y; : B; — USGA(A)

morfizimleri, genel aktor tanimina gore olusturulan biricik morfizimleri gosterir.

Onerme 2.29 C bir modifiye interest kategorisi ve A € C olsun. Eger Act(A) aktorii varsa,
N : USGA(A) — Act(A) biricik morfizmi, her x € USGA(A) ve a € A igin, xxa = n(x) * (a)

esitligini saglayan bir izomorfizimdir.

Ispat: Tamim 2.18 ve 2.28 kullamilarak gosterilebilir. (]
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Teorem 2.30 C bir modifiye interest kategorisi ve A € C olsun. A nin bir aktoriiniin olabilmesi
icin gerek ve yeter sart USGA(A) X A yari direk ¢carpiminin C nin bir objesi olmasidir. Bu
durumda, Act(A) = USGA(A) olur.

Ispat: Tamim 2.18 ve Teorem 2.10 dan yola cikilarak ispat yapilabilir. ]

Simdi, C deki bir A objesinin evrensel kesin genel aktoriiniin tanim1 verilecek ve Cg deki
herhangi bir obje i¢in bu yapinin varligi gosterilecektir. Bu yap1 olusturulurken, Casas, Datu-
ashvili ve Ladra (2010) da yer alan interest kategorisi icin izlenen yola benzer bir sekilde ve

modifiye interest kategorisi i¢cin baz1 diizenlemeler yapilarak bir yontem uygulanacaktir.

A € C olsun; A nin C deki biitiin split genislemeleri ele alinsin.

i
Ej!() A Cj

B; 0, jel

J # ki¢in Bj = B; = B oldugunda, bu duruma bagl olarak olusturulan genislemeler B nin A
iizerindeki farkli etkilerini tiiretir. {b;-,b; |b; € Bj,* € Q,}, B; nin A iizerindeki etkisi ile
tamimlanan fonksiyonlarin kiimesi olsun. Herhangi bir b; € B; elemani igin, b; = {b;-,b*,* €

Q) } seklinde bir gosterim verilsin ve B = {b|b; € B}, j € J} olsun.

Boylece, her b; € B, j € J elemant, b(x) =bj*x—:A — A,* € Q, seklinde taniml1 bir

b;: Q; — Déniisiimler(A — A) fonksiyonunun 6zel bir halini ifade eder.

Modifiye interest kategorisi tanimindaki Aksiyom 2 ye gore, B nin elemanlari icin yazilan

b; * by, € Q) seklindeki yildiz iglemi,

(bi *bk)g(a) - W(biubk;a;*7¥>7

(bixby) - (a)

a.
esitlikleri ile tamimlanir. Toplama islemi de,

(bi—i-bk)-(a) Zbi-(bk-a),
(bi +by)* (a) =bi*xa+ by *a.
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esitlikleri ile tanimlanir.

o € Q] tekli iglemi icin,
by) - (a) = @(by) - (a),

by) * (a) = o(by) * (a),

bxb') = o(b) xw(b') (interest kategorisinde bu sart (b *b') = w(b) * b’ olarak verilmistir),

) (a) = — (b a).
—b) * (a) = —(bx*(a)),
_(b1_|_..._|_bn) =—-b,—---—by.

esitlikleri tanimlanir. Buradaki b,b’,by,...,b, elemanlar1, B nin elemanlar iizerindeki yildiz

islemlerinin belli bilesimleridir.

Yukarida tanimlanan iglemlerin biitiin tiirlerinin uygulanmas1 ile elde edilen
Q, —Déniigiimler(A — A) seklindeki tiim fonksiyonlarin kiimesi 2B’(A) ile gosterilsin.
Herhangi bir a € A ve herhangi bir * € Q) icin, b*a = b’ * a esitligi elde edilebilir. Fakat,
herhangi bir a € A ve herhangi bir ® tekli iglemi i¢in, @b -a = wb' - a esitligi yazilamaz
(Buradaki o islemi, Q] niin elemanlarinin bir sonlu bilesimidir). Buna gore, su sekilde bir
baginti tanimlanir: b,b" € B'(A) i¢in b ~ b’ bagintisinin tamimlanabilmesi igin gerek ve yeter
sart herhangi bir a € A, herhangi bir * € Q) ve herhangi bir o tekli islemi igin, b* (a) = b’ * (a)
ve wb * (a) = b’ * (a) olmasidir. Bu bagint1 B/(A) iizerinde bir denklik bagintisidir. Buna
gore B(A) = B'(A)/ ~ tammlanir. B’(A) lizerinde tanimli islemler B(A) iizerindeki ilgili
islemleri tanimlar. Bundan sonrasi i¢in kolaylik agisindan 9B8(A) nin elemanlari, clb,clb’ gibi

siniflarin yerine b, b’ gibi harflerle gosterilecektir.

Teorem 2.31 A € C olsun. Buna gore;

i) B(A), C¢ nin bir objesidir.

ii) *B(A) nin A tizerindeki etkisi, C¢ deki kesin derived etkidir.
iii) B(A) = USGA(A).

Ispat: B(A) nin olusturulmast g6z oniinde bulundurularak ve Tanim 2.20, 2.28 kullanilarak

ispat yapilabilir. [J
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Sonuc 2.32 C bir modifiye interest kategorisi olsun. Her A € C objesinin bir evrensel kesin
genel aktorii vardir. Bir A objesinin herhangi bir C evrensel kesin genel aktorii verildiginde, her

c € CveacAigin, 8(c) *a = c*a esitligini saglayan bir 8 : C ~ B(A) izomorfizmi vardir.

Sonug 2.32 e gore, bir evrensel kesin genel aktor izomorfizim farkiyla tektir.

a = {a,ax,x € Q,} olmak iizere, d(a) = a seklinde bir d : A — B(A) doniisiimii

tanimlansin. Buna gore tanimdan hareketle, her a,a’ € A ve x € Q) icin,
g I 2 (}

d(a)-d =a+d —a,

d(a)xd =axd
esitlikleri elde edilir.
Yardimal Teorem 2.33 d, C; de bir homomorfizimdir.

Ispat: {lk olarak, her ® € Q] ve a € A igin, d(®a) = wd(a) oldugu gosterilmelidir. Yani,
hera,d’ € A, o' € Q] ve x € Q) i¢in,

d(wa) - (d') = (0d(a)) - (),

o' (d(wa))-d =o' (0d(a))-d,
d(0wa) * (d') = (0d(a)) * (d),
o' (d(wa))xd =o' (0d(a))*d .

oldugu gosterilmelidir.

Tanimdan,

d(wa)-d = wa+d — wa,

od(a)-d =o(a)-d =wa+d —wa.

oldugu goriilebilir.

Birinci esitlik kullanilarak ikinci esitlik elde edilebilir. Uciincii esitlik icin ise,

d(wa)*d = (wa) *d,

(0d(a)) *d' = o(a)*xd = 0(a)xd'.

esitlikleri kullanilabilir.
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Ayrica, liglincii esitlikten de ikinci esitlik elde edilebilir.

® = — i¢in, d(—a)- (d') = (—(da)) -d ve (d(—a)) *d = (—d(a)) *d" oldugu kolaylikla

gosterilebilir.

Simdi, d(a; 4+ az) = d(a;) +d(az) oldugu gosterilecektir. Tamimdan yola ¢ikilarak, her

a € A i¢in esitligin iki tarafi da agilarak yazilirsa,

dlaj+a)-(a)=a1+ay+a—a, —ay,
(d(al) +d(a2)) (a)=d(ay)- (d(az) -a),

ifadeleri elde edilir, bu da nokta etki i¢in istenen esitligin saglanmasi demektir. ®(d(a; +a2)) -

a=(d(ay)+d(ay)) - a esitliginin ispat1 birinci esitlige bagh olarak yapilabilir.

Her x € Q) i¢in,
d(a)+a2) * (a) = (d(a1) + d(a2)) * (a).

oldugu gosterilecektir.

Tanimdan ve Ozelliklerden,

d(aj+ar)*(a) = (a1 +a)*xa=axa+as*a,

(d(a1)+d(a2)) *(a) =d(ar) xa+d(ay) *a=ay *a+az xa

ifadeleri elde edilir, bu da esitligin dogru oldugunu gosterir.

Siradaki d(a; *x ax) = d(ay) *d(ay) esitliginin dogrulugunu ispatlamak igin, asagidaki

esitliklerin her ¥ € Q) i¢in dogru oldugu goésterilmelidir:
d(ayxaz)-(a) = (d(ar) *d(a2)) - (a),
o(d(a; xaz))-a=w(d(a;)*d(az)) - a,
d(ay xap)*(a) = (d(ay) xd(a2))*(a)
o(d(ay *ap))xa=o(d(a;)*d(a2)) *a.
d(a; *xay)-a = aj *xay+a—aj xap = a oldugu biliniyor, A € C oldugu i¢in de Aksiyom 1

saglanir. B(A) nin A iizerine etkisinden yola ¢ikilarak, (d(a;)*d(az)) - a = a oldugu bulunur.

Ikinci esitlik de benzer sekilde, d nin ® ile 6rtiismesi kullanilarak ispatlanabilir.
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Uciincii esitlik icin, asagidaki hesaplamalar kullanilir:

d(ay; xay)*(a) = (a1 *xaz)*a = W (ay,az;a;*,%),
(d(a1)*d(a2))%(a) =W (d(a1),d(az);a;%,%).
Aksiyom 2 deki W kelimesinin ve d nin tammindan, yukaridaki iki esitlifin sag taraflar bir-
birine esittir. Son olarak dordiincii esitlik i¢in, asagidaki islemler yapilirsa,
o(d(a; xay))xa = d(o(a;*ay))*a
= (0(a))*0(a))*a
= W(w(ar),o(a2);a;*,%*)
= W(do(a),do(ay);a;*,*)
= (do(a))*dw(ay))*a
= (0d(a))*od(ay))*a
= o(d(a))xd(ay))*xa

istenen sonug elde edilmis olur. []
Onerme 2.34 Herhangi bir A € C objesi icin:
(a)d:A — B(A), Cg de bir caprazlanmis modiildiir.

(b) C deki herhangi bir y: A — B ¢aprazlanmig modiilii igin, Cg de A : (A, B,Y) — (A,*B(A),d)

seklinde tanimli tek bir caprazlanmis modiil morfizmi vardir.

(c)d:A — B(A) ¢aprazlanmig modiilii, B (A) nin, A nin bir evrensel kesin genel aktorii olmasi

ozelligi ile birlikte, izomorfizim farkiyla tektir.

Ispat: (a) Caprazlanmis modiil taniminda verilen (i)-(iv) sartlarinin saglandigi kontrol

edilmelidir.

(i). ve (iii). sartlar icin, sirasiyla, d(a;)-ay = ay +ax —ay ve d(ay) xay = a; * ay
esitliklerinin dogru oldugu gosterilmelidir. Her iki esitlik de d nin tanimindan dolayr dogru

olur. a; * (d(az)) = d(a) *° a; = az *° a1 = a; x ap oldugu dikkat edilmelidir.

(i). sart, a € A ve b € B(A) i¢gin, d(b-a) = b+ d(a) — b oldugunu gosterir; dolayisiyla,
db-a)xd = (b+da—b)xd ve ®...0,(d(b-a))-d = op...0,(b+da—b)-d oldugu
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gosterilmelidir. Asagida birinci esitligin her iki tarafi nokta etki i¢in hesaplanmistir:
db-a)-d =b-a+d —b-a,
(b+d(a)—b)-d =b-(d(a)-(—b-d'))
=b-(a—b-d—a)=b-a+d —b-a.
Ikinci esitlik de benzer sekilde ispatlanabilir. Simdi de, birinci esitligin her iki tarafi yildiz etki
i¢in hesaplanacak olursa: Onerme 2.11 deki 8. 6zellik kullanilarak, d(b-a) *a' = (b-a) xa’' =
axd'; herhangi bir @ € A i¢in, Aksiyom 1 deki @+ ax*d = axd +a 6zelligi kullanilarak,
(b+da—Db)*xd =bxd +d(a)xd —bxd =bxd +axd —bxd = axd esitlikleri elde edilir.
(iv). sart, herhangi b € B(A), a € A ve x € Q) icin,
d(bxa)=bxd(a)
esitligini ifade eder. Bu nedenle, b € B(A), a € A, € Q] ve * € Q) i¢in,
d(b*a)?a' = (b*d(a))?a',(o(d(b*a)) -d =w0(bxda)-d,0(d(bxa))xd = o(bxda)xd (2.4)

oldugu gosterilmelidir.
Ik olarak nokta islemi icin, (2.4) iin birinci esitligi gosterilmelidir. Nokta islemi icin, ikinci
esitligin ispat1 benzer sekilde tekli islemlerin 6zellikleri uygulanarak yapilabilir. B(A) nin A

lizerine etkisinin tanimindan, (2.4) teki birinci esitli§in sag tarafi @’ ne esittir. Sol taraf igin,
d(bxa)-d =bxa+d —bxa.
elde edilir.

b =b;ise, bxa = b;*xa dir. B; € C ve B; nin A iizerine etkisi oldugundan, Aksiyom 1 e

gore, bxa+ad = d +bxave dolayisiylad(bxa)-d = d olur.

b =bj, *1 ---*,_1 b;, ise,  isleminin B(A) daki tanimindan, b x a belli i; ve a; € A elemani
i¢in, b; * a bigimindeki elemanlarin toplami olarak yazilir; bu tiirden bir eleman tekrardan A
nin herhangi bir elemanina karsilik gelir ve d(b*a)-a’ = d' olur. Eger b, b, %1 -+ %,_1 b;,

bicimindeki elemanlarin toplami olarak yazilirsa, ayni sonug elde edilir.

d nin tanimindan,

d(bxa)¥d = (bxa)*d .
esitlii yazilir. b = b;, i € J, bxa = bj *xa = b; * a olmas1 durumunda,

d(b*a)*d = (bixa)fa =W (bi,a:d’;+ %).
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ifadesi elde edilir. C deki etkinin 6zelliklerine ve Aksiyom 2 ye gore ikinci esitlik yazilir. b = b;

olmasi durumunda, (2.4) {in sag tarafi i¢in,
(bxd(a))%d' = (bj*a)%a’ =W (bj,a;a’;,%).

elde edilir.

b = b, *1 -+ *n—1 b;, olsun. Buna gore, bx*a, b;, *a, bicimindeki ve (b*a)xd’ de (b;, *
a;)*d’ bicimindeki elemanlarin toplamudir. Esitligin sag tarafindaki bir eleman, (b;, xd;) * d’
bi¢imindeki elemanlarin toplami seklinde olacaktir. (b;, *a;)*a’ elemani i¢in Aksiyom 2 uygu-
lanirsa, B(A) nin, (b;, ;) *a’ seklindeki elemanlart i¢in olusturulan iglemin tanimindan ve
b xa = b; xa, a; xa = a; x a esitliklerinden (2.4) teki ikinci esitlik elde edilir. Benzer sekilde,
b nin, b;, 1 ---x,_1 b;, bicimindeki elemanlarin toplamu olarak yazilmasi durumunda, esitlik

islemi icin de ispatlanabilir.
Diger taraftan, b = b;, i € J, o (b) xa = ® (b;) xa = ® (b;) * a olmas1 durumunda,
o(d(bxa))*d = d(o(bxa))*xd
= d(o(b)*n(a))*d
= (0(b)*xw(a))*d
— (0(b)* 0(a)) 7
= W(o(b;),m(a);d;*,*)
= W(o(b;),do(a);d’;*,*)
= (o(b)*dw(a))*d
= (0(b)*wd(a))*d
= (bxda)*d

elde dilir. b = b;, *1 - - - *,—1 b;, durumu i¢in, ayn sonug li¢iincii sartta verilen yolla bulunabilir.

(b) ve (c) nin ispatlar1 icin, Sonug 2.32 uygulanabilir. [
Tanimm 2.35 A € C olsun. A nin merkezi,
Z(A) =kerd ={z€ A |hera€ A, ® € Q| ve x € Q) igin,

at+z=z+a,a+wz=0z+a,axz=0,0(z)xa=0}.

seklinde tanimlanir.
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Bu tanim ile, Huq (1968) da verilen tanim yeniden elde edilmis olur ve C4(A) = Z(A)

oldugu bulunur.

Sonuc 2.36 C bir modifiye interest kategorisi ve A € C olsun. A nin bir aktoriiniin olmast i¢in
gerek ve yeter sart B(A) X A yar1 direk ¢arpiminin C nin bir objesi olmasidir. Eger A nin C de
bir aktorii varsa, Act(A) = B(A) olur.



BOLUM 3

ASOSYATIF CEBIRLER UZERINDE ON
CAPRAZLANMIS MODULLERIN AKTORLERI]

3.1 Giris

Norrie (1990) de gruplar iizerinde tamimh ¢aprazlanmig modiillerin etkileri ve otomor-
fizimlerinden bahsedilmistir. Arvasi ve Ege (2003) de degismeli cebirler ilizerinde tanimli
caprazlanmis modiillerin aktorleri incelenmistir. Casas ve Ladra (1995) da Lie cebirler iizerinde
tamimli ¢aprazlanmig modiillerin aktorleri verilmistir. Casas, Datuashvili ve Ladra (2007,
2010) da genel olarak interest kategorilerindeki aktor kavramindan, Casas, Datuashvili ve
Ladra (2009) da gruplar lizerinde tamiml1 6n ¢aprazlanmis modiillerin ve alternatif cebirlerin
aktorlerinden bahsedilmistir. Casas, Datuashvili, Ladra ve Uslu (2012) da da Lie cebirler
kategorisinde tanimli 6n caprazlanmig modiillerin aktorlerine de8inilmistir. Boyaci, Casas,
Datuashvili ve Uslu’nun “Modified Category of Interest” isimli makalesinde de asosyatif ce-
birler iizerinde tanimli caprazlanmig modiillerin aktorlerine yer verilmistir. Bu boliimde de,
bu makalede yapilan calismanin bir genellemesi olarak, asosyatif cebirler iizerinde tanimli1 6n

caprazlanmis modiillerin aktorleri insaa edilecektir.

3.2 Aktor Objenin Insaasi

Bu boliimde bahsi gecgen biitiin 6n ¢aprazlanmis modiiller asosyatif cebirler kategorisinde

tanimli olacaktir ve her asosyatif cebirin agsagidaki kosulu sagladigi kabul edilecektir.

Kosul 2: A bir asosyatif cebir ise, Ann(A) = 0 veya A> = A dur.

Tanmmm 3.1 A : (A} -, Ap) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. a ve [ sirasiyla A} ve Ap 1n bi-

multiplierleri olmak iizere, (., B) ikilisi, doy » = B, ,d esitligi ile her ag € A ve a1 € Ay igin
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a)  oy(Pa) = Plawlg
b @) = (w(a))®
o) “(ay(ar)) = Prlag
O afe®) = af@

e) o, (%a;) = “o,(ap)

D (@) = o

sartlarin1 saglarsa, bu ikiliye A nin bir bimultiplieri denir. A nin biitiin bimultiplierlerinin

kiimesi Bim(A) ile gosterilir.

Not 3.2 Tamim 3.1 de, doy = B,d ve do, = B,d esitlikleri birlestirilerek tek esitlik olarak doy , =

Bmd seklinde yazilmigtir. Tezin bundan sonraki kisminda bu gosterim sekli kullanilacaktir.
Sonug 3.3 Toplama islemi, skaler garpim islemi ve her (o, B), (o, ') € Bim(A) igin,
(o, B)* (o, B) = ((ax o), (B+B"))
seklinde tanimlanan ¢arpma iglemi ile birlikte Bim(A) bir asosyatif cebir belirtir. Burada, o
o = (oy oo, 00) ve BB = (B, 0B, B, oP,) seklinde tanimlidir.
Ispat: Burada sadece * isleminin iyi tanimlh oldugu gosterilecektir, diger sartlar rutin
islemler ile kontrol edilebilir.

Her a; € A i¢in,

(d(og o o))(a1) = (d(oyoy))(ar) = d((ayoy)(ar)) = d(ou(ay(ar))) = By(d(og(ar))) =
B,(Bi(d(a1))) = ((B,B))d)(a1) = (B, Br)d)(a1)

(d(oy 0 o)) (ar) = (d(ooy))(ar) = d((oway)(ar)) = d(og(on(ar))) = Bu(d(ar(ar))) =

dir. Ayrica, her ap € Ag ve a1 € Ay icin,
a) (oy o) (“ay) = oy (o) (“ay)) = oy (Pi(a) gy ) =Pi(Bilao)) g, =(BiB(a0) g
b) (o) (ai®) = oy(oy(a}”)) = ay((og(ar))®) = (ou(eg(ar)))® = ((owoy)(ar))®

¢) (oo (ar)) =2 (oy (0 (ar))) =Pr@) of (ay) =Pr(B-(a0)) g, —(BB(@0) g,
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d) ((xr(x/r)(alao) _ OC/r(OLr(aluo)) _ O(/r(alﬁr(%)) _ alﬁlr(ﬁr(ao)) _ al(ﬁ’B/’)(%)
o) (0/]) (Var) = (0t (")) = o, (0 1)) = o () = () (a1

£ (o) (1) = (ot (1)) = (et (ar))Pil0) = PH0) = g, (B

oldugundan (o, B) * (o ,B') = ((awx ), (B*P)) € Bim(A) dur, yani carpim iyi tammlidir. [J

Simdi, A daki bir (A, g, ®; ) objesinin bir aktoriiniin ingaast verilecektir. A nin bimultiplier

(f, f2, 1) tigliilerinden,

M1)i=0,1icin, f/ & = @if;,
M2) i =0, Ligin, £ 0; = o;f},,
M3)i=0,1icin, f @;=w;f!.

sartlarin1 saglayanlarin kiimesi 2A(A) ile gosterilsin.  Buna gore, her (f,f°,f!) ve

(g.8°,8") € A(A) icin

(f. O )+ (.8 8") = (Fxg, 0% 8", flxg")

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi, bilesensel toplama islemi ve skalerle carpma islemi ile bir-
likte, 2A(A) bir asosyatif cebir yapist olusturur. 0, sifir doniigiimiinii gostermek iizere, bu cebir

yapisinin sifir elemani (0,0, 0) ti¢liistidiir.

@ ve 07 tekli islemleri sirasiyla @g : A(A) — A(A), Do (f, 2, f1) = (f°, 2, f0) ve o7 :
A(A) — A(A), 01 (f, 2, f1) = (f1, f1, f') seklinde tanimlansin. Bu tekli islemlerle birlikte
(A(A),®g,®1), A icinde bir objedir. Buna gore, A(A) nin A iizerine her a € A ve (f, f°, f!) €
RA(A) icin, A(A) x A — A, ((f, 1%, f1),a) = fi(a), Ax AA) — A, (a,(f, /1)) = fr(a)

seklinde verilen doniisiimler ile tanimlanan bir asosyatif cebir etkisi vardir.

Sonuc 3.4 (B(A),mp,®;) evrensel kesin genel aktori, (A(A),®p, ®;) objesine izomorftur ve

(A(A), @0, ®1), (A, ®p, ) nin aktoriidiir.

A (A SN Ap) bir on ¢aprazlanmig modiil ve (A X Ag,®p, ®; ), buna bagh olarak elde
edilen Cat!-cebir olsun. Simdi, (A; x Ag, o, ®1) in aktorii olan (A(A| 3 Ag), @, ®r) ile ilgili

baz1 6zellikler elde edilecektir.
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f=(f1,fr) € Bim(A; x Ap) olsun. Buna gore,
fl A XAg — Al XAy

doniistimii
oA —)Al,’Yl TAq —>A0,Bl :Ag —> Ag ve al tAg — A
seklinde taniml1 dort tane k-lineer doniisiimiinden olusur. Bu doniisiimler, her a; € Ay, ag € Ao
icin
filar,a0) = (oy(ar) +9;(ao),B;(ao) +7v,(ar))

esitligini saglar. Benzer sekilde,
fri Al XAg — A1 X Ag
dontisiimii de
oA — ALY, Al — Ao,B, 1 Ao —> Ag ve 9, 1 Ag —> A}

seklinde tanimli dort tane k-lineer doniisiimiinden olusur. Bu doniisiimler de, her a; € Ay,
ap € Ap igin

fr(ar,a0) = (0(a1) + 9,(ao), B, (a0) +7v,(a1))

esitligini saglar.

= (f1,fr) € Bim(A; x Ap) olsun ve f, M2 veya M3 sartim1 saglasin. Buna gore, (a;,0) €
(Al X A()) igin,

J1®o = 0o,

fioo(ar1,0) = wofi(ai,0),

11(0,0) = wo(oy(a1) +9:(0), B, (0) +7v,(a1)),
(0,0) = wo(oy(a1),v(a1)),

(0,0) = (0,v,(a1))

ve

Jr®o = o fr,

froo(a1,0) = o fr(a1,0),

1+(0,0) = @o(a(a1) +9,(0),B,(0) +7v,.(ar1)),
(0,0) = wo(aw-(ar),v,(a1)),

(0,0) = (0,v,(a1))

oldugundan 7y, =y, = 0 olarak bulunur ve f, kisaca (a,d, B) ticliisii ile gosterilebilir. Ayrica, her
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(al,ao), (bl,b()) € (A1 >4A0) igin,
fi((ay,a0) * (b1,bo)) = fi(ai,a0) * (b1,bg) oldugundan
filay b1+ “by +a,”, g+ bo) = (0y(a1) +9;(av), B, (a0)) (b1, bo)

(Otl(al *bl) +(Xl(a0b1) —|—0€1(a1b0) —I—al(ao *bo), Bl(a() *bo)) = (((Xl(al) —I—al(ao)) *b)+ (Otl(al) +
di(ag))"0+ Pl@0)by B, (ag) * bo)

esitligi saglanir. Bu son esitlikte, ag = bg = 0 olarak secilirse,
(OC[(CI] *b]),O) = ((Otl(al)) *bl,O) — O(,l(al *b]) = O(.l(al) *bl,
a; = by = 0 olarak secilirse,

(91(ao* bo), By (ao*bo)) = ((d1(ao))™, B;(ao) * bo) = B; (a0 *bo) = By (ao) * by ve ;(ag *bo) =
(91(a0))™,

a; = by = 0 olarak secilirse,

(04(®by),0) = (9;(ap) * b+ Prl@)by 0) = oy (%0by) = 9;(ag) * by + Prl@0)p,
ao = by = 0 olarak secilirse,

(0u(a,"),0) = (e (@), 0) = oy (a, ") = (eu(ar))™

olarak bulunur. Yine benzer sekilde, her (ay,aq), (b1,bo) € (A1 X Ap) igin,
fr((ar,a0) * (b1,bo)) = (a1,a0) * f+(b1,bo) oldugundan

frlarxbi+ by +a,” agxbo) = (a,a0) * (ot (b1) +0:(bo), B, (ko))

(o (@) * by) + 0(©by) + oy(a,™) + 3,(ag * bo), B, (a0 * bo)) = (a1 * (e (b1) + 0x(bo))+
(0t (b1) +0,(bo)) + a, P ag B, (b))

esitligi saglanir. Bu son esitlikte, ag = bg = 0 olarak secilirse,

(or(ag #b1),0) = (a1 xa,(b1),0) = a,(a; *by) = a; xa,.(by),

aop = b1 = 0 olarak secilirse,

(0(@,),0) = (a1 %3, (bo) + ¢, "), 0) = 0, (¢,"°) = a1 %, (bo) + ¢, ",

a; = bg = 0 olarak secilirse,
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(0 (“0b1),0) = (“0t(b1),0) = (b1 ) = 0, (b1),
a; = by = 0 olarak secilirse,

(9r(a0 * bo), B, (a0 * bo)) = (“0,(bo), a0 * B,(bo)) = 9,(ao * bo) =" d,(bo) ve B,(ao * bo) =
ao *B,(bo)

esitlikleri elde edilir. Diger taraftan, her (aj,ap), (b1,bo) € (A1 } Ay) igin,
(ar,a0) * fi(b1,bo) = fr(ai,ap) * (b1,bo) oldugundan
(a1,a0) * (04 (b1) +9i(bo), B (bo)) = (tr(a1) +9r(ao), B,(a0)) * (b1, bo)

(a1 # (0 (br) + 31 (bo))+ “0(0u(br) +3i(bo))+ @, ) ag By (Bo)) = (ot (ar) +,(ao)) # by +
(atr(a1) +9,(ao)) 0+ Prladby B (ag) x bo)

esitligi saglanir. Bu son esitlikte, ag = by = 0 olarak segilirse,
(ay x0y(by),0) = (ay(ay) *b1,0) = a; xoy(b1) = a.(ay) xby,
a; = by = 0 olarak secilirse,

(“0(31(bo)), a0 * By (b)) = ((9-(ao))™, B, (ao) * bo) = “(0;(bo)) = (9r(a0))? ve ag* B;(bo) =
B, (ao) * bo,

ap = b1 = 0 olarak secilirse,

(ar %1 (bo) + @, ™, 0) = (0 (a1))",0) = a1 %31 (bo) + 0, ™ = (e (ar))™,

a; = bg = 0 olarak secilirse,

(“(0u(b1)),0) = ((9-(a0)) * b+ Pr()by,0) = (04 (b1)) = (3,(a0)) * b1+ P,

olarak bulunur. Dolayisiyla, bu elde edilenlerden yola cikilarak o € Bim(A;), P € Bim(Ay)

oldugu ve her a; € A1, ag,ag, € Ag igin
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Al. oy (®ay) = 9d(ag)*a+ Bi(ao) g
A2, oy(ay’) = (au(ar))®
A3, (oy(ar)) = (9.(ap))*aj+ Prlag,
A4, o(a)) = al*ar(ao)—i-alﬁ’(a())
A5, o, (%a;) = “o(ap)
A6, (0p(@r))® = a;*d;(ap)+a,”" ™
AT. Odr(apxay) = %0 (ap)
A8. d(ag*ah) = (9(ag))%
A9, ©(@(ay) = (9(a0))®
esitliklerinin saglandig1 goriiliir.
f = (a,0,B), f:= (a,d',p') € Bim(A; x Ag) olsun ve f ile f’, M2 veya M3 sartim
saglasin. Buna gore, f* f’ carpimimn tammi kullamlarak f* f' = (o« o/,0 9, B B') elde

edilir. Burada, o+ o ile  xB’ bimultiplierlerin carprmini ifade eder ve o+ o = (0 0 0, @ty 0 O )
ve B* B’ = (B, oB;,B, o B.) seklinde tanimlidir. d* 9’ igin de

@+3), = adj+aP|
@+d), = o3, +P,

esitlikleri saglanir. Bu esitliklerin elde edilisinde asagidaki yol izlenir:

Her (a1,a0) € (A; x Ag) igin,

(fif] ) ar,a0) = fi(f; (a1, a0))

((0g0q)(ar) +(3:9)) (o), (BB7) (o)) = fi(ay(ar) +9(ao), B (av))

(0u(a(ar)) +01(9)(a0)), By (Bi(a0))) = (ou(0tj(a1) +9(a0)) + 0y (B (a0)), B, (Bi(a0)))
(0u(e(ar)) +0;(9)(a0)), By (Bi(a0))) = (ou(a(ar)) +0u(9)(ao)) +0i(B;(a0)), By (Br(a0)))

esitlikleri saglanir. Buradan, (9%9'), = 0y} + 9B oldugu goriiliir. Yine benzer sekilde, her
(a1,ap) € (A] X Ap) igin,

(frfi)(a1,a0) = f/(fr(a1,a0))
((ov0y) (ar) + (9,0;) (ao), (B,B,) (a0)) = f;(0t(a1) +0r(a0), B, (a0))
(o (0t-(ar)) + (9,9;) (ao), B(B,(a0))) = (ot (at(a1) +9,(a0)) +0,(B,(a0)), B,(B,(a0)))
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(0g(ar(ar)) +(9,0;) (o), B (B, (a0))) = (0t (ar)) + 049, (ao)) +9,(B,(a0)), B(B,(a0)))
esitlikleri saglanir. Buradan, (d*9’), = .9, + 0.3, oldugu goriiliir.

Tanmm 3.5 A : (A M, Ap) bir 6n ¢aprazlanmig modiil, d; : Ay —> A; ile 9, : Ay —> A
birer k-lineer doniisiim olmak iizere her ag, aj € Ao i¢in 9,(ag * aj) = “0,(ap), 01(ap * ay) =
(3i(ap))% ve “(9(ap)) = (9-(ag))% sartlar saglaniyorsa o := (9;,0,) ikilisine A min bir

caprazlanmis bimultiplieri denir.

Onerme 3.6 A : (4, A, Ap) bir 6n ¢aprazlanmig modiil ve (A; X Ag,®p,®;), buna bagh
olarak elde edilen Cat!-cebir olsun. Ayrica, (f,f°,f!) € A(A; x Ag) ve f := (,0,B),
0= (0(0,80,[30), fl.= (ocl,al,[.’)l) olsun. Buna gore, (f, Y, f1), her a; € Ay, ag € Ay icin

1) By,,(a0) = By (a0)

2 i=0,1igin, 9 (ag) =0

3.) By, (a0) = d9y (o) + By, (a0)

4) Bl ,d(a1) = doy ,(ar)

5. i=0,1icin, Bj d(a1) = dog (a))
sartlarini saglar.

Ispat: 1.) (f, /% f') € A(A; x Ap) olduundan, M1 sartinda i = 0 almrsa £ 0y = @ f;
esitligi saglanir. Bu esitlik (aj,ap) € (A} X Ap) i¢in uygulanirsa,
Fo(ar,a0) = wofi(ar,ap),
£(0,a0) = wo(oy(ar) +di(ao), B, (ao)),

(97 (a0),B7 (a0)) = (0,B;(a0)),

olarak bulunur. Buradan da 9 (ag) =0 ve BY(ao) = B, (ao) elde edilir. Yine benzer sekilde, aym
esitlikten 0%(ag) = 0 ve B2 (ag) = B, (ao) elde edilebilir.

2.) 1. maddeden 99 (ap) = 0 elde edilir. 9} (ag) = 0 igin ise, M1 sarti i = 1 igin tekrar
kullanlabilir. f'o; = o, f; esitligi (0,ap) € (A1 X Ag) i¢in uygulanirsa,

flo1(0,a0) = o1 £(0,a0),
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f10,a0) = ®1(9;(ao), B, (a0)),
(9} (a0), B} (a0)) = (0,d(9(ao)) + B;(a0))

olarak bulunur. Buradan da 9] (ag) = 0 ve BZ] (ap) = dd;(ap) + B;(ap) elde edilir. Yine benzer
sekilde, ayni esitlikten 9! (ag) = 0 ve Bl (ag) = dd,(ag) + B, (ag) dir.

3.) 2. maddeden elde edilir.

4.) floy = o f; esitligi (a1,0) € (A; x Ag) igin uygulanirsa,
floi(a1,0) = o fi(a;,0),

f10,d(a1)) = o1 (0y(ar),0),

(9jd(ar),Bjd(ar)) = (0,doy(ar))

olarak bulunur, buradan B;d(a;) = doy(a;) dir. Yine benzer sekilde, aym esitlikten Bld(a;) =
do(ay) dir.

5.) M2 sartinda i = 1 alinirsa, flowl = flo esitligi saglanir. Bu esitlik (a1,0) € (A; X Ap) igin

uygulanirsa,

floi(a1,0) = o1 (a1,0),
£(0,d(a1)) = o1 (a(ar),0),
(fd(ar), Byd(ar)) = (0,do(ar))

olarak bulunur, buradan da BYd(a;) = daf(ar) elde edilir. Yine benzer sekilde, ayni esitlikten
Bd(a1) = dol(ay) elde edilebilir. Diger taraftan, M3 sartinda i = 1 alnirsa ve ayni islemler
takip edilirse de, B d(ar) = doi} (a1) ve Byd(ar) = do}(a1) elde edilmis olur. [J

Onerme 3.7 A : (A4, N Ap) bir 6n c¢aprazlanmis modiil, (A] X Ag,®p,®;), buna baglh
olarak elde edilen Cat!-cebir ve (A(A; x Ag),®g,®;) de bu asosyatif cebirin aktorii olsun.
®o doniisiimiiniin tanimindan hareketle, ker@y = {(f,0, f!) : baz1 O € Bim(A; x Ag) igin,
(f, 2, f1) € A(A; x Ag)} elde edilir. Diger taraftan, Onerme 3.6 daki 1. ve 2. maddeler-
den dolay1 (f,0, 1), (f,0,f) := ((0,9,0),(0,0,0), (a!,0,p")) olarak ifade edilebilir. Buna
gore, (f,0, 1) := ((«,9,0),(0,0,0), (a',0,B")) € ker@y olsun. Her ag € Ag, a; € A; igin
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1) a  o(%a;) = 9i(ap)*ay,
b wa’) = (u(a))®
©) “(oy(ar)) = (dr(ao))*ar,
) o(a,") = ar*9d,.(ap),
e) o (®a;) = Yo (a),

f) (ay(a1))® = arx9i(ao),

) (a!,B') € Bim(A),
3.) By,(a0) =0,
4.) ddy ;(ao) = By, (ao),
5.) Bl ,d(a1) = doy ,(ay),
6.) B, d(a1) = da] (a1),
esitlikleri saglanir.
Ispat: 1.) B, (ag) = B?,(ao) = (0 oldugundan, A1-A6 esitlikleri buna gore diizenlendiginde,
a-f maddelerinin dogrulugu gosterilmis olur.

2.) f' € Bim(A; x Ag) ve 9} (ap) = 0 oldugundan f', f!:= (a!,0,B") olarak ifade edilir. Al-
A6 esitlikleri buna gore diizenlendiginde, A 6n c¢aprazlanmis modiilii icin bimultiplier olma

sartlar1 saglanmis olur.
3.) Onerme 3.6 dan ve Bgr(ao) = 0 oldugundan, B, ,(ap) = B?r(ao) = 0 elde edilir.
4.) Onerme 3.6 dan ve B, ,(ag) = 0 oldugundan, do; ,(ag) = [3117r(a0) elde edilir.

5.) ve 6.) maddeleri Onerme 3.6 dan elde edilir. OJ

Bundan sonrasi i¢in, ker ®g 1n bir elemani (¢, d, ocl) olarak gosterilecektir. Burada, o, al e

Bim(A1), d bir caprazlanng bimultiplierdir ve bunlar Onerme 3.7 deki 1-6 sartlarim saglar.

Onerme 3.8 A : (A N Ap) bir 6n ¢aprazlanmig modiil, (A] X Ag, g, ®; ), buna bagh olarak
elde edilen Cat!-cebir ve (2(A| x Ag),®g,®;) de bu asosyatif cebirin aktorii olsun. Buna gore,
Im(®g) = Bim(A) dir.
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Ispat: @) doniisiimiiniin tanimindan hareketle

Im(@g) = {(f°, f°,/°) : baz f,f" € Bim(A; x Ag) igin, (f, /%, f') € A(A1 1 Ag)}

elde edilir. 3 =0, 3 = 0 oldugundan, Im(@) m bir eleman ((a,0,B"),
(a,0,B°), (a,0,B%)) seklinde gosterilebilir. Burada, o € Bim(A;), B € Bim(Aq) dir ve
bunlar Onerme 3.7 deki 1-6 sartlarim saglar. Sonug olarak (0,B°), A : (4, N Ap) on
caprazlanmig modiiliiniin bir bimultiplieridir. Im(®g) 1n herhangi bir elemani kisaca (o, f3)

ile gosterilecektir.

Tersine, herhangi bir (o) € Bim(A) bimultiplieri Im(®p) m bir eleman olarak

diisiiniilebilir. Yani, f° := (,0,B) seklinde tanimlanabilir. f° € Bim(A; x Ag) oldugundan,
(2,12, %) € A(A1 x Ag) ve Do (£, 10, 1) = (f°,.f°, °) oldugu bulunur. [J

Simdi, verilen bir A : (A; LN Ap) On ¢aprazlanmig modiiliiniin aktorii tanimlanacaktir.

Tanim 3.9 A : (A, A, Ag) bir 6n caprazlanmis modiil olsun. o,c! doniisiimleri A; in bi-
multiplierleri, d, A nin ¢aprazlanmig bimultiplieri ve her ag € Ag,a; € A} i¢in B € Bim (Ap),
(B;,B,) := (d9d;,dd,) olmak iizere

Al w(®ay) = 3(ag)+ar+ Blavg,
A2 oydy’) = (ou(ar))®

A3 “(ay(@)) = (9:(a0))*ar+ Prl®a
Ad oy(@®) = ar«d,(ao)+a P
A5, o (Way) = “oy(ay)

A6 (0p(a))® = aj=dj(a)+a,”

sartlarii  saglayan (o,0,a!) iicliilerine A nim genellestirilmis bimultiplierleri denir.
A 6n ¢aprazlanmig modiiliiniin genellestirilmis bimultiplierlerinin kiimesi B9(A) ile

gosterilecektir.

Onerme 3.10 BI(A), bos olmayan bir kiimedir.

Ispat: a; € A; sabit bir eleman olsun. Her a) € Ay,a9 € Ap icin, (04),(d)) =
ai *alla ((Xa1>r(a/1) = all *dj, (aal)l (Cl()) = - aoab (aa1)r(a0) = = ail07 ve ( )l all =
dag), (a)) (a)) = (d})®) seklindeki tammlamalarla, 04, := ((0,);,(0,),), o =
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(o] )l, (Océl)r) € Bim (A1) ve 94, := ((d4;);,(dq,),) nin de bir ¢aprazlanmis bimultiplier

ap

oldugu bulunur. Ayrica, (0, ,dq,, oc}ll) ticliisii Tanim 3.9 daki A1 — A6 sartlarini saglar. [

BM(A) tlizerinde, toplama ve skalerle ¢arpim islemleri bilesensel olarak tanimlanir.

Carpma islemi ise, her (9, 0!),(8,9,8') € BIM(A) i¢in
(o, 0,0)) % (8,0,8") = (% 5,0% 9, ol x§")

seklinde tanimlanir. Burada 0 * 9" doniigiimii

@+2), = o,
@%9), = 89,

seklinde tanimlanir ve o * & ile ol * 8! bimultiplierlerin carpimidir. Toplama islemine gore,

birim eleman (0,0, 0) olup, (a9, ') elemaninin tersi de (—a, —9, —a!) seklinde tanimlanir.

Onerme 3.11 (,0,0') € BM(A) olsun. Buna gore, B, Ap m bimultiplieridir ve B, =

dd,, B, = dd, olmak iizere, her a,a’ € Ay igin,

Ba * Ba’ = Ba*a’

esitligi saglanir.

Ispat: 9, ve 0 icin Onerme 3.10 daki tanimlama kullamlarak ispat yapilabilir. (]

Teorem 3.12 BMN(A), yukarida verilen igslemlerle birlikte bir asosyatif cebirdir.

Ispat: B9(A) mn, asosyatif cebir olma sartlarini sagladig1 rutin islemler yapilarak kontrol
edilebilir. [J

Yardime: Teorem 3.13 9 ve doniigiimleri
3 = a}dy, 9, = ,B, ve o, = AP}, 9, = 0.0,
olmak tizere,

Bim(A) x BIM(A) — BM(A),
BM(A) x Bim(A) — BM(A)

bilineer doniisiimleri her (o, B') € Bim(A), (o, 9, a!) € BM(A) igin,

((o,B), (0, 0,0")) — (o ¥ 01, 0,0 x ax')

(o, 9,01y, (0!, B)) —> (aux o, 9, B B)



49

seklinde tanimlansin. Buna gore, bu doniisiimler asosyatif cebirler kategorisinde, Bim(A) nin

BN (A) iizerine bir derived etkisini tanimlar.

Ispat: Verilen tanimlamalar kullamlarak, etkinin bir derived etki oldugu kolaylikla

gosterilebilir. [J

Onerme 3.14 Her (a,9,a') € BM(A) icin, A : BM(A) — Bim(A),A(a,9,a') = (al,B)
seklinde bir doniisiim tanimlansin. Bu doniigiim iyi tanimlidir ve Yardimci Teorem 3.13 te

verilen etki ile birlikte bir 6n ¢aprazlanmig modiildiir.

Ispat: Verilen tanimlamalar ve 6n ¢aprazlanmis modiil olma sartlari dikkate alinarak ispat

yapilabilir. []

Tanm 3.15 A : BMM(A) — Bim(A) 6n caprazlanmis modiiline, A : (A; — Ap) 6n
caprazlanmig modiiliiniin aktorii denir ve Act(A) seklinde gosterilir. Burada bulunan obje, yari-
abelyen olan 6n c¢aprazlanmis modiiller kategorisindeki split genisleme siniflandiricis1 objesi

olup kisaca aktor olarak adlandirilmigtr.

Onerme 3.16 A : (A, LN Ap) bir 6n caprazlanmig modiil, (A] x Ag, @, ®; ), tekli islemlerle
birlikte buna bagli olarak elde edilen asosyatif cebir ve (2A(A; x Ag),®p,®;) de bu asosyatif
cebirin aktorii olsun. Buna gore, Act(A) = P(Act(S(A))) dir.

Ispat: P ve S funktorlarimin tammlari kullamlarak ispat yapilabilir. ]

Ornek 3.1 A; bir Lie cebiri olsun. Buna gore, A : (A L, Aj) bir 6n caprazlanmig
modiildir ve A : BM(A) — Bim(A) 6n ¢aprazlanmig modiili A nin aktoriidiir. Bu-
rada, BM(A) = {(a,0,a!) : @ = 9 = &', € Bim(A;)} = Bim(A4;), Bim(A) = {(a, ) :
o € Bim(A;)} = Bim(A;) dir ve A, A(o,,a) = (o, o) seklinde tanimlidir.  Dolayisiyla,
Act(A) = (Bim(A;),Bim(A}),id) olur.



BOLUM 4

DEGISMELI CEBIRLER UZERINDE ON
CAPRAZLANMIS MODULLERIN AKTORLERI

4.1 Giris

Arvasi ve Ege (2003) de, degismeli cebirler iizerinde tanimli caprazlanmig modiillerin
aktorleri incelenmistir. Boyaci, Casas, Datuashvili ve Uslu’nun “Modified Category of Interest”
isimli makalesinde de asosyatif cebirler iizerinde tanimli ¢caprazlanmis modiillerin aktorlerine
yer verilmigtir. Bu boliimde de, bu calismalarin bir genellemesi olarak, degismeli cebirler
tizerinde tanimli 6n ¢aprazlanmis modiillerin aktorleri incelenecektir. Ayrica, PXCom da etki

ve yari-direk ¢carpimin tanimlar1 da verilecektir.

4.2 Aktor Objenin Insaasi

Bu boliimde bahsi gegen biitiin 6n caprazlanmis modiiller degismeli cebirler kategorisinde

taniml1 olacaktir ve her degismeli cebirin asagidaki kosulu sagladigi kabul edilecektir.

Kosul 3: C bir degismeli cebir ise, Ann(C) = 0 veya C> = C dir.
Tamm 4.1 C: (C, LN Co) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun.
i) g € Mul(Cy) ve uy € Mul(Cp)
i) dpy = pod
iii) Her ¢; € G, i = 0,1 i¢in, u; (c1-co) = co - py(c1) =y (co) - €1

sartlar1 saglandiginda (u;, ) ikilisine € nin bir multiplieri denir. € nin multiplierlerinin kiimesi

Mul(C) ile gosterilir.
Sonug 4.2 Toplama islemi, skaler ¢arpim islemi ve her (uy,uq), (1), 1) € Mul(C) igin,

(uy- o) (1, o) = (uay iy, oto)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte Mul(C) bir degismeli cebirdir. Buradaki u; 4 ve

oty bileske islemini ifade eder.
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Bir onceki boliimde oldugu gibi, € : (C; A, Cp) on caprazlanmig modiiliiniin aktorii
tanimlanacaktir. Cy ve Cp, Kosul 3 te belirtilen sart1 sagladiginda € nin aktoriiniin varligindan
s0z edilebilir. Asosyatif cebirlerde oldugu gibi, degismeli cebirlerde de yine benzer bir yolla

aktor objenin ingaasi olusturulabilir.

Tamm 4.3 C : (C; N Co) bir 6n c¢aprazlanmis modiil olsun. 8,8; € Mul(Cy), 9 bir
caprazlanmig multiplier (her co, c(, € Cp i¢in d(cocy) = co - 9(cy)) esitligini saglayan bir k-lineer

doniisiim) ve Y = dd olmak iizere, her ¢y € Cy, ¢ € Cy igin,
1. 8(co-c1) =co-0(c1) = (9(co))ey

2.81(co-c1) =co-01(c1) = (Y(co)) - €1

3. vd = dd = dd,

sartlarini saglayan (9,0, 8,) iicliilerine C nin genellestirilmis multiplierleri denir. Bu boliimde,

C nin genellestirilmig multiplierlerinin kiimesi 21(C) ile gosterilecektir.

Burada, ¢aprazlanmig multiplier tanim1 kullanilarak Y € Mul(Cp) oldugu da goriilebilir.

Ornek 4.1 C: (C i> Cop) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. ¢; € C; elemant sabit bir eleman
olarak almsin. 8,8, : C; — Cy, 9 : Cy — C; doniisiimleri her ¢}, € Co, ¢} € Cj i¢in, &;(c}) =
dcy -}, d(c}) =cic), 9(co) = co - c1 seklinde tanimlansin. Buna gore, (8,9, 8;) iigliisii € nin bir

genellestirilmis multiplieridir.
Onerme 4.4 Toplama islemi, skaler ¢arpim islemi ve her (8,9,8;),(8',9',8}) € 9(C) igin,
(8,0,81)(8,0,8)) = (88',09',8,8))

seklinde tanimlanan carpma islemi ile birlikte 9t(€) bir degismeli cebirdir. Burada, 88’ ile 8,5

bileske islemini gosterir ve d0’ = 89’ diir.

Ispat: 9%(C) nin, degismeli cebir olma sartlarimi sagladig1 bilinen kontroller yapilarak
kolaylikla goriilebilir. Burada farkli olarak sadece, tamimlanan carpma isleminin degisme
ozelliginin oldugu, yani, 88’ = §'8, 8;8| = &, ve 90’ = 80’ = §'d = 9'd esitliklerinin dogrulugu
gosterilecektir. Tlk olarak, Ann(Cp) = 0 ve x € Cy olsun. Buna gore, her y € Cy igin, y-8(d'(x)) =
8(y-0'(x)) = 8(9'(xy)) = 8(x-9'(y)) = A(x)d'(y) = ¥ (y)a(x) = &' (y- 9(x)) = y- §/(3(x)) olur.
Buradan 80’ = &0 elde edilir. Simdi de, (Cp)?> = Cy ve x € Cp olsun. Buna gore, ab = x
olacak sekilde a,b € Cp vardir. Buradan da, 8(9'(x)) = 8(d'(ab)) = ad(d' (b)) = &' (a - 9(b))
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= §'(d(ab)) = & (3(x)) olur. Dolayisiyla, 90’ = 89’ = &0 = 9’9 oldugu bulunur. Benzer bir
yolla, 38’ = &' ve 8,8 = &/, esitlikleri de elde edilebilir. (]

Onerme 4.5 C : (C; N Cp) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. A : IMM(C) — Mul(C),
(6,0,81) — (8,y) doniisiimii, her (8,0,81) € M(C) ve (u;,uy) € Mul(C) i¢in, Mul(C) x
M(C) — M(C), ((ty,49),(8,0,081)) — (110,119, 1;91) seklinde tanimlanan etki ile birlikte

bir On ¢aprazlanmis modiildiir.

ispat: Her (uy, ), (i, 11)) € Mul(€) ve (8,3,81), (8,9,8}) € M(C) icin,
(1540) - ((8,0,81)(8,0,81)) = (uy, ) - (38',89',8:8))

= (188,189,111 8,8))

= ((Wd¥, (18, (1;81)8})

= (/1157#187.‘1131)(5/’8/75/1)

= ((#17#0) : (878?81))(6/78/78/1)

ve
(o) (1) 140)) - (8,0,81) = (e, k) - (8,9, 81)
= (8, 0, 114 1)
= (o (1 8), g (110), 11y (11 81))
= (u1H0) - (148,40, 11 81)
= (u1H0) - (U, 1) - (8,0,81))
oldugundan, etki iyi tanimhidir. Diger taraftan, her (u;, 1) € Mul(C) ve (§,0,8;) € M(C) i¢in,
A((u1,m0) - (8,0,81)) = Ay d,4410,14181)
118, du;0)
1418, pod0)
115 H0)(8,d0)
115 Ho) (A(8,0,81))

oldugundan 6n ¢aprazlanmis modiil sart1 saglanmis olur. []

(
(
(
(

Tamim 4.6 Onerme 4.5 te tammlanan A 6n caprazlanmis modiiliine € : (C N Cp) 6n

caprazlanmis modiiliiniin aktorii denir ve Act(C) seklinde gosterilir.



53

Onerme 4.7 C : (C M, Cp) bir 6n ¢aprazlanmig modiil ve (C; x Cp, 9, ®;) de, bu 6n

caprazlanmig modiile denk olan degigmeli cebir olsun. Buna gore, Act(C) = P(Act(S(C))) dir.

Ispat: Birinci boliimde tanimlanan P ve S funktorlarinin yardimiyla 6nermenin dogrulugu

gosterilebilir. [J

Ornekler 4.1 i) E bir degismeli cebir ve € : (E Ny ) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Buna
gore, C nin aktorii (Mul(E),Mul(E),id) olur. Bu ayni1 zamanda, C nin ¢aprazlanmis modiiller
kategorisindeki aktorii ile de cakisir. Yine benzer sekilde, O 9 Eon caprazlanmis modiiliiniin
aktori Mul(E) ye izomorftur ve bu da 0 9% E nin caprazlanmis modiiller kategorisindeki
aktorii ile cakisir. Degismeli cebirler iizerinde tanimli bir caprazlanmis modiiliin aktoriiniin

tanim1 Arvasi ve Ege (2003) de yer almaktadir.

ii) E tekil olmayan bir degismeli cebir olmak iizere, C : (E 9, E) ve € : (E N 0)
on c¢aprazlanmig modiilleri verilsin. Buna gore, Act(C) = (9M(C),Mul(C),A) dir. Bu-
rada, & = d olmak iizere, 2M(C), (8,0,0) seklindeki biitiin tcliilerin kiimesini ifade eder,
Mul(C) = Mul(E) dir ve A, A(3,9,0) = (0,0) seklinde tanimlidir. Yine benzer sekilde,
Act(€) = (M(C"),Mul(C’),A) olur. Burada da, 9t(€), (5,0,8;) seklindeki biitiin iicliilerin
kiimesini ifade eder, Mul(C’) = Mul(E) dir ve A, A(3,0,8;) = (81,0) seklinde tanimhidir.

iii) €: (ExE % E) 6n caprazlamis modiilii verilsin ve Act(C) = (9(€),Mul(€),A)
olsun.  Buna gore, §,8,0,8,,8] € Mul(E) ve § = 0 = & olmak iizere, 9(C),
(8,8),(0,0),(81,8)) seklindeki biitiin iicliilerin kiimesidir, Mul(C) = Mul(E) x Mul(E) dir
ve A, A((8,8),(9,0),(81,8))) = ((8,8'),8) seklinde tanimhdr.

4.3 PXCom da Etki ve Yar1-Direk Carpim

Simdi, verilen bir € 6n ¢aprazlanmis modiiliiniin (§,m) : € — Act(C) seklindeki kanonik

doniisiimii tanimlanacaktir.

Onerme 4.8 C: (Cy i> Cp) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Her cl,c/1 € Cy, co € (p i¢in,
8¢, (c}) = cicy, 81, (¢)) =d(c1) - ¢} ve 9, (co) = co - ¢ olmak iizere, & : C1 —> M(C), §(c1) =
(8¢;,9¢,,81,,) seklinde bir doniisiim tanimlansm. Buna gore, & : C; — M(C), (8¢,,d¢,, 01, ) -

c1 = 91 (c1) seklinde tanimli etki ile birlikte bir 6n ¢aprazlanmig modiildiir.
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Ispat: Her ¢1,c} € C1, ¢o € Gy igin,
6616’1 (c}) =cicic] = ci(cjcf) = 661681 (<),
81616,1 (cy=d(cic)) - =d(c1)-(d(c))-c]) = 5101518,1 (c]),
aclc’1<CO) =co-(c1c}) = (co-c))er,

9¢,9¢, (c0) = 8¢9, (co) = 8¢, (co - c}) = (co - ey

oldugundan,
&(crct) = (8c;,0c;,81,, ) (e, 9c,r, 81, ) = E(c1)E(ch)

ifadesi elde edilir. Bu da, & nin iyi tamiml oldugunu gosterir. Diger sartlarin kontrolii de bilinen

islemler yardimiyla kolaylikla yapilabilir. []

Onerme 4.9 C: (Cy M, Cp) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Her ¢; € Cy, o, ¢; € Cp igin,
8cy(c1) = co-c1 ve Y, (c) = cocy olmak tizere, n : Co — Mul(€), co — (8¢, 7, ) seklinde bir
doniisiim tanimlansm. Buna gore, 1, her (u;,uy) € Mul(C), co € Cp igin, (uy, ) - co = o (co)
seklinde tanimli etki ile birlikte bir 6n ¢aprazlanmig modiildiir.
Ispat: Her ¢; € Cy, co,c)y, ¢ € Cp igin,
8coe (€1) = (cocp) -c1=co- (cf-c1) = 8¢y8¢ (c1),
/

Yeoel, (€0) = (coch)el = co(cpeh) = Yoo (Ve (<))

oldugundan, m iyi tamimlidir. M : Co — Mul(C) nin bir 6n ¢aprazlanmig modiil oldugu da

bilinen islemler yardimiyla kolaylikla gosterilebilir. [J

Onerme 4.10 C : (C; -, Co) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Buna gore, (§,m) : € —

Act(C), 6n ¢aprazlanmig modiillerin arasinda bir homomorfizimdir.

Ispat: Her ¢| € C) icin
nd(cl) = (8d01 7ch1) ve Aé = A(SCUaCl’Slcl) = (8101 ’daﬂ)
oldugundan, ayrica her cy, c’1 € Cy, co € Cp igin

84, (¢7) =dci1 - ¢} =81, (c]) ve Yy, (co) = coder = d(co - c1) = do, (co)
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oldugundan nd = A¢ elde edilir.
Diger yandan, her ¢;, ¢} € C;, i = 0,1 igin,

S(co-c1) = (8cyer s 9egrcr Ol )

N(co) -&(er) = (8eyde;, 8¢ 0c, 8¢ d1., )

ve

8cy0¢, () = co- (c1¢}) = (co-c1)c) = Beye; (€]),

8ey9e; (€g) = Bey(cg-c1) = co- (ch-c1) = - (o €1) = egey (€),

8c001,, (c1) = ey (d(c1) - c}) = co- (d(c1) - c}) = (cod(c1) - ¢]) = (d(co-c1)) - €] = Bu., (])
oldugundan, ispat igin gerektigi gibi, &(co-c1) =M(co) -E(c1) oldugu bulunur. O

Onerme 4.11 Z; = ker(§) = {c; € C| : Her ¢} € Ci,co € Cp igin, c1c} =0, co-c1 =0 ve
d(cy)-c} =0} ve
Z, =ker(n) ={co € Cy : Her ¢, € Cy, c1 € C igin, cocy, =0 ve ¢o- ¢ = 0} olmak iizere, Im(&, 1),

Act(€) nin ve ker(&,m) : (Z LN Zp) da € nin bir 6n ¢aprazlanmus idealidir.

Ispat: Birinci boliimde verilen 6n caprazlanmis ideal tanimindan ve &1 déniisiimlerinin

tanimindan yola ¢ikilarak ispat icin gereken kontroller yapilabilir. [

Tamim 4.12 C: (C; N Co) bir 6n caprazlanmig modiil ve (§,m) : € — Acz(C) de kanonik
doniigiim olsun. Buna gore, (§,m) doniisiimiiniin goriintiisiine € nin i¢ aktorii denir ve

InnAct (C) seklinde gosterilir.

Tamim 4.13 C: (C; N Co) bir 6n ¢aprazlanmig modiil ve (§,m) : € — Acz(C) de kanonik
dontigiim olsun. Buna gore, Act(C)/InnAct(C) bolim 6n caprazlanmigs modiiliine C nin dig

aktorii denir ve OutAct(C) seklinde gosterilir.

0—C—C—C"—0

dizisi, PXCom da 6n ¢aprazlanmig modiillerin bir tam dizisi olsun. Burada, C’, C nin bir 6n

caprazlanmuis ideali olarak diisiiniilebilir.
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Hercl € Clv co <€ CO igin, (g‘an’) :C —>ACI(C/)7 &’(01) = (601 786‘1 ,8101 )a T]’(C()) = (8007Yco>
seklinde bir doniisiim tanimlansin. C’, C nin bir 6n ¢aprazlanmus ideali oldugundan, bu doniigiim

iyi tanimlidir. Bu doniistim kullanilarak asagidaki sonug elde edilebilir.

Sonuc 4.14

0—C—C—C"—0

dizisi bir tam dizi olsun. Buna gore, asagidaki degismeli diyagram elde edilir:

0 C’ C c’ 0

(El:nD)

0 InnAct(C") Act(C") OutAct(C) 0

Tanm 4.15 C: (C; LN Co) bir 6n gaprazlanmis modiil olsun. Onerme 4.11 de tanimlanan

(Z1,Zy,d) 6n gaprazlanmis idealine € nin merkezi denir ve Z(C) seklinde gosterilir.

Bu tanim, Huq (1968) da yer alan tanimla 6rtiismektedir.

Tanim 4.16 Eger C : (C; A, Cp) on c¢aprazlanmig modiilii merkeziyle cakigirsa, bu on

caprazlanmis modiil tekildir.

Onerme 4.17 C: (C N Cop) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. € nin tekil olmast i¢in gerek

ve yeter sart C1 ve Cyp 1n tekil, ayrica Cp 1n C iizerine etkisinin de asikar olmasidir.

ispat: C tekil olsun. Buna gore, Z; = C; ve Zy = Cy olur. Z; = C; oldugundan, her
c1,¢) €Cyveco € Cyigin, c1c) =0ve c-c; = 0dur. Ayrica, Zy = Cp oldugundan, her ¢y, ¢, € Cp
icin cq - c6 = 0 dir. Dolayisiyla, Cy ve Cy tekil ve Cy 1n C; lizerine etkisi de agikardir.
Tersine, C; ve Cy tekil ve Cy 1n C| iizerine etkisi de asikar olsun. Buna gore, her cl,c’1 e€C;ve

co € Cp igin, d(cy)- ¢} =0 ve ¢ -c; = 0 olur. Dolayisiyla, C: (C; N Co) tekildir. O

Onerme 4.18 C: (Cy 4, Cop) bir 6n gaprazlanmig modiil olsun. CoCy, C; in {cp-c; : ¢ € Cy,

co € Cp} kiimesi tarafindan iiretilen idealini gdstermek iizere,
C1C1 & CoCr 5 CoCy

on ¢aprazlanmig modiilii € nin bir 6n ¢aprazlanmis idealidir.
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Ispat: Her ¢1,c} € C1, co € Cp igin,
d(cich) =d(c1)d(c}) € CyCo

Ve

d(co-c1) =cod(cy) € CoCo

oldugundan, d iyi tanimhdir. Etkinin 6zellikleri kullanilarak diger sartlarin da saglandigi

gosterilebilir. [J
Tanim 4.19 C: (C; <, Cop) bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun.
C1C1 B CoC1 ~L5 CoCo
On ¢aprazlanmig idealine, C nin komiitator ideali denir ve CC seklinde gosterilir.

Onerme 4.20 C 6n caprazlanmis modiiliiniin tekil olmasi i¢in gerek ve yeter sart CC = 0 ol-

masidir.

Ispat: C bir tekil 6n caprazlanmis modiil olsun. Buna gére, C; ve Cy tekildir, dolayistyla,
C1C1 =0 ve CpCp = 0 olur. Diger taraftan, her ¢ € Cp,c1 € C i¢in, ¢g - ¢ = 0 oldugundan
CoC; =0 drr.

Tersine, CC = 0 ise, C1C b CyC1 = 0 ve CyCy = 0 olur. Bu da, C; ve Cp 1n tekil ve Cy 1n Cy

tizerine etkisinin de agikar oldugu anlamina gelir. Yani, C tekildir. [

d,
Teorem 4.21 Herhangi bir C: (C) A, Cop) 6n ¢aprazlanmis modiilii i¢in, € nin C;C; & CyC| N
CoCp bigimindeki komiitator ideali, Cop : C1/(C1Cy & CoCh) N Co/CoCp 1 tekil olmasi duru-

munda,en kiigiik tek idealdir.

Ispat: Eger €' : (C] < Cp). € nin bir ideali ise, C;/C} 4, Co/C|, seklinde bir bolim 6n
caprazlanmig modiilii vardir. Bu béliimiin tekil olmast i¢in gerek ve yeter sart Cy /C} ve Co/C))
niin tekil ve her [co] € Cy/C, [c1] € C1/C} i¢in [co] - [c1] = 0 olmasidir. Yani, C;C; & CoC < C}
ve CoCp < C)) diir. O

Borceux, Janelidze ve Kelly (2005 a) de bahsedildigi gibi, interest kategorilerinde tanimli
on caprazlanmig modiiller kategorileri yari-abelyen kategorilerdir. Simdi, Borceux, Janelidze
ve Kelly (2005 b) de yari-abelyen kategoriler i¢in verilen split genislemeler kullanilarak, bir 6n
caprazlanmis modiiliin dier bir 6n ¢aprazlanmis modiil {izerine etkisinin tanimi verilecektir.

Ayrica, On ¢aprazlanmis modiillerin yari-direk ¢arpimi da tanimlanacaktir.
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Tamm 4.22 C: (C -, Co) ve C': (¢} <, Cp) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Eger
PXCom da,

0-C=&5e =0
seklinde bir split genisleme varsa, €’ niin € {izerine bir etkisi vardir denir.
Ornek 4.2 C: (Cy N Cop) bir 6n caprazlanmis modiil, IMul(Cy) ve IMul(Cy) sirasiyla C;
ve Cp m i¢ multiplieri olsun. Buna gore, her ad., € C;, i = 0,1 i¢in ad., - ad., = ad.,.c,
seklinde tanimli etki ile birlikte 7 : (IMul(C) M ul(Cp)), bir 6n caprazlanmig modiildiir.

Dolayisiyla, I nin € iizerine

0+C—=CxIT1-0
split genislemesi tarafindan tanimlanan bir etkisi vardir.(C x I yari-direk ¢arpiminin tanimi

Ornek 4.3 te verilmistir)

Onerme 4.23 C: (C; N Co) ve C' - (¢} o, C}) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun ve € niin
C iizerine etkisi

0-C—=&5e =0
split geniglemesi tarafindan tanimlansin. Buna gore, Cp x Cj niin C; x C} iizerine, her ¢; € C;,
c.€ClLi=0,11igin
(co: ) - (e1,¢1) = (co-c1+s0(cp) - €1 +co-51(ch), cp - €1)

seklinde tamimlanan etkisi ile birlikte (d,d") : C; x C| — Cp % C|), bir 6n ¢aprazlanmis

modiildiir.

Ispat: Etkinin iyi tammli oldugu bilinen islemler yardimiyla gériilebilir. Burada, 6n
caprazlanmig modiil sartinin kontrol edilmesi yeterli olacaktir. Buna gére, her ¢; € C;, ¢} € C/,

i = 0,1 i¢in asagidaki islemler takip edilirse,
(co,cp)((d.d")(c1,c})) = (co,cp)(d(er),d'(c)))
= (cod(c1) +cy-d(er) +(d'(c})) - co,cod (c}))
= (cod(c1) +so(cp)d(c1) +so(d'(c}))eo, cpd'(c]))
= (d(co-c1)+d(solcp) - c1) +d(s1(c))co,d'(cp - ¢7)
= (d(co-c1)+d(so(cp) - c1) +d(co-s1(ct)),d (- c))
= (d,d")(co-c1)+s0(cp) - c1+co-si(ch),ch-ch)

= (d,d")((co,cp) - (c1,¢1))
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oldugu bulunur. [J

Tamim 4.24 €’ niin C iizerine etkisi ile birlikte, € : (C; N Co) ve C': (C} A, C) birer 6n

caprazlanmis modiil olsun. Buna gére, Onerme 4.23 te verilen
(d,d"): Cy xC} — Co x C)

on ¢aprazlanmig modiiliine, €’ ve € 6n ¢aprazlanmig modiillerinin yari-direk ¢arpimi denir ve

C x € seklinde gosterilir.

Teorem 4.25 C': (C} AN Cy) ve C: (Cy <, Co) birer on ¢aprazlanmig modiil olsun ve C de
aktore sahip olsun. Buna gore, € niin C tarafindan iiretilen her bir split geniglemesi i¢in, (c,7) :

€ — Act(C) seklinde tanimli bir homomorfizim vardir.

Ispat: & : (E; 2, Ep) bir 6n ¢aprazlanmigs modiil ve 0 — € — & i €’ — 0 da, € niin
C tarafindan iiretilen bir split geniglemesi olsun. Buna gore, her ¢; € C;, ¢; € E;, i = 0,1 igin,
O, (c1) = e1c1, ey (co) = co-e1, 14, (c1) =D(e1) - c1 Ve iy, (c1) = €0~ €1, M, (o) = eoco olmak
lizere, (W, Wg) = € — Act(€), Wy (e1) = (801,0er+31er)s o (€0) —> (H1egHoey) homomor-
fizmi vardir. Dolayisiyla, (6,T) = yos: €' — Act(C) oldugu bulunur. [J

Onerme 4.26 C: (C N Co) ve €' : (C} N C}) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun ve (y, @) :
¢ — Act(€C) homomorfizmi verilsin. Buna gore, sirastyla ¢ - ¢1 = (@, (dc}))(c1) ve ¢y -co =
(@o(cp))(co) seklinde tanimlanan, C} niin C; iizerine ve C{, niin Cy ilizerine etkisi vardir. Bu
etkiler yardimiyla Cy x C} ve Cy x Cj yari-direk ¢arpimlart elde edilir. Buna gore, Cy % C{) niin

C1 x Cy iizerine etkisi ile birlikte,
(d,d"): Cy x C} — Co x C)
bir 6n ¢aprazlanmig modiildiir. Buradaki etki her ¢; € G;, ¢; € C}, i =0, 1 igin,
(co,¢p) - (e1,¢1) = ((91(cp)) (e1) +9, (co) +co- 1, )

seklinde tammhidir ve 9, y(c)) = (8,9, .9, ) goriintiisiinden elde edilir.

Ispat: Verilen etkinin tanimi kullanilarak Onerme 4.23 tekine benzer bir sekilde ispat

yapilabilir. []

Teorem 4.27 C': (C] &, Cp) ve C: (Cy <, Co) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun ve C de
aktore sahip olsun. Buna gore, her bir (0,7) : € — Act(€) homomorfizminden, €’ niin C
tizerine etkisi elde edilir.

0C—=&e 0.
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Ispat: y: @ — Act(@) homomorfizmi verilsin. Buna karsilik gelen etki, bilinen i, g ve s
homomorfizimleri ile birlikte agsagidaki split genisleme tarafindan tanimlanabilir:
0%@4@’%@%(‘3/%0
0
Sonu¢ 4.28 C': (C} <, Cp) ve C: (C <, Co) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. Eger

Act(@) varsa, €' niin C iizerine etkisi ile €' nden Act (C) ye tamimli homomorfizimler arasinda

bire bir eslesme vardir.

Not 4.29 Bu sonuca gore, Onerme 4.26 da verilen aktér yardimiyla yari-direk carpim

tanimlanabilir.

Onerme 4.30 C: (C; 4, Cop) bir 6n ¢aprazlanmig modiil ve aktorii de Act(C) olsun. Buna

gore,

C1 () Y ¢y % Mul(€)

doniisiimii, Cop X Mul(C) nin C; x M(C) iizerine etkisi ile birlikte bir 6n ¢aprazlanmis modiil

olur. Buradaki etki, her ¢; € C;, i = 0,1 i¢in
(co, (u1,10)) - (€1,(8,9,81)) = (co-c1+ (uy,40) - €1 +9(co), (1, 140) - (8,0,81))

= (co-c1+py(c1)+9(co), (116,110, 11181))

seklinde tanimlidir.

Ispat: Etkinin iyi tanimlh oldugu bilinen islemler yardimiyla gosterilebilir. Burada, 6n
caprazlanmis modiil sartinin kontrol edilmesi yeterli olacaktir. Buna gore, her ¢; € C;, i =0, 1,

1y, 1) € Mul(@), (8,0,81) € M(C) igin asagidaki islemler takip edilirse,
(d,A)((co, (1, 40)) - (€1,(8,9,81))) = (d,A)(co-c1+u(er)+0(co), (18,119,111 81))
= (d(co-c1)+dupy(c1) +d(co), (1 81,dp,9))

= (cod(c1)+pod(c1) +d(co), (1181,upd9))

= (cod(cr) + (ur,40) -d(cr) + (81,d9) - co, (11, 110) (81,d9))

= (co,(u1,10))(d(c1), (81,d9))
= (co,(u1,10))((d,4)(c1,(8,0,81)))

oldugu bulunur. [J
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Ornek 4.3 i) C: (C 4, Cop) bir 6n caprazlanmig modiil olsun. Buna gore, C ve IMul(C) :
IMul(Cy) KUN IMul(Cp) 1 yari-direk ¢arpimi

(d,dM) :Cy NIMMI(Cl) — Cy NIMMI(C())

seklinde tanimlanir. Buradaki etki de asagidaki gibi tanimlidir:
(CO,ach . (Cl,adcll) = (co-c1+ adcé (c1)+co- adc/l ’adc6 . adc/l)

= (co-cl+c6-cl+co-c’1,adcb,cfl)

i) C: (C N Co) bir 6n caprazlanmis modiil ve aktorii de Act(C) olsun. Buna gore, Onerme
4.26 da tanimlandig1 gibi € x Act(C) elde edilir.

Tamim 4.31 C: (C) N Co), €+ (C o, Cpy) ve A : (Ay —> Ap) birer 6n ¢aprazlanmig modiil
olsun ve A nin, € ve €’ lizerine etkisi sirasiyla

!

C—eAe—e A

split geniglemeleri tarafindan tanimlanmig olsun. (fj,fo) : € — €' de 6n caprazlanmig

modiiller arasinda bir homomorfizim olsun. Buna gore, her a; € A;, ¢; € C;, i =0, 1 i¢in

1) fo(so(ao)co) = sp(a0) fo(co)

2.) fi(so(ao) -c1) = sp(ao) - fi(cr)

3.) fileo-si(ar)) = folco) -5y (a1)

sartlar1 saglandiginda, (f1, fo) homomorfizmi, A nin € ve € iizerindeki etkisini korur denir.

Not 4.32 Eger C ve € niin aktorleri varsa, A nin € ve € iizerine etkisi, (y,9) : A —
Act (@) ve (¢, ¢') : A — Act(C) seklindeki bazi homomorfizimler tarafindan tanimlanabilir.

Dolayisiyla, Tanim 4.31 de verilen sartlar her a; € A;, ¢; € C;, i = 0,1 i¢in
1) folao-co) = ao - fo(co)

2) filao-c1) =ao- fi(cr)

3') f1(9a;(c0)) = g, (fo(co))

sartlarina denk olmus olur. Burada, d,, ve d;,,, W(a1) ve W' (ay) tigliileri tarafindan iiretilen 6n

caprazlanmis multiplierlerdir.



62

Tamm 4.33 C: (C -, Co) ve C': (Cy N C}) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun ve €’ niin
C tizerine etkisi

0C—=&e@ =50

split geniglemesi tarafindan tanimlanmig olsun. Buna gore, (81,08p) : € — € multiplieri, her

cy € Gy, ¢] € Cf igin
(i) 8od" = ddy,
(ii) 81 (cp - ¢1) = s0(cp) - S1(c}) = Bo(cp) - s1(ch)

sartlarini saglayan 8; : C{ — Cy ve §y : C, — Cp multiplier ikilisinden olusur. €’ nden C ye

taniml biitiin multiplierlerin kiimesi Mul(C’, C) ile gosterilir.

Not4.34 C: (Cy < Co) ve € : (C <, () birer 6n caprazlanmis modiil olsun. Ayrica,
C aktore sahip olsun ve € niin C iizerine etkisi de (€,m) : ¢’ — Act(€C) homomorfizmi ile

gosterilsin. Buna gore, (81,89) : € — € multiplieri, her ¢;, € C)), ¢} € C} i¢in
(i) 8od’ = dd,
(if) 81 (cp - ¢}) =M1y 81(ch) = 9 Bo(cp)

sartlarini saglayan 8, : C; — Cy ve ) : Cj — Co multiplier ikilisinden olusur. Burada, Nie,

ve d./, (€,M) etkisi tarafindan tiretilir.

Ornek 4.4 €' ve @ birer 6n caprazlanmis modiil olsun ve €' niin C iizerine etkisi de (g,m) :
€ — Act(C) homomorfizmi ile gosterilsin. Sabit bir z € C elemani alinsin. Buna gore, her
¢} € C1, ¢y € Gy igin, 8y (c}) = oy (2) ve So(cp) = Moe, (2) olmak tizere, (81,8) : €' — €,
bir multiplier olur. Bu sekildeki multiplierler, i¢ multiplier olarak adlandirilir ve IMul(C’, @)
seklinde gosterilir. Ayrica, Mul (€', C), bir k-vektor uzay1 yapisina sahiptir ve IMul(C’,C) de

onun alt uzayidir.

Not4.35 & : (E; A Ey), & : (E] LN E() ve C: (C 4 Co) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun
ve € nin C lizerine etkisi de (o,7) : € — Act(C) homomorfizmi ile gosterilsin. Ayrica,
(81,80) : € — €, bir multiplier ve (f1,fo) : & — & da 6n ¢aprazlanmig modiiller arasinda
bir homomorfizim olsun. Buna gore, &' niin C iizerine etkisi (6,7) o (f1, o) = (0o f1,To fo)
seklinde tanimlanmak iizere, (81,8¢) o (f1,fo) € Mul(&’,C) olur.
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Onerme 4.36 C: (C; N Co) ve €' (C] AN C}) birer 6n ¢aprazlanmis modiil olsun ve €’ niin
C tizerine etkisi de 0 — C — & i €’ — Osplit genislemesi ile tanimlansin. Herhangi bir € :
(E) L Ey) 6n ¢aprazlanmig modiilii ve (f1, fo) : € — € homomorfizmi i¢in, Mul (&, C) vektor
uzayl, (my,m) o (hy,ho) = (f1,fo) olacak sekildeki (hy,hp) : € — € x € 6n ¢aprazlanmig
modiil homomorfizimlerinin olusturmus oldugu vektor uzayina izomorftur. Burada, € nin C
tizerine etkisi (s1,50) o (f1, fo) bileskesi ile ifade edilir ve (11, 7) : €' x € — €’ doniisiimii de

bir kanonik projeksiyondur.

Ispat: (8,8)) € Mul(€,C) multiplieri verilsin. Buna gore, her e; € E1,eo € Ey igin,
hi(e1) = fi(e1),01(er) ve ho(eo) = fo(eo),00(eo) seklinde tek morfizim tanimlanabilir.
Tersine, (7;,7g) o (h1,ho) = (f1, fo) olacak sekilde (h;,ho) : € — € x € homomorfizmi verilsin.
Buna gore, (q1,4qo) © (h1,ho) bileskesi bir multiplier olur. Burada, (¢g1,qo) : €’ x € — C, kanonik

projeksiyon ile ifade edilen bir multiplierdir. [

Sonuc 4.37 C: (C < Co) ve €= (¢} 4, C) birer 6n ¢aprazlanmis modiil olsun ve € niin
C lizerine etkiside 0 - C — & i ©" — Osplit geniglemesi tarafindan tanimlansin. Buna gore,
Mul (€, @) k-vektor uzayi ile, (Tt1,m) o (hy,ho) = idcr olacak sekildeki (hy,hg) : €' — €' x C
on caprazlanmis modiil homomorfizimlerinin olusturmus oldugu k-vektor uzay arasinda bire

bir eslesme vardir.

Tamim 4.38 C: (C) < Co) ve C': (C} &, C,)) birer 6n ¢aprazlanmig modiil olsun. € niin C

lizerine bir etkisi varsa ve C tekil ise, C ye bir €’-modiil denir.

Onerme 4.39 0 (¢': ¢, L ) 12 e o & o) B @ cr Ly ) - 0 dizisi,

on ¢aprazlanmig modiillerin bir tam dizisi ve A : (A; Ta Ap) da, 0 > C — € i ¢ =0
split geniglemesi tarafindan tanimlanan etki ile birlikte bir €”’-modiil olsun. Buna gore,
Homen (€, A), €"-modiiller kategorisinde €/, — A seklindeki morfizimlerin k-vektor uzay:
olmak iizere,

0 — Mul(€",A) L Mul(©,A) % Homen(€,, A)

dizisi, k-vektor uzaylarimin bir dogal tam dizisidir.

Ispat: Etkiler iizerinde bazi diizenlemeler yapilarak Casas, Datuashvili, Ladra ve Uslu
(2012) dakine benzer bir yolla ispat yapilabilir. Burada etkiler split genislemeler tarafindan
tanimhidir ve Casas, Datuashvili, Ladra ve Uslu (2012) dakinden daha genel bir durum soz

konusudur. [J
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