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v

ÖZET

Inasaridze, [14], pseudosimplisel grupların homotopi gruplarını kullanarak,

gruplar kategorisindeki değerleri ile birlikte abelyen olmayan üretilmiş funk-

torları oluşturmuştur. Bu, asosyatif halkalar kategorisi içindeki cebirsel K-

teorisinin, GL kovaryant funktorunun sol üretilmiş funktorlar teorisi olarak

elde edilmesine olanak sağlamaktadır. Cebirsel K - teori, modern cebir,

topoloji, cebirsel geometri, fonksiyonel analiz ve cebirsel sayı teorisi ile ilişkisi

olan matematiğin birçok temel alanında önemli uygulamaları bulunmaktadır.

Günümüzde Swan, [30], Volodin, [15], Karoubi ve Villamayor, [24], Gersten,

[35], ve Quillen, [7], tarafından oluşturulmuş birçok cebirsel K - teori ile ilgili

bir çok çalışma vardır.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tanımlı E ve GL

kovaryant funktorlarını kullanarak elde edilen Kn funktorlarının Swan, [30],

tarafından tanımlanmış cebirsel K - teoriyi verdiğini ispatlamıştır.

Bu çalışmada, Inasaridze, [14], tarafından tanımlanmış olan pseudosim-

plisel grupları ile pseudosimplisel grupların homotopi grupları gözönünde bu-

lundurularak komütatif cebirler için pseudosimplisel cebir yapısı oluşturuldu.

ve Inasaridze, [14], tarafından pseudosimplisel gruplar için yapılanlar pseu-

dosimplisel cebirler için incelendi.

Tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş bölümü olup bu

bölümde tezin yapısı kısaca tanıtılmıştır. İkinci bölümde tezde kullanılacak

temel kavramlar verilmiştir. Projektif sınıf, üretilmiş funktor ve sıralı üçlü

(Cotriple) kavramları incelenmiştir. Sonrasında ise homotopi modülü kavramı

ve çaprazlanmış modüller hatırlatıldı.

Üçüncü bölümde Inasaridze, [14], tarafından tanımlanmış olan pseudosim-

plisel grupların homotopi gruplarını kullanarak pseudosimplisel cebir yapısı
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tanımlandı ve Inasaridze, [14], de pseudosimplisel gruplar için elde edilen

sonuçlar pseudosimplisel cebirler için incelendi.

Son bölümde ise Arvasi, [39], nin simplisel komütatif cebirler için göstermiş

olduğu sonuçların bazıları pseudosimplisel cebirler içinde kısmen geçerli olduğu

gösterildi. Daha sonra çaprazlanmış modüllerin kategorisi ile Moore kom-

pleksinin uzunluğu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkliği gös-

terildi. Ayrıca Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - çaprazlanmış modül

yapısı tanımlandı ve pseudo 2 - çaprazlanmış modül kategorisinin, Moore

kompleksinin uzunluğu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkliği

gösterildi. Ayrıca bu bölümde pseudosimplisel cebirlerin n - tipleride ince-

lendi.
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SUMMARY

Using the homotopy groups of pseudosimplicial groups, Inasaridze, [14],

construct nonabelian derived functors with values in the category of groups.

This enables him to obtain algebraic K - theory in the category of associative

rings as the theory of left derived functors of the covariant functor GL. Alge-

braic K - theory is a modern and perspective branch of algebra having many

important applications in fundamental areas of mathematics connected with

algebra, topology, algebraic geometry, functional analysis and algebraic num-

ber theory. There are several algebraic K - theories in existence, constructed

Swan, [30], Karoubi and Villamayor, [24], Volodin, [15], Gersten, [35], and

Quillen, [7], that enlist homotopical methods into the study of algebraic ob-

jects.

Inasaridze, [14], proved that the functors Kn give the algebraic K - the-

ory of Swan using two covariant functors GL and E from the category of

rings to the category of groups. In this thesis we define pseudosimplicial

algebra considering pseudosimplicial groups. Then we give some results of

pseudosimplicial algebras.

This thesis consists of four chapter. In the first chapter we introduce

structure of thesis. In the second chapter we give some basic information.

We recall projective class, derived functors, cotriples, homotopy modules and

crossed modules. In the next chapter we define pseudosimplicial algebra con-

sidering pseudosimplicial groups and homotopy groups of that.

In the last chapter we work on the higer order Peiffer elements of pseu-

dosimplicial algebras which are given by Z. Arvasi for simlicial algebras ver-

sion. Arvasi, [39], and we show that this results are partially correct for pseu-

dosimplicial algebras. Then we show that the category of crossed module is
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equivalent to the category of pseudosimplicial algebras with Moore compleks

of length 1. Also we define pseudo 2 - crossed module and we prove that the

category of pseudo 2 - crossed module is equivalent to the category of pseu-

dosimplicial algebras with Moore compleks of length 2. Then we examine n

- types of pseudosimplicial algebras.
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Aynı zamanda daima bana destek olan herzaman yanımda olduklarına
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2.6.2 Serbest Çaprazlanmış Modüller . . . . . . . . . . . . . 31
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Bölüm 1

Giriş

Inasaridze, [14], pseudosimplisel grupların homotopi gruplarını kullanarak,

gruplar kategorisindeki değerleri ile birlikte abelyen olmayan üretilmiş funk-

torları oluşturmuştur. Bu, asosyatif halkalar kategorisi içindeki cebirsel K-

teorisinin, GL kovaryant funktorunun sol üretilmiş funktorlar teorisi olarak

elde edilmesine olanak sağlamaktadır. Cebirsel K - teori, cebirin modern ve

önemli bir branşıdır ve cebir, topoloji, cebirsel geometri, fonksiyonel analiz ve

cebirsel sayı teorisi ile ilişkisi olan matematiğin birçok temel alanında önemli

uygulamaları bulunmaktadır. Günümüzde Swan, [30], Volodin, [15], Karoubi

ve Villamayor, [24], Gersten, [35], ve Quillen, [7], tarafından oluşturulmuş

birçok cebirsel K - teori mevcuttur.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tanımlı E ve GL

kovaryant funktorlarını kullanarak elde edilen Kn funktorlarının Swan, [30],

tarafından tanımlanmış cebirsel K - teoriyi verdiğini ispatlamıştır.

Bu çalışmada, Inasaridze, [14], tarafından tanımlanmış olan pseudosim-

plisel grupları ve pseudosimplisel grupların homotopi grupları gözönünde bu-

lundurularak komütatif cebirler için pseudosimplisel cebir yapısı oluşturuldu.

ve Inasaridze, [14], tarafından pseudosimplisel gruplar için yapılanlar pseu-

1
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dosimplisel cebirler için incelendi.

Çaprazlanmış Modüller ilk olarak Whitehead, [17], tarafından 1949 de

tanımlanmış, daha sonra Peiffer, [31], ve Reidemeister, [19], tarafından in-

celenmiştir. Whitehead, K yol bağlı topolojik uzay ve L yol bağlı altuzay

olmak üzere, π2(K, L) ikinci relatif homotopi grubunun yapısını incelerken

çaprazlanmış modül kavramını tanımlamıştır. Ayrıca, ikinci relatif homotopi

grubundan temel gruba giden

∂ : π2(K,L) −→ π1(L)

sınır dönüşümünün, π1(L) nin π2(K, L) üzerine standart etkisi ile birlikte bir

çaprazlanmış modül olduğunu göstermiştir.

k komütatif bir halka R, birimli bir k-cebir olsun.

∂ : C −→ R

bir R-cebir morfizmi ve

R× C −→ C

(r, c) 7−→ r · c
ve

C ×R −→ R

(c, r) 7−→ c · r

R nin C üzerine etkisi ile birlikte, her c, c′ ∈ C ve r ∈ R için

ÇM1) ∂(r · c) = r∂(c)

∂(c · r) = ∂(c)r

ÇM2) ∂c · c′ = cc′

c · ∂c′ = cc′

şartları sağlanıyor ise R üzerinde C cebirine bir çaprazlanmış (crossed) modül

denir ve (C, R, ∂) ile gösterilir.

Simplisel gruplar ise, ilk olarak Kan, [4], tarafından çalışılmıştır. Kan,

Moore, Milnor, ve Dold kısaca aşağıda verilen önemli sonuçları elde etmişlerdir.
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(i) simplisel objelerin, iyi yapılandırılmış bir homotopi teorisine sahip

olduğunu,

(ii) simplisel objelerin, bağlantılı uzayların tüm homotopi tiplerini mod-

ellediğini,

(iii) abelyen simplisel grupların, zincir komplekslerininkine denk bir araç

olduğunu ve böylece bunların homolojik cebire uygulanabilir olduğunu, ve

(iv) düşük boyutlarda hesaplamaların mümkün olduğunu göstermişlerdir.

Brown ve Loday, [32], bir G simplisel grubunun G2 ikinci boyutu de-

jenere elemanlar tarafından üretiliyorsa, yani düşük boyuttan gelen eleman-

lar tarafından, bu durumda G nin (NG, ∂) Moore kompleksinin NG2 ikinci

teriminin ∂ altındaki görüntüsünün

[Çek d1, Çek d2]

olduğunu göstermişlerdir, burada köşeli parantez, komütatör altgrubu gös-

termektedir. NG1 in bu altgrubu, (s0d1(x)ys0d1(x)−1)(xy−1x−1) formundaki

elemanlar tarafından üretilir ve bu tam olarak NG1 in Peiffer altgrubudur.

Brown ve Loday, [32], in gruplar için verdiği bu sonucu Arvasi, [39],

komütatif cebirler için daha yüksek boyutlara genelleştirmiş, Mutlu, [1], ise

Z.Arvasi nin doktora tezindeki bu sonuçları gruplar için genişletmiştir. Bu

çalışmada, Arvasi, [39], nin simplisel cebirler için elde ettiği sonuçların bazı-

larının kısmen Pseudosimplisel cebirler içinde sağlanıldığı gösterildi.

Daha sonra çaprazlanmış modüllerin kategorisi ile Moore kompleksinin

uzunluğu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkliği gösterildi. Ay-

rıca Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - çaprazlanmış modül yapısı tan-

ımlandı ve pseudo 2 - çaprazlanmış modül kategorisinin, Moore kompleksinin

uzunluğu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkliği gösterildi.

Ayrıca Porter, [38], Loday, [18], in (n + 1) tiplerin Catn - gruplar yada

çaprazlanmış n - küplerin bir bölüm kategorisine denkliğini ispatlayan cebirsel
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bir ispatını yapmıştır. Bu ispat yardımıyla Arvasi, Koçak, Alp, [42], simplisel

komütatif cebirler için benzer sonuçlar elde etmişlerdir. Bu çalışmada, [42],

daki bu sonuçlar pseudosimplisel cebirler için incelendi.

Çalışmanın ilk bölümünde, üzerinde çalışılacak temel yapı olan pseudosim-

plisel cebirler tanıtılarak genel özellikleri verildi. Daha sonra pseudosimplisel

cebir yapısıyla simplisel cebir yapısı arasındaki fark belirlenerek pseudosim-

plisel cebirler ve homotopi modülleri üzerinde bazı genel sonuçlar ifade edildi.

Sonrasında projektif sınıf, üretilmiş funktor ve sıralı üçlü kavramları incelendi.

Bu bölümde ayrıca pseudosimplisel çözülmenin adım adım oluşturulması da

çalışılmıştır.

Bir sonraki bölümde, Inasaridze, [14], tarafından tanımlanmış olan pseu-

dosimplisel grupları ile pseudosimplisel grupların homotopi grupları gözönün-

de bulundurularak komütatif cebirler için pseudosimplisel cebir yapısı oluş-

turuldu. ve Inasaridze, [14], nin elde ettiği sonuçlar pseudosimplisel cebirler

için incelendi.

Son bölümde ise, Arvasi nin simplisel komütatif cebirler için göstermiş

oldukları sonuçları, prseudosimplisel cebirler için kısmen geçerli olduğu göster-

ildi. Daha sonra çaprazlanmış modüllerin kategorisi ile Moore kompleksinin

uzunluğu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkliği gösterildi. Ay-

rıca Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - çaprazlanmış modül yapısı tan-

ımlandı ve pseudo 2 - çaprazlanmış modül kategorisinin, Moore kompleksinin

uzunluğu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkliği gösterildi.

Ayrıca Porter, [38], Loday, [18], in (n + 1) tiplerin Catn - gruplar yada

çaprazlanmış n - küplerin bir bölüm kategorisine denkliğini ispatlayan ce-

birsel bir ispatını yapmıştır. Bu ispat yardımıyla, [42], de simplisel cebirler

için benzer sonuçlar elde edilmiştir. Bu bölümde, [42], deki bu sonuçlar pseu-

dosimplisel cebirler için incelendi.



Bölüm 2

Pseudosimplisel Cebirler

Bu bölümde ilk olarak Inasaridze, [14], tarafından tanımlanmış olan pseu-

dosimplisel grupların temel özelliklerinden faydalanarak ve simplisel yapıyı

hatırlayarak komütatif cebirler için pseudosimplisel cebir kavramı, bir pseu-

dosimplisel cebirin temel özellikleri ve bir pseudosimplisel cebirin Moore kom-

pleksi kavramı verildi. Daha sonra da pseudosimplisel cebirler için simplisel

çözülemenin adım adım oluşturulması metodunda, bir pseudosimplisel cebirin

homotopi modülü önemli bir rol oynadığından, pseudosimplisel cebirin homo-

topi modülü kavramıda verildi. Son olarakta Porter, [28], komütatif cebirler

için tanımlamış olduğu çaprazlanmış modül kavramı tanıtıldı ve komütatif ce-

birler üzerinde çaprazlanmış modüllerin çeşitli örnekler incelendi. Bu konular

hakkında daha detaylı bilgi için Arvasi, [39], ve Andre, [20], ye bakınız.

5
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2.1 Pseudosimplisel Cebirler

k komütatif halka ve n ∈N olmak üzere Kn ler k-cebir ve 0 ≤ i ≤ n için

∂n
i : Kn −→ Kn− ve sn

i : Kn −→ Kn+

k-cebir homomorfizmlerini gözönüne alalım. Eğer bu homomorfizmler için

∂n
i ∂n

j = ∂n
j−1∂

n
i , i < j

∂n+1
i sn

j = sn−1
j−1 ∂n

i , i < j

∂n+
j sn

j = ∂n+
j+ sn

j =0

∂n+1
i sn

j = sn−1
j ∂n

i−1, i > j + 1

aksiyomları sağlanıyorsa, Kn, k-cebirleri ile birlikte ∂n
i ve sn

i homomorfizm-

lerinin oluşturduğu

K∗ = (Kn, ∂
n
i , sn

i , özdeşlikler)

sistemine bir pseudosimplisel cebir denir. Kısaca

K∗ = · · · Kn+1

∂n+1

...

//

∂0

//

Kn

∂n

...

//

∂0

//

s0

...oo

snoo
Kn−1· · ·K1

s0

...oo

snoo

∂1,∂0 //
// K0

s0

oo

biçiminde gösterilir. Burada 0 ≤ i ≤ n için

∂n
i : Kn −→ Kn−1

homomorfizmlerine sınır homomorfizmi ve

sn
i : Kn −→ Kn+1

homomorfizmlerine de pseudodejenere homomorfizmleri denir.
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Eğer yukarıdaki aksiyomlara i ≤ j için

sn+1
i sn

j = sn+1
j+1 sn

i

şartı da ilave edilirse, simplisel cebir yapısı elde edilir. Herhangi bir K∗ sim-

plisel cebiri için n ≥ 0 olmak üzere,

Ln (K∗) = Kn ∩ Çek∂n
0 ∩ · · · ∩ Çek∂n

n−1 n > 0

ve dn = ∂n
n alalım. Bu durumda n > 0 için Gördn, Kn−1 in bir ideali ve

Gördn+1 ⊆ Çekdn

dir. Bu ise

Ln (K∗) = {Ln (K∗) , dn}

Moore zincir kompleksini verir. (n < 0 için Ln (K∗) = {0} alınmaktadır.)

L (K∗) ın pseudodejenere homomorfizmlerinden bağımsız olduğu ve sınır ho-

momorfizmlerine bağlı olduğu açıktır.

Tanım 2.1.1 n ≥ 0 için L (K∗) zincir kompleksinin n boyutlu homolojisine,

K∗ pseudosimplisel cebirinin n boyutlu homotopi modülü denir ve πn (K∗)

ile gösterilir.

Bir pseudosimplisel cebiri için, (n ≥ 0) olmak üzere

L´
n (K∗) = Kn ∩ Çek∂n

1 ∩ · · · ∩ Çek∂n
n

ve d´n, ∂n
0 ın L´

n (K∗) kısıtlanması olmak üzere,

L´
n (K∗) =

{
L´

n (K∗) , d´n
}

şeklinde tanımlanan ikinci zincir kompleksini oluşturabiliriz.
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2.2 Projektif Sınıf

Burada homolojik cebir yapısını oluşturmak için gerekli olan projektif sınıf

kavramı açıklanacaktır. Sezgisel olarak projektif sınıf, bir takım elemanların

bir seçimidir. Bir X kümesinin elemanları, tek elemanlı bir kümeden X

’e giden dönüşümlerle birebir ve örten bir şekilde eşlenir ve bir A abelyan

grubunun elemanlarıda Z den A ya giden dönüşümlerle birebir örten olarak

eşlenir. Böylece herhangi bir kategorideki P → A dönüşümüne A nın bir P

elemanı denir. Eğer burada P vurgulanmak istenmezse böyle bir dönüşüme

A nın bir genelleştirilmiş elemanı denir. Herhangi bir kategoride bir A → B

dönüşümü genelleştirilmiş elemanlar üzerinde yaptığı etki ile belirlidir. Eğer

P bir objeler ailesi ise, P içindeki herhangi bir P objesi için P−elemanı P

eleman anlamındadır.

A bir abelyen kategori ve f : B → C bir dönüşüm olsun, eğer f den elde

edilen

A (P ; B) → A (P ; C)

dönüşümü abelyen grupların bir örten dönüşümü ise f dönüşümüne P -epik

denir. Eğer P içindeki bütün P ler için P -epik ise, f ye P - epik denir.

Tanım 2.2.1 A üzerindeki bir projektif sınıf aşağıdaki özellikleri sağlayacak

şekildeki, A nın objelerinin bir P kolleksiyonu ve A daki dönüşümlerin

bir ε kolleksiyonudur.

i ) ε sadece bütün P -epik dönüşümlerinin bir kolleksiyonudur.

ii ) P , ε daki herbir dönüşüm P -epik olacak şekildeki bütün P

objelerinin kümesidir.

iii) Herbir B objesi için P nin P elemanı ile birlikte ε içinde bir

P → B dönüşümü vardır.
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P kolleksiyonu bir (P , ε) projektif sınıfının bir parçası olduğundan, pro-

jektif sınıf tektir. Böylece söyleyebiliriz ki ya P bir projektif sınıf belirtir

yada P nin kendisi bir projektif sınıftır. P nin bir objesi P - projektif olarak

adlandırılır. Yada konu açıksa relatif projektifde denilebilir.

A
f→ B

g→ C

dizisini ele alalım. Eğer gof : A → C sıfır dönüşümü ve

A (P, A) → A (P,B) → A (P, C)

abelyen gruplarının bir tam dizisi ise A → B → C dizisine P -tamdır denir.

Buna göre bir A → B → C dizisi, P - elemanlarının bir tam dizisini indirger.

Bir P - tam dizisi, P nin bütün P leri için, P tam anlamındadır.

Örnek 2.2.2 Assosyatif bir R halkası için A, sol R modülleri kategorisi,

P serbest R modüllerinin tüm toplamlarının bir kolleksiyonu ve ε da R-

modüllerinin örten dönüşümlerinin bir kolleksiyonu olsun. Bu durumda ε,

P - epimorfizimlerinin bir kolleksiyonudur ve P bir projektif sınıftır. P tam

dizileri bilinen tam dizilerdir.

2.3 Üretilmiş Funktorlar

Eğer A yeteri kadar projektiflere sahip bir abelyen kategori ise, temel olarak

aşağıdaki gibi projektif çözülmeler oluşturulabilir. Eğer A ∈ A ise, X0
∂0−→ A,

projektif X0 ile, bir epimorfizm olsun. K1 −→ X0 dönüşümü ∂0 ın çekirdeği

ve X1
e1−→ K1 dönüşümü projektif X1 ile bir epimorfizm olsun. ∂1 ise

X1
e1−→ K1 −→ X0

bileşimi olsun ve bu şekilde devam edilsin.
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Tanım 2.3.1 A bir kategori olsun ve n ≥ 0 için

X

f0
//...

fn
// Y

n + 1 tane A morfizimlerinin bir dizisi olsun. (f 0, ..., fn) nin bir simplisel

çekirdeği 0≤ i < j ≤ n + 1 için

f ikj = f j−ki

şartını sağlayan A morfizimlerinin n + 2 li dizisi

K

k0
//...

kn+1
// X

dir. Yani eğer

Z

h0
//...

hn+1
// X

f ihj = f j−1hi, 0 ≤ i < j ≤ n + 1

şartını sağlayan herhangi bir dizi ise

kih = hi, 0 ≤ i ≤ n + 1

olacak şekilde birtek h : Z −→ K dönüşümü vardır.

Bu durumda eğer simplisel çekirdekler varsa izomorfizim altında tektir.

Yardımcı teorem 2.3.2 Eğer A sonlu limitlere sahipse herhangi bir n ≥ 0

için (f 0, ..., fn) simplisel çekirdekleri vardır.

İspat: Tümavarımla yardımcı teorem 2.3.2 nin ispatını n = 1 için

yapalım.

X
f0

//

f1
// Y
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A morfizimlerinin ise ikilisi (f 0, f 1) in simplisel çekirdeği aşağıdaki diyagramın

limitidir.

Y X0
f1

oo f0
// Y

X2

f0

``AAAAAAAA

f1
!!CC

CC
CC

CC
X1

f0

>>~~~~~~~~

f1
}}{{

{{
{{

{{

N

P , A nin objelerinin bir sınıfı olsun, bir f : A → A′, A morfizmini alalım,

eğer her X ∈ P için

A (X, f) : A (X, A) −→ A (X, A′)

örten ise, f : A → A′, A morfizmine P-epimorfiktir denir.

Herbir A ∈ A için, X ∈ P olmak üzere bir e : X −→ A, P-epimorfizmi

varsa, bu durumda P ye bir projektif sınıf denir. Daha detaylı bilgi için

Eilenberg ve Moore, [33], bakılabilir.

A nin, A üzerinde arttırılmış (dejenereler olmaksızın) bir simplisel objesi,

0 5 i < j 5 n için

∂i
n−1∂

j
n = ∂j−1

n−1∂
i
n

olacak şekilde A içinde

· · ·Xn

∂0
n //...

∂n
n

// Xn−1

∂0
n−1 //...

∂n−1
n−1

// · · ·X1

∂0
1 //

∂1
1

// X0

∂0
0 // A

bir diyagramdır. ∂i
n yüzey operatörü olarak isimlendirilir.

Eğer f : A −→ A′, ve X
∂0−→ A ve X ′ ∂0−→ A′, A ve A′ üzerinde arttırılmış

simplisel objeler ise, f üzerinde bir f̄ morfizimi

X
f //

∂0
0

²²

X

∂0
0

²²
A

f
// A
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şekilde de görüldüğü gibi, n ≥ 0 için,

∂i
nf̄n = f̄n−1∂

i
n 0 5 i 5 n için (f−1 = f alalım)

sağlayan f̄n : Xn −→ X ′
n, A - morfizimlerinden oluşur. Eğer P , A da bir

projektif sınıf ve A üzerinde arttırılmış bir simplisel obje X
∂0−→ A ise, bu

durumda herbir Xn ∈ P olması için gerek ve yeter şart X
∂0−→ A nın P -

projektif olmasıdır. Farzedelimki A sonlu bir limite sahip olsun, bu durumda

yardımcı teorem 2.3.2 vasıtasıyla

· · ·Xn+1

∂0
//...

∂n−1
//

en+1 ##FFFFFFFF
Xn

∂0
//...

∂n
//

en
ÀÀ:

::
::

::
Xn−1· · ·X1

e1 ##GG
GG

GG
GG

G

∂0
//

∂1
// X0

∂0
// A

Kn−1

. . .
kn+1

??¡¡¡¡¡¡¡

k0
??¡¡¡¡¡¡¡

Kn

. . .
kn

;;wwwwwwwww

k0
;;wwwwwwwww

K1

. . .
k1

BB¦¦¦¦¦¦¦

k0

BB¦¦¦¦¦¦¦

(2.1)

elde ederiz, burada n = 1 için

Kn

k0
//...

kn
// Xn−1

Xn−1

∂0
//...

∂n−1
// Xn−2

in bir simpleks çekirdeğidir. (X−1 = A alalım)

X
∂0−→ A nın P -tam olması için gerek ve yeter şart ∂0

0 ın ve n = 1 ıçin en

nin P-epimorfik olmasıdır. X
∂0−→ A ın A nin bir P-projektif çözümlemesi

olması için gerek ve yeter şart ise, bunun P-projektif ve P-tam olmasıdır.

Açıktır ki eğer P , A içinde bir projektif sınıf ve A sonlu bir limite sahip

ise, bu durumda herbir A ∈ A yeniden çözümlenebilir. Dahası böyle bir

çözümleme, simplisel homotopi eşitliğine göre tekdir. ¤



13

Teorem 2.3.3 X
∂0−→ A bir P-projektif ve X ′ ∂0−→ A′ P -tam olsun. Bu

durumda herhangi bir f : A −→ A′ morfizmi, f üzerinde

X
f //

∂0

²²

X ′

∂0

²²
A

f
// A′

morfizmine genişletilebilir, dahası bu şekildeki herhangi iki genişleme simplisel

olarak homotopiktdir. Yani eğer f, g : X −→ X ′, f nin iki genişlemesi ise,

bu durumda 0≤ i ≤ n için

hi
n : Xn −→ X ′

n+

A morfizmleri

∂0
n+1h

0
n = fn,

∂n+1
n+1h

n
n = gn,

∂ihj =





hj−1∂i i < j

hj∂i−1 i > j + 1

ve

∂j+1hj+1 = ∂j+1hj.

olacak şekilde mevcuttur.

İspat: f nin varlığı (2.1) de verilen X ′ ∂0−→ A′ bileşke işleminden açıktır.

Varsayalımki g de başka bir genişleme olsun. Bu durumda n = 0 için aşağıdaki

diyagramı göz önüne alalım,

q0

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â X0
_ _ _ _ //∂0

//

f0

²²
g0

²²

A

f

²²
X ′

1

e1 ÃÃB
BB

BB
BB

B
X ′

0 ∂0
// A′

K1

k1

>>||||||||

k0
>>||||||||
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burada (2.1) deki gibi X ′ ∂0−→ A′ nın bir birleşkesidir. Bu durumda

∂0f0 = ∂0g0

olduğundan dolayı, q0 : X0 −→ K vardır öyleki

k0q0 = f0 ve k1q0 = g0

dır. Bu takdirde X0, P -projektif ve e1 ise P -epimorfik olduğundan,

h0
0 : X0 −→ Y1 vardır, öyleki

e1h
0
0 = q0 · h0

0

dir, böylece bir simplisel homotopi oluşturmak için gerekli olan özellik elde

edilmiş olur. Bunu tümevarımla göstermek için aşağıdaki diyağramı inceleye-

lim:

···q0

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â

qn

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â
Â Xn

_ _ _ _
_ _ _ _

fn

²²

gn

²²

Xn−1

hn−1
n−1

. . .

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwww
h0

n−1

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwww

fn−1

²²

gn−1

²²
X ′

n+1

en+1 ##GG
GG

GG
GG

G
X ′

n

∂0
//...

∂n
//

en ÃÃB
BB

BB
BB

B
X ′

n−1

∂0
//...

∂n−1
//

Kn+1

. . .
kn+1

<<yyyyyyyy

k0
<<yyyyyyyy

Kn

. . .
kn

<<yyyyyyyy

k0
<<yyyyyyyy

İlk olarak q0, ..., qn : Xn −→ Kn+1 yapısını

k0q0 = fn,

kn+1qn = gn,

kiqj =





hj−1∂i i < j

hj∂i−1 i > j + 1

ve

kj+1qj+1 = kj+1qj
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olacak şekilde oluşturalım.

αn−1
0 = fn−1

αn−1
j+1 = ∂j+1

n hj+1
n−1 = ∂j+1

n hj
n−1 0 5 j 5 n− 2,

αn−1
n = gn−1

ler yardımıyla 0 5 j 5 n için

αn−1
j : Xn−1 −→ X ′

n−1

morfizimlerini tanımlayalım. Şimdi 0 5 i 5 n, 0 5 j 5 n− 1 için

ψi
j+1 =





αn−1
j ∂i

n 0 5 i < j + 1.

αn−1
j+1 ∂i

n i = j + 1.

yazalım ve l < i için,

∂lψi
j+1 = ∂i−1ψl

j+1,

doğruluğunu gösterelim, yani,

ψj+1 : Xn −→ Kn 0 5 j 5 n− 1

var olduğunu ve böylece

kiψj+1 = ψi
j+1 0 5 i 5 n

olduğunu gösterelim. Burada Xn, P -projektif ve en ise P -epimorfik olduğuna

göre

αn
j+1 : Xn −→ X ′

n 0 5 j 5 n− 1

vardır. Öyleki

enαn
j+1 = ψj+1

dir. Yeniden

αn
0 = fn,
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αn
n+1 = gn,

yazarak 0 5 i 5 n, 0 5 j 5 n− 1 için ϕi
j : Xn −→ X ′

n morfizimlerini

ϕi
j =





hj−1
n−1∂

i
n 0 5 i < j,

αn
j i = j,

αn
j+1 i = j + 1,

hj
n−1∂

i−1
n n + 1 = i > j + 1.

vasıtasıyla tanımlayalım. Yine

l < i için ∂l
nϕ

i
j = ∂i−1

n ϕl
j

olduğunu ve böylece

qj : Xn −→ Kn+1 0 5 j 5 n

var ve dolayısıyla

kiqj = ϕi
j 0 5 i 5 n + 1

olduğunu kontrol edelim. ϕi
j tanımlıyabilmek için qj gereklidir. Çünkü Xn,

P - projektifdir ve en+1 de P -epimorfiktir. Böylece

hj
n : Xn −→ X ′

n+1 0 5 j 5 n

elde ederiz, öyleki en+1h
j
n = qj dir. Böylece tüme varımla ispatlanmış olur.

teorem 2.3.3 dekine benzer yöntemler kullanarak bir X
∂0−→ A, P - pro-

jektif çözümlemesinin pseudodejenere oparatörlere sahip olduğunu kabul ede-

biliriz, yani,

sj
n : Xn −→ Xn+1 0 5 j 5 n

vardır ve öyleki

ϕi
j =





sj−1∂i i < j,

1 i = j, j + 1,

sj∂i−1 i > j + 1.
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dir.

i 5 j için sisj = sj+1si

özdeşliği genel olarak doğru değildir, fakat A nin abelyen olması durumunda

doğruluğu gösterilebilir. teorem 2.3.3 elde edilince üretilmiş funktorların nasıl

tanımlanabileceği açıklanmış olur. İlk olarak aşağıdaki notasyonu tanımlaya-

lım: Y bir toplamsal kategoride bir simplisel obje ise, bu durumda kY , n = 0

boyutta bileşenleri Yn olan zincir kompleksini göstersin ve bunun

∂n : Yn −→ Yn−1 sınır operatörüde

n∑
i=0

(−1)i ∂i
n

olsun. A sonlu limitlere ve bir P - projektif sınıfına sahip bir kategori olsun.

Eğer B abelyen ve E : A −→ B bir keyfi (Kovaryant) funktor ise n = 0 olmak

üzere her A ∈ A için bir X
∂0−→ A projektif çözümlemesini ve

LnE (A) = Hn (kEX)

alarak

LnE : A −→ B

funktorları tanımlanır.

Bu tanım çözümlemelerin seçiminden ve teorem 2.3.3 de ifade edilen A

funktorlarından bağımsızdır. ¤

2.4 Sıralı Üçlü(Cotriples)

Bir A kategorisindeki G = (G, ε, δ) sıralı üçlüsü

G

1G ÃÃA
AA

AA
AA

A
δ // G2

εG
²²

Gε
²²

G

G
δ //

δ
²²

G2

Gδ
²²

G2
δG

// G3
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olacak şekilde G : A −→ A bir endofunktoru ile ε : G −→ 1A ve δ : G −→ G2

doğal dönüşümlerinden oluşmaktadır. Bir sıralı üçlü A ∈ A için

(GA)n = Gn+1A (n + 1)

∂i
n = GiεGn−i : Gn+1 −→ Gn 0 5 i 5 n,

si
n = GjδGn−j : Gn+1 −→ Gn+2 0 5 j 5 n

ve

∂0
0 = ε : G −→ 1A

biçiminde tanımlanan bir GA
εA−→ A funktorsal artırılmış simplisel objesini

verir.

Eğer E : A −→ B, abelyen B kategorisine bir funktor ise bu durumda

üretilmiş funktorlar,

Hn ( , E)G : A −→ B

ve A ∈ A için

Hn (A, E)G : Hn (kEGA)

olarak tanımlanabilir. (Barr ve Beck, [2],)

Eğer G, A de bir sıralı üçlü ise, εXθ = 1X olacak şekilde bir

θ : X −→ GX

A morfizminin varolması için gerek ve yeter şart X ∈ PG alınarak G projek-

tiflerinin PG sınıfının tanımlanmasıdır. Herhangi bir A ∈ A için

εA : GA −→ A

bir PG-epimorfik ve GA ∈ PG olduğu için PG, A de bir projektif sınıftır.
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2.5 Pseudosimplisel Çözülme

Andre, komütatif cebirlerin homolojisi üzerine yaptığı Andre, [21], çalışma-

sında, bir cebirin çözülmesinin adım adım oluşturmasını vermiştir. Çözülme,

şu şekilde inşaa edilir; herbir adımda bir önceki adımın homotopi gruplarını

yoketmek için yeni simpleksler eklemek suretiyle bir sonraki adım oluşturulur.

Arvasi ve Porter, [40], ise, bir cebirin çaprazlanmış çözülmesinin oluşturmasını

tanıtarak ayrıntılı bir biçimde incelemişlerdir. Bu kesim pseudosimplisel çö-

zülmenin nasıl oluşturulacağının kısa bir özetidir. Daha detaylı bilgi için

Andre, [21], Keune, [10], Quillen, [5], ve Morgenegg, [25], bakılabilir.

2.5.1 Tanım ve Gösterimler

İlk olarak pseudosimplisel çözülmenin oluşturulmasında kullanılacak olan ter-

minolojiyi ve gösterimleri hatırlayalım.

[n] = {0 < 1 < . . . < n} bir sıralı küme olsun. 0 ≤ i ≤ n 6= 0 için

δn
i : [n− 1] −→ [n]

dönüşümü,

δn
i (x) =





x , x < i ise

x + 1 , x ≥ i ise

şeklinde tanımlı olan birebir monoton dönüşümdür. Bu dönüşümlerin tamamı

[0]

δ0−→
δ1−→

[1]

δ0−→
δ1−→
δ2−→

[2]

δ0−→
δ1−→
δ2−→
δ3−→

[3] . . .

biçiminde gösterilebilir. Tersine 0 ≤ i ≤ n için artan örten bir monoton

σn
i : [n + 1] −→ [n]
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dönüşümü ise,

σn
i (x) =





x , x ≤ i ise

x− 1 , x > i ise

şeklinde tanımlanır. Bunlar ise

[0]
σ0←− [1]

σ0←−
σ1←−

[2]

σ0←−
σ1←−
σ2←−

[3] . . .

biçiminde gösterilebilir.

{m,n} ile de, [m] −→ [n], [m] den [n] ye giden artan örten dönüşümlerin

kümesi gösterilir.

2.5.2 Homotopi Modülünde Yokolan Elemanlar

Bu kesimde, Andre, [21], nin adım adım oluşturmasının komütatif cebirlere

uyarlamasını vereceğiz.

K bir pseudosimplisel cebir ve k ≥ 1 sabit bir tamsayı olsun.

xλ ∈ πk−1(K)

olmak üzere,

Ω = {xλ : λ ∈ Λ}

elemanlarının bir Ω kümesi verilsin, bu durumda

xλ = νλ + ∂k(NKk)

olacak şekilde νλ ∈ NKk−1 elemanlarının bir kümesini seçebiliriz. (Eğer k = 1

ise NK0 = K0 olur ve νλ ∈ NK0 elemanlarının kümesi boştur.)

j : K −→ L
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monomorfizm ile birlikte bir L = K(Ω) pseudosimplisel cebiri tanımlamak

istiyoruz öyleki

πk−1(j) : πk−1(K) −→ πk−1(L)

dönüşümü xλ elemanlarını yok edecek. Bunu, j(νλ) ∈ ∂NLk yapmak maksadı

ile NKk yı genişletmek için, NKk ya yeni üreteçler ekleyerek yaparız. Daha

açık olarak,

1) λ ∈ Λ ve t ∈ {n, k} için, Ln = Kn[yλ,t] olmak üzere Ln bir serbest

komütatif cebiri Kn dir.

2) 0 ≤ i ≤ n için, sn
i : Ln −→ Ln+1 komütatif cebir homomorfizmleri

sn
i (yλ,t) = yλ,u , u = tσn

i , t : [n] −→ [k]

bağıntıları geçerli olmak üzere sn
i : Kn −→ Kn+1 homomorfizmlerinden elde

edilir.

3) 0 ≤ i ≤ n 6= 0 için dn
i : Ln −→ Ln−1 cebir homomorfizmleri,

dn
i (yλ,t) =





yλ,u , u = tδn
i örten ise

t
′
(νλ) , u = δk

kt
′
ise

0 , u = δk
j t
′
ise (j 6= k)

bağıntılarını sağlayan, dn
i : Kn −→ Kn−1 dönüşümlerinden elde edilen homo-

morfizmlerdir. Burada, t
′
: [n − 1] −→ [k − 1] dir. Bu t

′
: Kk−1 −→ Kn−1

birtek komütatif cebir homomorfizmine karşılık gelir.(Andre, [21],)

Not: Simplisel çözülmenin adım adım oluşturulmasında aşağıdaki özel-

likler mevcuttur.

(i) n < k için, Ln = Kn dir,

(ii) Lk, dejenere olmayan üreteç elemanlarının bir kümesi üzerinde bir

serbest komütatif cebiri Kk−cebiridir, yüz dönüşümlerinin tamamı ise (k.ıncı

hariç) birimdir.



22

(iii) Ln, n > k için dejenere elemanlarının bir serbest komütatif Kn−ceb-

iridir.

Önerme 2.5.1 L = K(Ω) olmak üzere

K ↪→ L

pseudosimplisel cebirlerin içine dönüşümünden

πn(K) −→ πn(K)

şeklinde bir homomorfizm elde edilir. n < k − 1 için

πn(K) ∼= πn(L)

dir ve n = k − 1 için bu homomorfizm, çekirdeği

νλ = νλ + ∂kNKk

biçimindeki elemanlar tarafından üretilen, bir epimorfizmdir.

Aşağıda vereceğimiz sonuçları, Andre, [21], den komütatif cebirlere uyar-

lavdık.

Teorem 2.5.2 D bir komütatif cebir ise, D nin bir K serbest pseudosimplisel

çözülmesi mevcuttur.

İspat: Yukarıda verilen oluşturmanın tekrarı bir komütatif cebirinin

pseudosimplisel çözülmesini verecektir.

D bir komütatif cebir olsun. Oluşumun sıfırıncı adımını tanımlayalım.

Bu adım, bir K serbest pseudosimplisel cebiri ile örten bir g : K −→ D ho-

momorfizminin seçilişinden oluşur. Bu durumda, K/çekg ileD arasında bir

cebir izomorfizmi (kendisi ve tersi sürekli olan cebir homomorfizmi) mevcut-

tur. Sonra, sabit K(0) pseudosimplisel cebirini oluşturalım. Buna göre bütün
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n ler için Kn = K ve her i, j için

dn
i = id = sn

j

dir. Böylece

K(0) = F(K, 0) ve π0(K
(0)) = K

dir. Şimdi I =çek(K
g−→ D) idealinin üreteçlerinin bir Ω0 kümesini seçelim

ve K
(1)
1 = K[Ω0] ile n > 1 için, K

(1)
n yukarıda tanımlandığı gibi dejenere

elemanların üzerinde bir serbest komütatif Kn−cebiri olacak şekildeki pseu-

dosimplisel cebiri belirleyelim. Bu pseudosimplisel cebir K(1) ile gösterilir ve

buna D komütatif cebirinin bir pseudosimplisel çözülmesinin 1−iskeleti denir.

Daha sonraki adımlar

Ω0, Ω1, . . . , Ωk, . . .

kümelerinin seçilişine dayanır. K(k), k.adım sonunda oluşturulan, çözülmenin

k−iskeleti olan pseudosimplisel cebir olsun. Ωk kümesi, 0 ≤ i ≤ k için,

dk
i (a) = 1 olacak şekildeki K

(k)
k nın a elemanlarından oluşur ve a nın πk(K

(k))

içindeki a görüntüsü K
(k)
k üzerindeki modülü üretir.

Sonuçta pseudosimplisel cebirlerin

K(0) ⊆ K(1) ⊆ . . . ⊆ K(k−1) ⊆ K(k) . . .

biçimindeki kapsaması elde edilir. Buradan inductive (colimit) limite geçerek,

n ≤ k ise, Dn = K
(k)
n olmak üzere devirli bir K serbest pseudosimplisel cebiri

elde edilir. Böylece K, D komütatif cebirinin pseudosimplisel çözülmesidir.

Buna göre ispat tamamlanmış olur. ¤
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2.6 Cebirler Üzerinde Çaprazlanmış Modüller

Whitehead, [17], in gruplar üzerinde tanımladığı çaprazlanmış modül kavramı,

diğer cebirsel yapılarda da önemlidir. Özel olarak asosyatif ve komütatif cebir-

ler için Lichtenbaum-Schlessinger, [34], ve Gerstenhaber, [23], ın çalışmaları

vardır. Bununla birlikte Porter, [28], komütatif cebirler için literatüre uy-

gun bir biçimde çaprazlanmış modül kavramını tanımlamıştır. Bu bölümde,

öncelikle cebirler üzerinde çaprazlanmış modüllerin tanımı verilerek çeşitli

örnekler incelenmiştir. Burada cebirlerin komütatif olması gerekmediğini

de belirtelim. Daha sonra bu tanım yardımıyla bazı temel özellikler ince-

lenmiştir. Ayrıca, çaprazlanmış modüller üzerine yapılan çalışmalarda önemli

rolü olan, alt çaprazlanmış modüller, çaprazlanmış idealler ve çaprazlanmış

bölüm modülü kavramları ayrıntılı olarak analiz edilmiştir. Bu konu ile

ayrıntılı bilgi için Ellis, [11], ,[12], bakılabilir.

2.6.1 Çaprazlanmış Modül Kavramı

Çaprazlanmış modüller, modüller ve ideallerin genelleştirilmesidir. Ayrıca

herhangi bir halka (cebir) bir çaprazlanmış modüldür. Böylece çaprazlanmış

modüller, halka (cebir) kavramının genelleştirilmesi olarak görülebilir. Şimdi,

k daha önce söz ettiğimiz, sıfırdan farklı birimi olan komütatif halka olmak

üzere k-cebirler üzerinde çaprazlanmış modül kavramının tanımını verelim.

Daha sonra ise çeşitli cebirsel yapılar üzerindeki örnekleri inceleyelim.

Tanım 2.6.1 R, birimli bir k-cebir olsun.

∂ : C −→ R
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bir R-cebir morfizmi ve

R× C −→ C

(r, c) 7−→ r · c
ve

C ×R −→ R

(c, r) 7−→ c · r

R nin C üzerine etkisi ile birlikte, her c, c′ ∈ C ve r ∈ R için

ÇM1) ∂(r · c) = r∂(c)

∂(c · r) = ∂(c)r

ÇM2) ∂c · c′ = cc′

c · ∂c′ = cc′

şartları sağlanıyor ise R üzerinde C cebirine bir çaprazlanmış (crossed) modül

denir ve (C, R, ∂) ile gösterilir.

Şimdi, çaprazlanmış modül kavramını ifade ettikten sonra, iki çaprazlan-

mış modül arasındaki morfizm kavramını tanımlayalım.

Tanım 2.6.2 (C,R, ∂) ve (C ′, R′, ∂′) iki çaprazlanmış modül olsun.

θ(r · c) = ψ(r) · θ(c)
θ(c · r) = θ(c) · ψ(r)

ve

C

ÂÂ@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

∂

²²

θ // C ′

∂′

²²
R

Ψ
// R′

diyagramı komütatif, yani

∂′θ(c) = ψ∂(c)
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olacak şekilde θ : C → C ′, ψ : R → R′ k-cebir morfizmleri varsa

(θ, ψ) : (C, R, ∂) −→ (C ′, R′, ∂′)

morfizmine çaprazlanmış modüller arasındaki morfizm denir.

O halde, R = R′ ve ψ birim dönüşüm ise, θ bir R-cebir morfizmi olduğundan

θ(r · c) = rθ(c)

dir ve

C
θ //

∂

²²

C ′

∂′

ÄÄ~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

R

diyagramı komütatif olduğundan, yani

∂′θ(c) = ∂(c)

sağlandığından, θ bir çaprazlanmış R-modül morfizmidir.

Örnek 2.6.3 R bir k-cebiri ve I, R nin ideali olsun.

iç : I −→ R

i 7−→ i

içine (inclusion) dönüşümünü ele alalım. R nin I üzerine etkisi

R× I −→ I

(r, i) 7−→ r · i = ri

şeklinde çarpım işlemi olarak verilsin. Bu durumda çaprazlanmış modül ak-

siyomları
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ÇM1) ∂(r · i) = ∂(ri) = ri = r∂(i)

ÇM2) ∂i · i′ = i · i′ = ii′

şeklinde kolayca sağlanır. Dolayısıyla, (I, R, iç) bir çaprazlanmış modül yapısı

oluşturur.

Tersine, herhangi bir ∂ : C → R çaprazlanmış R-modül verildiğinde,

∂C = I nın R de ideal olduğu kolayca gösterilebilir.

Örnek 2.6.4 M, herhangi bir R-bimodül olsun.

M ×M −→ M

(m1,m2) 7−→ m1m2 = 0

çarpımı tanımlanırsa, M bir R-cebir yapısı oluşturur. Bu durumda

0 : M −→ R

x 7−→ 0(x) = 0

şeklinde verilen sıfır morfizmi,

R×M −→ M

(r,m) 7−→ r ·m = rm

etki fonksiyonu ile birlikte bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. Çünkü;

ÇM1) 0(r ·m) = 0(rm) = 0 = r0 = r0(m)

ÇM2) 0m ·m′ = 0 ·m′ = 0m′ = 0 = mm′

şeklinde çaprazlanmış modül aksiyomları sağlanır.

Tersine, ∂ : C → R herhangi bir çaprazlanmış modül verildiğinde, Çek ∂

bir R/∂C-modül yapısı oluşturur.

Örnek 2.6.5 K bir k-cebir ve her k, k′ ∈ K için

R = {fk; fk : K −→ K fk(k
′
) = kk′}
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olmak üzere

∂ : K −→ R

k 7−→ fk

cebir homomorfizmi,

R×K −→ K

(fk, k
′) 7−→ (fk) · k′ = kk′

etki fonksiyonu ile birlikte bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. Gerçekten;

ÇM1) ∂((fk) · k′) = ∂(kk′)

= ∂(k)∂(k′)

= fk∂(k′)

ÇM2) ∂k · k′ = (fk) · k′

= kk′

eşitlikleri elde edilir.

Örnek 2.6.6

0 −→ I −→ R
∂−→ L −→ 0

bir merkezsel genişleme (yani i ∈ I, r ∈ R olmak üzere ir = ri = 0 olacak

şekilde bir tam dizi) olmak üzere

∂ : R −→ L

r 7−→ ∂(r)

cebir homomorfizmi,

∂s(l) = l

şartını sağlayan

s : L −→ R

l 7−→ s(l)
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kesit homomorfizmi yardımıyla tanımlanan

L×R −→ R

(l, r) 7−→ l · r = s(l)r

etki fonksiyonu ile birlikte bir çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. Çünkü;

ÇM1) ∂(l · r) = ∂(s(l)r)

= l∂(r)

ÇM2) ∂r · r′ = s(∂r)r′

= s(∂r)r′)

= rr′

şeklinde çaprazlanmış modül aksiyomları sağlanır.

Örnek 2.6.7 L ve M birer R-modül ve

θ : L −→ M

R -modüllerin bir morfizmi olsun. RnM yarı direkt çarpımı

(r,m)(r′,m′) = (rr′, rm′ + r′m)

şeklinde bilinen çarpım ile ifade edilir. Bu durumda L, her l, l′ ∈ L için

ll′ = 0

şeklinde sıfır çarpım ve

RnM −→ R

(r,m) 7−→ r

şeklinde izdüşüm (projection) yoluyla bir RnM -modül yapısı verildiğinde

∼
θ : L −→ RnM

l 7−→ (0, θ(l))
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fonksiyonu bir çaprazlanmış RnM -modül yapısı oluşturur. Gerçekten;

(RnM)× L −→ L

((r,m), l) 7−→ (r,m) · l = rl

şeklindeki etki fonksiyonu ile birlikte
∼
θ : L → RnM fonksiyonu

ÇM1)
∼
θ((r,m) · l) =

∼
θ(rl) (etki tanımından)

= (0, θ(rl)) (
∼
θ, tanımından)

= (0, rθ(l)) (θ, R-modül morfizmi)

= (r0, (rθ(l) + 0m))

= (r,m)(0, θ(l)) (yarı direkt çarpım tanımı)

= (r,m)
∼
θ(l) (

∼
θ, tanımından)

ÇM2)
∼
θl · l′ = (0, θ(l)) · l′ (

∼
θ, tanımından)

= 0l′ (etki tanımından)

= 0

= ll′ (L de sıfır çarpımdan)

şeklinde çaprazlanmış modül aksiyomlarını sağlar.

Örnek 2.6.8 K bir pseudosimplisel cebir ve I bir pseudosimplisel ideal olsun

Inc : I ↪→ K

içine dönüşümünden bir

∂ : π0 (I) −→ π0 (K)

dönüşümü indirgenir ve K nın I üzerine çarpım vasıtasıyla olan etkisi, π0 (K)

nın π0 (I) üzerine bir etki indirger. Böylece (π0 (I) , π0 (K) , ∂) bir çaprazlanmış

modüldür.
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Çünkü,

ÇM1) her k ∈ K için

∂ ([k] [i]) = [ki]

= [k] [Inc (i)]

= [k] ∂ ([i])

ÇM2) ∂ ([i]) [i′] = [Inc (i) i′]

= [ii′]

= [i] [i′] .

dir.

2.6.2 Serbest Çaprazlanmış Modüller

Komütatif cebirler üzerinde serbest çaprazlanmış modüller, Aznar, [9], tara-

fından verilmiştir. Bizde bu tanımdan hareketle serbest çaprazlanmış modül

tanımını verelim. Serbest çaprazlanmış modüllerin oluşturulması için Arvasi,

[41], e bakınız.

Teorem 2.6.9 [39]R komütatif cebir f : X −→ R herhangi bir fonksiyon

olmak üzere (C, R, ∂) bir serbest çaprazlanmış modülü mevcuttur.

Porter, [37], de verilen, serbest çaprazlanmış modül ile Kozsul kompleksi

arasındaki ilişkiyi vermiştir.

Eğer (C,R, ∂), Y = {y1, . . . , yn} olmak üzere, f : Y −→ R fonksiyonu

üzerinde bir serbest çaprazlanmış modül ise,

C ∼= Rn/Görd

izomorfizmi mevcuttur, burada d : Λ2Rn −→ Rn Kozsul diferensiyelidir.



Bölüm 3

Abelyen olmayan Üretilmiş

Funktorlar ve Cebirsel K - teori

Inasaridze, [14], pseudosimplisel grupların homotopi gruplarını kullanarak,

gruplar kategorisindeki değerleri ile birlikte abelyen olmayan üretilmiş funk-

torları oluşturmuştur. Bu, asosyatif halkalar kategorisi içindeki cebirsel K-

teorisinin, GL kovaryant funktorunun sol üretilmiş funktorlar teorisi olarak

elde edilmesine olanak sağlamaktadır. Cebirsel K - teori, cebirin modern ve

önemli bir branşıdır ve cebir, topoloji, cebirsel geometri, fonksiyonel analiz ve

cebirsel sayı teorisi ile ilişkisi olan matematiğin birçok temel alanında önemli

uygulamaları bulunmaktadır. Günümüzde Swan, [30], Volodin, [15], Karoubi

ve Villamayor, [24], Gersten, [35], ve Quillen, [7], tarafından oluşturulmuş

birçok cebirsel K - teori mevcuttur.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tanımlı E ve GL

kovaryant funktorlarını kullanarak elde edilen Kn funktorlarının Swan, [30],

tarafından tanımlanmış cebirsel K - teoriyi verdiğini ispatlamıştır.

Bu çalışmada, Inasaridze, [14], tarafından tanımlanmış olan pseudosim-

plisel grupları ile pseudosimplisel grupların homotopi grupları gözönünde bu-

32
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lundurularak komütatif cebirler için pseudosimplisel cebir yapısı oluşturuldu

ve Inasaridze, [14], tarafından pseudosimplisel gruplar için yapılanlar pseu-

dosimplisel cebirler için incelendi.

Fakat zaman darlığı ve çeşitli nedenlerle çalışmanın bu kısmında gerekli

olan halka kategorisinden değişmeli cebir kategorisine giden, gruplar için tan-

ımlı olan GL ve E kovaryant funktorlarına benzer funktorları tanımlanama-

mıştır. Bundan dolayı Inasaridze, [14], nin verdiği sonuçlar. Pseudosimplisel

cebirlere genişletilememiştir.

3.1 Pseudosimplisel Cebirler

n ∈ N olmak üzere Kn ler k-cebir ve 0 ≤ i ≤ n için

∂n
i : Kn −→ Kn− ve sn

i : Kn −→ Kn+

k-cebir homomorfizmlerini gözönüne alalım. Eğer bu homomorfizmler için

∂n
i ∂n

j = ∂n
j−1∂

n
i , i < j

∂n+1
i sn

j = sn−1
j−1 ∂n

i , i < j

∂n+
j sn

j = ∂n+
j+ sn

j =0

∂n+1
i sn

j = sn−1
j ∂n

i−1 , i > j + 1

(3.1)

aksiyomları sağlanıyorsa, Kn, k-cebirleri ile birlikte ∂n
i ve sn

i homomorfizm-

lerinin oluşturduğu sisteme bir pseudosimplisel cebir denir ve bu genel olarak

K∗ = · · · Kn+1

∂n+1

...

//

∂0

//

Kn

∂n

...

//

∂0

//

s0

...oo

snoo
Kn−1· · ·K1

s0

...oo

snoo

∂1,∂0 //
// K0

s0

oo

biçiminde gösterilir. Burada 0 ≤ i ≤ n için

∂n
i : Kn −→ Kn−1
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homomorfizmlerine sınır homomorfizmi ve

sn
i : Kn −→ Kn+1

homomorfizmlerine de pseudodejenere homomorfizmleri denir.

Eğer yukarıdaki aksiyomlara i ≤ j için

sn+1
i sn

j = sn+1
j+1 sn

i

şartı da ilave edilirse, simplisel cebir yapısı elde edilir. Herhangi bir K∗ sim-

plisel cebiri için n ≥ 0 olmak üzere,

Ln (K∗) = Kn ∩ Çek∂n
0 ∩ · · · ∩ Çek∂n

n−1

alınsın ve dn, ∂n
n nin Ln (K∗) (n > 0) a kısıtlanmışı olsun. Bu durumda n > 0

için Gördn, Kn−1 in bir ideali ve

Gördn+1 ⊂ Çekdn

dir. Bu ise

Ln (K∗) = {Ln (K∗) , dn}

Moore zincir kompleksini verir. (n < 0 için Ln (K∗) = {e} alınıyor.) L (K∗)

ın pseudodejenere homomorfizmlerinden bağımsız olduğu ve sınır homomor-

fizmlerine bağlı olduğu açıktır.

Tanım 3.1.1 n ≥ 0 için L (K∗) zincir kompleksinin n boyutlu homolojisine,

K∗ pseudosimplisel cebirinin n boyutlu homotopi modülü denir ve πn (K∗)

ile gösterilir.

Bir pseudosimplisel cebiri için, (n ≥ 0) olmak üzere

L´
n (K∗) = Kn ∩ Çek∂n

1 ∩ · · · ∩ Çek∂n
n



35

ve d´n, ∂n
0 ın L´

n (K∗) kısıtlanması olmak üzere,

L´
n (K∗) =

{
L´

n (K∗) , d´n
}

şeklinde tanımlanan ikinci zincir kompleksini oluşturulabilir.

Teorem 3.1.2 n ≥ 0 için L´(K∗) zincir kompleksinin n boyutlu homolojisi,

πn (K∗) homotopi modülü ile aynıdır.

İspat:

Çekdn =Çekd´n

olduğu açıktır. x ∈Gördn+1 olsun. Bu durumda 0 ≤ i ≤ n için

∂n
i (x) =0

dir ve 0 ≤ i ≤ n için

∂n+
n+ (y) = x ve ∂n+

i (y) =0

olacak şekilde bir y ∈ Kn+1 vardır. Şimdi,

n çift ise,

a = ∂n+2
n+2(s

n+1
0 y − sn+1

1 y + sn+1
2 y · · ·+sn+1

n y − sn+1
n+1y)

n tek ise,

a = ∂n+2
n+2(s

n+1
0 y − sn+1

1 y + sn+1
2 y · · · −sn+1

n y + sn+1
n+1y)
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dir. İlk olarak n çift olması durumunu inceleyelim,

a = ∂n+2
n+2(s

n+1
0 y − sn+1

1 y + sn+1
2 y · · · −sn+1

n y − sn+1
n+1y)

∂n+1
i (a) = ∂n+1

i (∂n+2
n+2s

n+1
0 y − ∂n+2

n+2s
n+1
1 y + ∂n+2

n+2s
n+1
2 y · · ·+ y

+ ∂n+2
n+2s

n+1
n y − ∂n+2

n+2s
n+1
n+1y)

= ∂n+1
i (sn

0∂
n+1
n+1y − sn

1∂
n+1
n+1y + sn

2∂
n+1
n+1y · · ·+sn

n∂n+1
n+1y − 0)

= ∂n+1
i (sn

0x− sn
1x + sn

2x · · ·+sn
nx− 0)

= ∂n+1
i (sn

0x− sn
1x + sn

2x · · ·+sn
nx)

= ∂n+1
i sn

0x− ∂n+1
i sn

1x + ∂n+1
i sn

2x · · ·+∂n+1
i sn

nx

1 ≤ i ≤ n + 1, n çift ise

= 0− 0 + 0 · · ·+0

= 0

dir. n tek olma durumunda ise,

a = ∂n+2
n+2(s

n+1
0 y − sn+1

1 y + sn+1
2 y · · · −sn+1

n y + sn+1
n+1y)

∂n+1
i (a) = ∂n+1

i (∂n+2
n+2s

n+1
0 y − ∂n+2

n+2s
n+1
1 y + ∂n+2

n+2s
n+1
2 y · · · −y

−∂n+2
n+2s

n+1
n y + ∂n+2

n+2s
n+1
n+1y)

= ∂n+1
i (sn

0∂
n+1
n+1y − sn

1∂
n+1
n+1y + sn

2∂
n+1
n+1y · · · −sn

n∂
n+1
n+1y − 0)

= ∂n+1
i (sn

0x− sn
1x + sn

2x · · · −sn
nx + 0)

= ∂n+1
i (sn

0x− sn
1x + sn

2x · · · −sn
nx)

= ∂n+1
i sn

0x− ∂n+1
i sn

1x + ∂n+1
i sn

2x · · · −∂n+1
i sn

nx

1 ≤ i ≤ n + 1, n tek ise

= 0− 0 + 0 · · ·+0

= 0

dir.

Böylece a ∈ Kn+1 biçiminde tanımlanan elemanı ele alacak olursak.

1 ≤ i ≤ n + 1 için

∂n+1
i (a) = 0
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elde edilir.

∂n+1
0 (a) = ∂n+1

0 (∂n+2
n+2s

n+1
0 y − ∂n+2

n+2s
n+1
1 y + ∂n+2

n+2s
n+1
2 y · · ·+ y

+ ∂n+2
n+2s

n+1
n y − ∂n+2

n+2s
n+1
n+1y)

= ∂n+1
0 (sn

0∂
n+1
n+1y − sn

1∂
n+1
n+1y + sn

2∂
n+1
n+1y · · ·+sn

n∂n+1
n+1y − 0)

= ∂n+1
0 (sn

0x− sn
1x + sn

2x · · ·+sn
nx− 0)

= ∂n+1
0 (sn

0x− sn
1x + sn

2x · · ·+sn
nx)

= ∂n+1
0 sn

0x− ∂n+1
0 sn

1x + ∂n+1
0 sn

2x · · ·+∂n+1
0 sn

nx

= x− sn−1
0 ∂n

0 x + sn−1
1 ∂n

0 x · · ·+sn−1
n−1∂

n
0 x

= x− e + e · · ·+e

= x

olup x ∈Görd´n+1 dir. ¤

Tanım 3.1.3 K∗ ve K´
∗ bir pseudosimplisel cebirler olsun. Bu durumda n >

0 ve 0 ≤ i ≤ n için

fn−∂
ń
i = ∂n

i fn+

olacak şekildeki fn : Kn −→ K´
n fonksiyonlarının

f =
{
fn : Kn −→ K´

n , n ≥ 
}

ailesine K∗ den K´
∗ ne bir dönüşüm denir ve f : K∗ −→ K´

∗ ile gösterilir.

Buna göre bir f : K∗ −→ K´
∗ dönüşümü doğal olarak n ≥ 0 için

πn (f) : πn (K∗) −→ πn

(
K´
∗
)

homomorfizmini indirger.
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K∗ : ... Kn+1

fn+1

²²

∂n+1
n+1

...

//

∂n+1
0

//

sn
0

...oo

sn
noo

Kn

fn+1

²²
K

′
∗ : ... K ′

n+1

∂
′n+1
n+1

...

//

∂
′n+1
0

//

s
′n
0

...oo

s
′n
noo

K ′
n

Tanım 3.1.4 f ve g, K∗ dan K´
∗ iki dönüşüm olsun. Eğer 0 ≤ i ≤ n için

∂n+1
0 hn

0 = fn, ∂
n+1
n+1h

n
n = gn,

∂n+1
i hn

j = hn−1
j−1 ∂n

i i < j,

∂n+1
j+1 hn

j+1 = ∂n+1
j+1 hn

j ,

∂n+1
i hn

j = hn−1
j ∂n

i−1 i > j + 1,

olacak şekilde hn
i : Kn −→ K´

n+1 homomorfizimleri mevcutsa f ve g ye pseu-

dohomotopiktirler denir. f ve g nin homotopi tanımını elde etmek için i ≤ j

için

sn+
i hn

j = hn+
j+ sn

i

ve i > j için

sn+
i hn

j = hn+
j ∂n

i−

koşulları ilave edilmelidir.
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Teorem 3.1.5 n ≥ 1 için πn (K∗) homotopi modülleri abelyendir. Eğer

f : K∗ −→ K´
∗ dönüşümü bir g dönüşümüne pseudohomotopik ise n ≥ 0 için

πn (f) = πn (g) dir.

İspat: n ≥ 1 için x, y ∈Çekdn olsun, Kn+1 cebirinin

t = sn
n (xy)− sn

n−1y · sn
nx

elemanını göz önüne alalım. Bu durumda

0 ≤ i ≤ n için

∂n+1
i (t) = ∂n+1

i

(
sn

n (xy)− sn
n−1y · sn

nx
)

= ∂n+1
i sn

n (xy)− ∂n+1
i sn

n−1y · ∂n+1
i sn

nx

= xy − yx

= 0

elde edilir. Buradan da

∂n
i (t) = 0

ve

∂n+1
n+1 (t) = ∂n+1

n+1

(
sn

n (xy)− sn
n−1y · sn

nx
)

= ∂n+1
n+1s

n
n (xy)− ∂n+1

n+1s
n
n−1y · ∂n+1

n+1s
n
nx

= 0

dir. Bu durumda

∂n+1
n+1 (t) = 0 ∈ (ker dn) (ker dn)

Gördn+1 = Çekdn

cebirinin çarpım idealidir.

Gördn+1 = (Çekdn)2
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dir ve böylece πn (G∗) abelyandır.

Varsayılım ki f , g de pseudohomotopikdir ve x ∈Çekdn alalım. 0 ≤ i ≤ n

için Kn+1 in bir a elemanı

n çift ise

a = (hn
0 (x)− fn+1s

n
0 (x)) + (fn+1s

n
1 (x)− hn

1 (x)) · · ·+(fn+1s
n
n (x)− hn

n (x))

n tek ise

a = (hn
0 (x)− fn+1s

n
0 (x)) + (fn+1s

n
1 (x)− hn

1 (x)) · · ·+(hn
n (x)− fn+1s

n
n (x))

Buradanda 0 ≤ i ≤ n için

∂n+1
i (a) = 0

ve n çift ise

∂n+1
n+1 (a) = fn (x) gn

(
x−1

)

olur. Eğer n tek ise

∂n+1
n+1 (a) = gn (x) fn

(
x−1

)

olur. Böylece

πn (f) = πn (g)

olduğu gösterilir ki istenendir. ¤

Tanım 3.1.6 Bir ε : K0 −→K homomorfizmi ile K∗ pseudosimplisel ce-

birinin oluşturduğu

∂
ε = ∂

ε

olacak şekildeki (K∗, ε,K) yapısına bir arttırılmış pseudosimplisel cebir

denir.

Eğer n ≥ 0 için hn : Kn −→ Kn+1 cebir homomorfizmleri ve h : K −→ K0

dönüşümü

εh = 0,
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n ≥ 0 için

∂n+1
0 hn = 0,

i, n ≥ 1 için

∂1
1h0 = hε ve ∂n+1

i hn = hn−1∂
n
i−1

olacak biçimde varsa bu durumda (K∗, ε, K) arttırılmış pseudosimplisel ce-

birine sol büzülme denir.

Eğer n ≥ 0 için hn : Kn −→ Kn+1 ve h : K −→ K0 dönüşümü, n ≥ 0 için

εh = 0,

∂n+1
n+1hn = 0,

n ≥ 1 ve i ≤ n için

∂1
0h0 = hε

ve

∂n+1
i hn = hn−1∂

n
i

olacak şekilde varsa bu durumda (K∗, ε, K) arttırılmış pseudosimplisel ce-

birine sağ büzülme denir.

Tanım 3.1.7 (K∗, ε,K) arttırılmış bir pseudosimplisel cebiri için eğer n 6= 0

olmak üzere

πn (K∗) =0

ve

ε : π (K∗)
≈−→ K

ise, bu durumda genişletilmiş pseudosimplisel cebir devirli olarak isimlendirilir.

Tanım 3.1.8 Eğer bir f : K −→ K´
∗ pseudosimplisel cebir dönüşümü için

n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n olmak üzere

fn+1s
n
i = sn

i fn
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şartları sağlanıyorsa, bu dönüşüme simplisel dönüşüm denir.

Tanım 3.1.9 Bir f : K −→ K´
∗ pseudosimplisel cebir dönüşümü eğer;

1. f simplisel ve,

2. her n ≥ 0 için fn : K −→ K´
∗ homomorfizimleri örten ise bir

fibrasyon olarak isimlendirilir.

Teorem 3.1.10 Eğer f : K −→ K´
∗ bir fibrasyon ise, bu durumda homotopi

modüllerinin

· · · −→ πn+1

(
K´
∗
) −→ πn (Çekf) −→ πn (Kn) −→ πn

(
K´
∗
) −→ · · ·

dizisi tamdır.

İspat: Açıktır ki Çekf , K∗ pseudosimplisel cebirinden indirgenmiş sınır

ve pseudodegenere operatörleri ile bir pseudosimplisel cebirdir. Bundan dolayı

moore zincir komplekslerinin dizisinin tam olduğunu göstermek yeterlidir.

0 −→ L (Çekf) −→ L (K∗) −→ L
(
K´
∗
) −→ 0

x ∈ Ln

(
K´
∗
)

olsun yani, 0 ≤ i ≤ n− 1 için

∂n
i (x) = 1

olur. Burada,

fn (y) = x

olacak şekilde bir y ∈ Kn vardır. Şimdi, Kn nin

y0 = y · sn−1
0 ∂n

0 (y−1) ,

y1 = y0 · sn−1
1 ∂n

1

(
y−1

0

)
, · · ·,y

yn−2 = yn−3 · sn−1
n−2∂

n
n−2

(
y−1

n−3

)
,

yn−1 = yn−2 · sn−1
n−1∂

n
n−1

(
y−1

n−2

)
,
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biçimindeki elemanlarını gözönüne alalım. Buna göre, 0 ≤ i ≤ n− 1 için

fn (yi) = x

ve 0 ≤ i ≤ j için

∂n
i (yi) = 1

elde edilir. Aynı şekilde devam edersek

yn−1 ∈ Ln

(
G´
∗
)

ve fn (yn−1) = x

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. ¤

Tanım 3.1.11 Kpq komütatif cebirler ∂h
i , ∂v

i sınır homomorfizmleri ve sh
i , s

v
i

pseudodejenere homomorfizmleri olmak üzere

{
Kpq, ∂

h
i , sh

i , ∂
v
i , s

v
i , p, q ≥ 

}

ailesine bir ikili pseudosimplisel cebir denir ve K∗∗ biçiminde temsil edilir,

burada h ile v, sırasıyla

∂h
j ∂v

i = ∂v
i ∂

h
j , ∂h

j ∂v
i = ∂v

i s
h
j , s

v
j∂

h
i = ∂h

i sv
j .

koşullarını sağlayan yatay yapı ve dikey yapıdır. İkili pseudosimplisel cebirin

her satırı ve her sütunu bir pseudosimplisel cebirdir. Bir ikili pseudosim-

lisel cebirinin her satır ve sırası bir pseudosimplisel cebirdir. Bir ikili pseu-

dosimplisel cebirin kullanılmasıyla Quillen, [6], spektral dizisinin bir çifti elde

edilebilir. Bunun içinde aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.12 Eğer K∗∗ bir ikili pseudosimplisel cebir ise,

E2
pq = πh

pπ
v
qK∗∗ ⇒ πp+q (∆K∗∗) ,

E2
pq = πv

pπ
h
qK∗∗ ⇒ πp+q (∆K∗∗) .
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biçiminde iki tane spektral dizisi mevcuttur, burada ∆K∗∗,

{
Knn, ∂

h
i ∂v

i , s
h
i s

v
i

}

diagonal pseudosimplisel cebrirdir.

İspat: Bir ikili simplisel cebir için aşağıdaki ispatı (Quillen, [6],) izleye-

ceğiz,

K∗ = {Kn, ∂n
i , sn

i }

bir pseudosimplisel cebir olsun. K∗ dan üretilen sınır ve dejenere operatörler

ile

(EK∗) =
{
x ∈ Kn+ : ∂

∂

 · · · ∂n+

 (x) = 
}

biçiminde bir EK∗ pseudosimplisel cebir tanımlayalım. Ayrıca

(CπK∗)n = π (K∗)

özdeş sınır ve dejenere operatörler ile Cπ0 (K∗) bir sabit pseudosimplisel cebir

olsun.

1−→ ΩK∗
i−→ EK∗

v−→ K∗
j−→ Cπ0(K∗) −→ 1 (3.2)

(3.2) biçiminde pseudosimplisel cebirlerin bir dizisi vardır, burada

vn : (EK∗)n −→ Kn, ∂n+1
n+1 : Kn+1 −→ Kn homomorfizmlerinden üretilir,

jn : Kn −→ (Cπ0K∗)n , ∂1
0∂

2
0 · · · ∂n

0 nın K0 −→ π0 (K∗) doğal homomorfizmi

ile bileşkesidir ve i : ΩK∗ −→ EK∗, v nin çekirdeğidir.Bu durumda

Görv = Çekf

dir ve j ve v dönüşümleride fibrasyondur. Böylece (3.2) dizisi, aşağıdaki

homotopi modüllerinin bir tam dizisini verir,
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· · · −→ πn (ΩK∗) −→ πn (EK∗) −→ πn (Görv)

−→ πn−1 (ΩK∗) −→ · · ·,
· · · −→ πn (Görv) −→ πn (K∗) −→ πn (Cπ0K∗)

−→ πn−1 (Görv) −→ · · ·
tüm n ler için

πn (EK∗) = 0

olduğu gösterilmelidir. 0 : EK∗ −→ EK∗ aşikar dönüşümü

1 : EK∗ −→ EK∗ birim dönüşümüne pseudohomotopik dir. Pseudohomotopi

n ≥ 0 için

hn
0 = sn+1

n+1s
n
n · · · s1

1∂
2
1∂

3
1 · · · ∂n

1 ∂n+1
1 ,

hn
1 = sn+1

n+1s
n
n · · · s3

3s
2
2∂

3
2∂

4
2 · · · ∂n

2 ∂n+1
2 , hn

2 = sn+1
n+1 · · · s3

3∂
4
3 · · · ∂n+1

3 ,

· · ·hn−1 = sn+1
n+1s

n
n∂

n+1
n , hn = sn+1

n+1

homomorfizmlerini kullanarak elde edilebilir. πn (EK∗) homotopi modüllerinin

aşikarlığı, (EK∗, ε, 1) arttırılmış pseudosimplisel cebirinin, h = 0 ve n ≥ 0 için

hn = sn+1
n+1

olmak üzere sağ büzülebilir olduğu gerçeğinden görülür. Bu ise n ≥ 1 için

πn−1 (ΩK∗) ≈ πn (K∗)

olması demektir. (3.2) dizisini K∗∗ ikili pseudosimplisel cebirinin sutunlarına

uygulayarak ikili pseudosimplisel cebirlerin

1−→ ΩvK∗∗
iv−→ EvK∗∗

vv−→ K∗∗
jv−→ Cvπ

v
0(K∗∗) −→1

tam dizisi elde edilir ki bu homotopi modüllerin
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· · · −→ πp (∆ΩvK∗∗) −→ πp (∆EvK∗∗) −→ πp (∆Görvv)

−→ πp−1 (∆ΩvK∗∗) −→ · · ·,
· · · −→ πp (∆Görvv) −→ πp (∆K∗∗) −→ πp (∆Cvπ

v
0K∗∗)

−→ πp−1 (∆Görvv) −→ · · ·
tam dizisini verir. ∆EvK∗∗ pseudosimplisel cebiri için aşikar dönüşüm, n ≥ 0,

0 ≤ i ≤ n için

hn
i = sh

i s
v
n+1s

v
n · · · sv

i+1

(
∂v

i+1

)

homomorfizimleri vasıtasıyla, birim dönüşüme pseudohomotopik olduğundan

dolayı her p için

πp (∆EvK∗∗) = 0

dır. Bu durumda,

· · · −→ πp−1 (∆ΩvK∗∗) −→ πp (∆K∗∗) −→ πh
pπ

v
0K∗∗

−→ πp−2 (∆ΩvK∗∗) −→ · · ·

şeklinde bir tam dizi vardır. Eğer tam dizi Ωq
vK∗∗ pseudosimplisel cebirine

uygulanırsa ve eğer

πq
0 (Ωq

vK∗∗) = πv
q (K∗∗)

eşitliği kullanılırsa

E2
pq = πh

pπ
v
qK∗∗

olmak üzere,

πp−1 (∆Ωq+1
v K∗∗) −→ πp (∆Ωq

vK∗∗)

↑ ↓
πh

pπ
v
qK∗∗ = πh

pπ
v
qK∗∗

çifti elde edilir. Bu çiftin spektral dizisi

Fpπp+q (∆K∗∗) = Im {πp (∆Ωq
vK∗∗) −→ πp+q (∆K∗∗)}

fibrasyonu ile birlikte, πp+q (∆K∗∗) a yakınsar. ¤
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3.2 Abelyen Olmayan Üretilmiş Funktorlar

U keyfi bir kategori ve P, Eilenberg-Moore, [33], de verildiği anlamda U

içindeki objelerin bir projektif sınıfı olsun. Bu sınıf, herbir A ∈ U objeleri

için bir

τ : X → A

P -epimorfizmi mevcut olacak şekildeki U nun objelerinin sınıfıdır, burada

X, P sınıfına aittir. Eğer bir P ∈ P için

U (P, f) : U (P, C) → U (P, Ć)

dönüşümü örten dönüşüm ise, U daki bir f : C → Ć morfizmine, P -

epimorfizm denir.

U daki herhangi bir A objesi için (X∗, ∂0
0 , A), P - projektif çözümlemesi

Tierney ve Vogel, [26], de verildiği anlamda düşünülebilir. Bu çözümleme,

0 ≤ i < j ≤ n için

∂n−1
i ∂n

j = ∂n−1
j−1 ∂n

i

koşullarını sağlayan 0 ≤ i ≤ n için ∂n
i : Xn → Xn−1 sınır morfizimleri ve bir

∂0
0 : X0 → A morfizmi ile birlikte X∗ objesidir, burada herbir Xn, P sınıfına

aittir ve P tamdır.

f : A −→ A, U içinde bir morfizim olsun ve (X∗, ∂0
0 , A) ile

(
X´
∗, ∂

0
0 , A

)́

sırasıyla A ve A´ nün P-projektif çözümlemeleri olsun. Bu durumda

X∗
f //

∂0
0

²²

X∗
∂0
0

²²
A

f
// A

diyagramı komütatif olacak şekilde f den elde edilen bir f : X∗ → X´
∗

morfizmi mevcuttur. (Tierney ve Vogel, [26], Teorem 3.2.5 )
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T , U kategorisinden SA komütatif cebirler kategorisine bir kovaryant

funktor olsun. Buna göre aşağıdaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.1 U, (T (X∗) , T (∂0
0) , T (A)) bir arttırılmış pseudosimplisel ce-

birdir ve eğer f, g : X∗ → X´
∗ dönüşümleri U içerisinde f : A → A´ üzerinde

herhangi iki morfizim ise bu durumda T
(
f
)

ve T (g) dönüşümleri pseudoho-

motopikdir.

İspat: Tierney ve Vogel, [26], da belirtildiğine göre bir A objesinin

(X∗, ∂0
0 , A) projektif P çözümlenmesi 0 ≤ i ≤ n için sn

i : Xn → Xn+1

morfizimlerine sahiptir. Öyleki i < j için

∂isj = sj−∂i, ∂jsj =1= ∂j+sj

ve i > j + 1 için

∂isj = sj∂i−

dir. Buna rağmen i ≤ j için

sisj = sj+si

eşitliği herzaman doğru olmaz. Ayrıca (Tierney ve Vogel, [26], teorem 3.2.5)

deki gibi i < j için

∂n+1
0 hn

0 = fn, ∂n+1
n+1h

n
n = gn, ∂ihj = hj−1∂i

ve i > j + 1 için

∂j+1hj+1 = ∂j+1hj, ∂ihj = hj∂i−1

olacak şekilde 0 ≤ i ≤ n için hn
i : Xn → X´

n+1 morfizimleri mevcuttur.

Buna göre n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n için T (sn
i ) pseudodejenere homomorfizmleri

ile birlikte T (X∗) bir pseudo simplisel cebirdir ve T
(
f
)

ve T (g) aralarında

pseudohomotopi n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n için T (hn
i ) homomorfizimleri tarafından

verilir. Böylece teorem ispatlanmış olur.
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Teorem 3.1.5 ve teorem 3.2.1, πn (T (X∗)) homotopi modüllerinin, A ob-

jesinin (X∗, ∂0
0 , A) P - projektif çözümlemesinden bağımsız olduğunu ve f :

A → A´ morfizminin

πn

(
T

(
f̄

))
: πn (T (X∗)) → πn

(
T

(
X´
∗
))

homomorfizmlerini tek bir şekilde belirlediğini gösterir. ¤

Tanım 3.2.2 Keyfi bir T : U → SA kovaryant funktorunu ele alalım n ≥ 0

ve, U içerisinde ki herhangi f : A → A´ morfizmi için

LP
n T : U → SA

LP
n T (A) = πn (T (X∗)) ve LP

n T (A) = πn

(
T

(
f̄

))

biçiminde tanımlanan dönüşümlere sol P - derived funktolar denir.

Burada T (∂0
0) homomorfizimlerinden elde edilen bir

ε : LP
0 T (A) → T (A)

dogal bir homomorfizimi mevcuttur.

Teorem 3.2.3 Eğer P , P projektif sınıfı içerisinde bir obje ise n 6= 0 için

Lβ
nT (P ) = 0 dır ve ε : Lβ

nT (P )
≈−→ T (P ) dir.

İspat: P objesinin (X∗, ∂0
0 , P ) sabit P - projektif çözümlemesi ele alınsın,

burada n ≥ 0 için Xn = P ve ∂n
i ve sn

i morfizimleri de birim morfizimleridir.

(T (X∗) , T (∂0
0) , T (P )) artırılmış psudosimplisel cebiri sol büzülebilirdir ve

böylece aspherical dır. Buda teoremi ispatlar. ¤
U kategorisinde bir F = (F, τ , δ) sıralı üçlüsünün verildiğini kabul edelim.

Yani

F

1F ÃÃA
AA

AA
AA

A
δ // F 2

τF
²²

Fτ
²²

F

F
δ //

δ
²²

F 2

Fδ
²²

F 2
δF

// F 3
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diyağramları komütatif olacak şekilde τ : F → 1U ve δ : F → F 2 doğal

dönüşümü ile birlikte F : U → U bir endofunktoru verilmiş olsun. Bu du-

rumda F sıralı üçlüsü P projektif sınıfını oluşturur: X ∈ P olması için gerek

ve yeter şart bir v :X → F (X) morfizmi, τXv = 1X olacak şekilde varol-

masıdır. Her A ∈ U objesi için τA : F (A) → A morfizmi bir P epimorfizmidir.

Bu durumda A ∈ U objesi

... ...

//

//
F (L2A)

τL2A // L2A

l20 ////

l22

// F (L1A)
τL1A // ÃL1A

l20 //

l11

// F (A)
τA // A

... ...

//

//
F (Ln+1A) // Ln+1A

ln+1
0

...

//

ln+1
n+1

//
F (LnA)

τLnA // ÃLnA

ln0

...

//

lnn

//
F (Ln−1A) //

biçiminde oluşturulan bir kanonik P projektif çözümlemesine sahiptir,

burada (L1A, l10, l
1
1) , τA morfizminin simpleks çekirdeğidir,

(
L2A, l20, l

2
1, l

2
2

)
,

(
l10τL1A, l11τL1A

)

morfizim ikililerinin simplisel çekirdeğidir ve eğer (LnA, ln0 , ..., lnn) oluşturul-

muşsa bu durumda

(
Ln+1A, ln+1

0 , ..., ln+1
n+1

)
, (ln0 τLnA, ..., lnnτLnA)

morfizimler dizisinin simplisel çekirdeğidir. Böylece A nın bir P projektif

çözümlemesi

... ...

//

//
Fn+1A

∂n+1
o

...

//

∂n+1
n+1

//
FnA

∂n
o

...

//

∂n
n

//
... ...

//

//
F2A

∂2
o ////

∂2
2

// F1A
∂1

o //

∂1
1

// F0A
∂0

o // A, (3.3)

biçiminde tanımlanır. Burada n > 0 için

F0A = F (A) , FnA = F (LnA)
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ve n > 0, 0 ≤ i ≤ n için

∂0
0 = τA, ∂n

i = τLnAlni

dir. Bu ise

F∗A = {FnA , ∂n
i }

biçiminde gösterilir. U içerisinde bir g : A −→ B morfizmi

F∗ (g) =
(
F∗A, ∂0

0 , A
) −→ (

F∗B, ∂0
0 , B

)

morfizmini oluşturur. Burada

F0 (g) = F (g)

dir; F (g) morfizmi bir g1 : L1A −→ L1B morfizmini indirger.

F1 (g) = F (g1)

diyelim; böylece j = 0, 1, ..., n − 1 için Fj (g) morfizimleri oluşturulmuşsa

Fn−1 (g) morfizmi bir gn : LnA −→ LnB morfizmini indirger.

Fn (g) = F (gn)

olsun. Buna göre

... ...

//

//
F2A //

F (g2)
²²

L2A

g2

²²

////// F1A //

F (g1)
²²

L1A

g1

²²

//// F0A //

F (g)
²²

A

g

²²
... ...

//

//
F2B // L2B ////// F1B // L1B //// F0B // B

komütatif diyagramı elde edilir. Şimdi (3.1) eşitliğini sağlayan n ≥ 0 için

0 ≤ i ≤ n için sn
i : FnA −→ Fn+1 kanonik morfizimlerine sahip A ob-

jesinin F∗A kanonik P projektif çözümlemesini gösterelim bunu n üzerinden

indirgeme yaparak oluşturacagız n = 0 için u0
0 : F0A −→ L1A,

(1F0A, 1F0A)
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ikilisinden indirgenmiş morfizim olsun bu durumda

s0
0 = F

(
u0

0

)
δA

denilebilir.

n = 1 için u1
0, u

1
1 : F1A −→ L2A morfizimleri sırasıyla

(
1, 1, s0

0∂
1
1

)
ve

(
s0
0∂

1
0 , 1, 1

)

indirgenmiş morfizimler olsun. Bu durumda

s1
0 = F

(
u1

0

)
δL1A ve s1

1 = F
(
u1

1

)
δL1A

denilebilir.

n = 2 için u2
0, u

2
1, u

2
2 : F2A −→ L3A morfizimleri sırasıyla

(
1, 1, s1

0∂
2
1 , s

1
0∂

2
2

)
,

(
s1
0∂

2
0 , 1, 1, s

1
1∂

2
2

)
ve

(
s1
1∂

2
0 , s

1
1∂

2
1 , 1, 1

)

morfizimlerinden indirgenmiş morfizimler olsun. Bu durumda

s2
0 = F

(
u2

0

)
δL2A, s2

1 = F
(
u2

1

)
δL2A ve s2

2 = F
(
u2

2

)
δL2A

olur.

Şimdi de sk
i morfizmlerinin k = n − 1 kadar tanımlandığını kabul edelim

ve sn
i morfizmlerini tanımlayalım un

0 : FnA −→ Ln+1A morfizmi

(
1, 1, sn−1

0 ∂n
1 , sn−1

0 ∂n
2 , ..., sn−1

0 ∂n
n

)

sisteminden indirgenmiş olsun. 0 < i < n için un
i : FnA −→ Ln+1A morfizm-

leri
(
sn−1

i−1 ∂n
0 , sn−1

i−1 ∂n
1 , ..., sn−1

i−1 ∂n
i−1, 1, 1, s

n−1
i ∂n

i+1, ..., s
n−1
i ∂n

n

)

sisteminden indirgenmiş morfizmler olsun ve un
n : FnA −→ Ln+1A morfizmi

(
sn−1

n−1∂
n
0 , sn−1

n−1∂
n
1 , ..., sn−1

n−1∂
n
n−1, 1, 1

)
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sisteminden indirgenmiş morfizm olsun. Bu durumda 0 ≤ i ≤ n için

sn
i = F (un

i ) δLnA

olur.

T , U kategorisinden SA komütatif cebirler kategorisine bir kovaryant funk-

tor olsun Rn, U dan SA giden kovaryant funktorlar ∂n
i , sn

i ve ∂0
0 , (3.3) ve

∂0
0 ∂1

0 = ∂0
0 ∂1

1

koşullarını sağlayan doğal dönüşümleri ile birlikte

R∗ = {Rn, ∂n
i , sn

i , n ≥ 0}

olmak üzere (R∗, ∂0
0 , T ) arttırılmış pseudosimplisel funktoruna T funktorunun

pseudosimplisel çözümlemesi denir.

Bir T : U −→ SA funktoru verilsin, n ≥ 0 ve A ∈ U için

Tn (A) = T (FnA)

olsun ve g : A −→ A´ dönüşümü U içerisinde ise n > 0 için

T0 (g) = T (F (g)) ve Tn (g) = T (F (gn))

olsun. Herhangi bir A ∈ U objesi n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n için

∂n
i (A) = T (∂n

i ) : Tn (A) −→ Tn−1 (A) ,

sn
i (A) = T (sn

i ) : Tn (A) −→ Tn+1 (A)

olsun ve

∂0
0 (A) = T (τA) : T0 (A) −→ T (A)

olsun. Buna göre

T∗ = {Tn, ∂
n
i , sn

i , n ≥ 0}

olsun.
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Teorem 3.2.4 (T∗, ∂0
0 , T ), T funktorunun bir pseudosimplisel çözümlemesidir.

İspat: (3.3) eşitlikleri ve ∂0
0∂

1
0 = ∂1

0∂
1
1 eşitliğinin sağlandığı açık olduğu

için, sadece

sn
i = Tn −→ Tn+

dönüşümünün bir doğal dönüşüm olduğu gösterilmelidir.

Eğer g : A −→ B ise bu durumda n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n için

sn
i F (gn) = F (gn+1) sn

i

olduğunu gösterilecektir. Burada g0 = g dir.

İlk olarak n = 0 durumunu inceleyelim. Bunun için aşağıdaki diyağramı

gözönüne alalım

F (A)
F (g0) //

u0
0

²²

F (B)

u0
0

²²
L1A

g1 //

l11
²²

l10
²²

L1B

l11
²²

l10
²²

FA
F (g0) // FB.

Buna göre

l10u
0
0F (g0) = F (g0) ,

l11u
0
0F (g0) = F (g0) ,

l10g1u
0
0F (g0) = F (g0) l10u

0
0 = F (g0) ,

l11g1u
0
0F (g0) = F (g0) l11u

0
0 = F (g0)

dır. Dolayısıyla

l10u
0
0F (g0) = l10g1u

0
0 ve l11u

0
0F (g0) = l11g1u

0
0

dır. Aynı şekilde devam edilirse,

u0
0F (g0) = g1u

0
0
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bulunur. Böylece aşağıdaki diyağram komütatiftir

F (A)

F (g0)

²²

δA // F 2 (A)

F 2(g0)
²²

F (u0
0)

// F (L1A)

F (g1)

²²
F (B)

δB

// F 2 (B)
F (u0

0)
// F (L1A)

ve

s0
0F (g0) = F (g1) s0

0

yazılabilir.

Şimdi k = 0, 1, ..., n − 1 için dejenere morfizimleri ile birlikte F (gk) nın

komütatif olduğunu varsayarak 0 ≤ i ≤ n için

sn
i F (gn) = F (gn+11) sn

i

olduğunu ispatlayalım. Bunun için aşağıdaki diyağramı gözönüne alalım,

F (LnA)
F (gn) //

un
i

²²

F (LnB)

un
i

²²
Ln+1A

gn+1 //

··· ln+1
n+1

²²
ln+1
0

²²

Ln+1B

ln+1
n+1

²²
··· ln+1

0
²²

F (LnA)
F (gn) // F (LnB).

i = 0 için,

ln+1
j un

0F (gn) =





F (gn), j = 1, 2,

sn−1
0 ∂n

i−2 F (gn), 2 < j ≤ n + 1

0 < i < n için,

ln+1
j un

0F (gn) =





sn−1
i−1 ∂n

j F (gn), 0 ≤ j < i

F (gn), j = i, i + 1

sn−1
i ∂n

j F (gn), i + 2 ≤ j ≤ n + 1

(3.4)
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i = n için,

ln+1
j un

nF (gn) =





sn−1
n−1∂

n
j F (gn), 0 ≤ j < n

F (gn), i = n, n + 1

başka bir deyişle

ln+1
j gn+1u

n
i = F (gn)ln+1

j un
i

dir. (3.4) dekine benzer eşitliklerden elde edilen F (gn)ln+1
j un

i morfizimlerinde

yalnızca sondaki değil başataki F (gn) çarpanı farklıdır. Böylece

sn−1
i F (gn−1) = F (gn)sn−1

i

dir.

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n + 1 için ln+1
j un

i F (gn) = ln+1
j gn−1u

n
i

elde edilir. Böylece 0 ≤ i ≤ n için

un
i F (gn) = gn+1u

n
i

dir. Bu nedenle aşagıdaki şekildeki diyagram komütatifttir.

F (LnA)

F (gn)

²²

δLnA // F 2(LnA)

F 2(gn)
²²

F (un
i )

// F (Ln+1A)

F (gn+1)

²²
F (LnB)

δLnB

// F 2(LnB)
F (un

i )
// F (Ln+1B)

Buradanda

sn
i F (gn) = F (gn+1)s

n
i

ve böylce n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n için

T (sn
i )T (F (gn)) = T (F (gn+1))(s

n
i )

yazılabilirki. Böylelikle teorem ispatlanmış oldu. ¤
Özellikle gösterebiliriz ki herhangi bir g : A −→ B dönüşümü için

T∗ (g) : T∗ (A) −→ T∗ (B)
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bir simplisel dönüşümdür.

Teorem 3.2.4 deki çözümleme T funktorlarının kanonik çözümlemesi olarak

adlandırılır ve sıralı üçlüler tarafından indirgenen P projektif sınıfının LP
n T

relatif sol üretilmiş funktorlarının hesaplanmasına imkan verir.

U kategorisindeki bir sıralı üçlü == (F, τ , δ) olsun. Eğer Uτ : UF −→ U

dönüşümü bölüm(split) epimorfizmi ise bu durumda U : U −→S funktoru F

-projektif olarak adlandırılır. (Swan, [29],)

Eğer P projektif sınıfı = sıralı üçlüsü tarafından indirgeniyor ve

T : U −→S dönüşümü kovaryant funktor ise T funktorunun (T∗, ∂0
0 , T ) kanonik

P - çözümlemesi herbir Tn, F - projektif olmak üzere F projektif olarak ad-

landırılır.

Teorem 3.2.5 Eğer P projektif sınıfı == (F, τ , δ) sıralı üçlüsü tarafından

indirgenmiş ve T : U −→S kovaryant funktorunun kanonik P - çözümlemesi

F - projektifse, o zaman LP
n T sol üretilmiş funktoru = sıralı üçlüsüne relatif

olan swam sol üretilmiş funktorlarına izomorfiktir. Eğer T komütatif cebir

kategorisinde bir kovaryant funktor ise o zaman LP
n T funktorlarının keyfi bir

P projektif sınıfı için Tireny ve Vogel’in sol derived funktorlarına izomorfiktir.

İspat: == (F, τ , δ) sıralı üçlüsünü alalım. Bilindiği gibi

F ′
n = F n+, ∂′i = F iτF n− ve s′i = F iδF n−i

olmak üzere (F ′
∗, τ , 1U) arttırılmış simplisel funktorudur (Gersten, [35],). A ∈

U objesinin kanonik P projektif çözümlemesini gözönüne alalım ve

Gpq (A) = Tp

(
F ′

qA
)
, ∂v

i = TFp (∂′i) ,

sv
i = TFp (s′i) , ∂h

i = T (∂i) , sh
i = T (si) .
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alarak bir ikili G∗∗ (A) pseudosimlisel komütatif cebir yapısını oluşturalım.

Herbir yatay pseudosimlisel komütatif cebiri q ≥ 0 için TF∗
(
F ′

qA
)

dır ve

πp

(
TF∗

(
F ′

qA
))

= LP
p T

(
F ′

qA
)

vardır. Teorem 3.2.1 dende görüldüğü gibi p 6= 0 için

πh
p (G∗∗) =  ve πh

 (G∗∗) = TF ′
∗A

dır. Sonuç olarak, teorem 3.1.12 de gösterildiği gibi

πn (∆G∗∗) = πn (TF ′
∗A) = =

sıralı üçlüsüne relatif olan Swan’ın n inci sol üretilmiş fuktoruna eşittir.

Her p ≥ 0 için TFp = Tp funktoru F - projektiftir ve (TFpF
′
∗, TFpτ , TFp)

arttırılmış simplisel funktoru sol büzülebilirdir (Swan, [29],). Böylece q 6= 0

için

πv
q (G∗∗) = 0 ve πv

0 (G∗∗) = TF∗ (A)

dır. Sonuç olarak, teorem 3.1.12 de gösterildiği gibi LP
n T (A) = πn (∆G∗∗) =

Swan’ın n inci sol üretilmiş funktorudur.

Eğer komütatif cebirler kateğorisindeki bir funktor T ve P keyfi bir pro-

jektif sınıf ise, o zaman komütatif cebirlerin

{T (Xn) , ∂n, n ≥ 0}

zincir kompleksinin homoloji grupları Tierney ve Vogel sol türetilmiş funk-

torlarını verir (Tierney ve Vogel, [26],), burada (X∗, ∂0
0 , A), A daki objelerin

bir P projektif çözümlemesi ve

∂n =
n∑

i=0

(−1)i T (∂n
i )

dir.

{Ln (T∗) , (−1)n dn, n ≥ 0}
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zincir kompleksi

{T (Xn) , ∂n, n ≥ 0}

kompleksinin bir alt kompleksidir veiçine dönüşüm, Tierney ve Vogel’in n inci

üretilmiş funktoru içinde

πn (T (X∗)) = LP
n T (A)

nin doğal bir homomorfizmini indirger. Böylece ispat tamamlanmış olur. ¤
P, == (F, τ , δ) sıralı üçlüsü tarafından indirgenmiş U kategorisindeki bir

projektif sınıf veT , U dan S komütatif cebirler kategorisine bir kovaryant

funktor olmak üzere aşağıdaki tanımı verelim.

Tanım 3.2.6 Her n ≥ 0 için TFn (f) : T (FnA) −→ T (FnB) homomorfizmi

örten ise U içerisindeki f : A −→ B morfizmi bir T - fibrasyonu olarak

isimlendirilir.

Eğer f : A −→ B bir bölüm(split) epimorfizmi ise (yani g : B −→ A

morfizmi var ve fg = 1B ise) bu durumda f herhangi P projektif sınıfına

relatif olan keyfi bir T funktoru için bir T - fibrasyonudur.

f : A −→ B bir P - projektif sınıfına relatif bir T - fibrasyonu olsun. Bu

durumda

ÇekTF∗ (f) = {ÇekTFn (f) , n ≥ 0}

bir pseudosimplisel komütatif cebirdir.

LP
n T (A, B, f) = πn (ÇekTF∗ (f)) , n ≥ 0

alalım. Teorem 3.1.10 de de gösterildiği gibi f : A −→ B biçiminde belirtilen

T - fibrasyonu aşağıdaki sol üretilmiş funktorların bir tam dizisini belirler,

... // LBn+1T (B) // LBnT (A,B, f) // LBnT (A) // LBnT (B) // ... (3.5)
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3.2.1 Cebirsel K - Teori

U, birimli olması zorunlu olmayan halkaların bir kategorisi ve P, U kate-

gorisinde Eilenberg-Moore anlamında halkaların bir projektif sınıfı olsun.

Bu bölümde, cebirsel K-teorisinde önemli rol oynayan ve U kategorisinden,

grupların P kategori halkalarına tanımlı olan GL ve E kovaryant funktorları

ele alınsın.

Herhangi bir A ∈ U halkasını ve birimli A+ halkasını düşünelim. A ve A+

Abelyen grup olduklarından A+ = A + Z ve çarpım işlemi

(a, n)(a′, n′) = (aa′ + n′a + na′, nn′)

ile verilir. Bu durumda halkaların

0 ≤ A
i1→ A+ p2→ Z → 0

dizisi tamdır. Burada i1(a) = (a, 0) ve p2(a, n) = n, p2 bir bölüm epimorfizm

ve eğer A bir birimli bir halka ise A+ ≈ A× Z dir.

GL(f+) tarafından indirgenmiş homomorfizm

GL′(f+) : GL′(A) → GL′(B),

f : A → B halka homomorfizmi ve GL(A+), A+ birimli halkası üzerinde

lineer grubu olmak üzere

GL′(A) = ÇekGL(p2)

olarak alalım.

Üstelik, E ′(f), E ′(f+) tarafından indirgenmiş ve E(A+), A+ üzerindeki

elementer grup olmak üzere

E ′(A) = ker E(p2)

alalım.
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[GL′(A), GL′(A)] ⊂ E ′(A) ve E ′(A), GL′(A)

nın normal bir alt grubudur.

Eğer A bir birimli halka ise

η(a, n) = ne + a

olmak üzere η : A+ → A bir homomorfimzdir. Bu durmda

GL(η) : GL(A+) → GL(A)

homomorfizmi GL(A′) üzerine indirgenmiş doğal izormorfizmdir(Gersten, [36],

de görüldüğü gibi) ve E(η) nın E(A′) ne kısıtlanmışı bir indirgenmiş E(A′) ≈

E(A) izomorfizmidir. Bu nedenden dolayı, tüm halkalar için, GL′(A) ve

E ′(A) notasyonları yerine sırası ile GL(A) ve E(A) notasyonları kullanılacaktır.

Kovaryant funktor sol tamdır ve fiber çarpımını korur.

∀A ∈ U ve ε : LP
0 GL(A) → GL(A) doğal homomorfizm olmak üzere

n > 2 için

KP
0 (A) = LP

n−2GL(A)

ve

KP
2 (A) = Çekε

olarak alınsın (KP
1 nin tanımında, Görε, GL(A) bir normal alt grubu olarak

kabul edilmiştir.) U kategorisi sonlu ters spektranın limitlerine sahip olduğu

için bu sekilde bir seçim yapılması mümkündür. Her f : A → B homomor-

fizmi, n > 2 için

KP
n (f) = LP

n−2GL(f)

ve KB
2 (f) ile KB

1 (f) yi LB
0 GL(f) tarafından indirgenmiş homomorfizmlere

eşit olarak alınsın.
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Tanım 3.2.7 KB
n funktorlarına P halkaların projektif sınıfına relatif olan

cebirsel K-funktorları ya da relatif cebirsel K-funktorları denir.

Eğer P0 serbest halkaların projektif sınıfı ise bu durumda cebirsel K-

funktorlar mutlak cebirsel K−funktorlar olarak adlandırılır ve Kn ile gösterilir.

P0 projektif sınıfını kullanarak, aşağıdaki biçimde belirtilen yeni bir pro-

jektif P′
0 sınıfını tanımlayalım: ∀A ∈ U için A tarafından üretilen keyfi

FA halkasını göz önüne alalım ve 0 ∈ A olmak üzere |0| tarafından üretilen FA

nın asli idealleri I olsun. F ′
A = FA/I alalım. A ∈ U için bütün F ′

A lerin sınıfı

P′
0 dır. FA → FA/I doğal homomorfizmi bir funktorsal bölüm epimorfizm

olduğundan K
P′0
n funktoru n ≥ 1 ler için Kn funktoruna izomorfiktir.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tanımlı E ve GL

kovaryant funktorlarından elde edilen Kn cebirsel K - funktorlarının Swan,

[30], ın tanımladığı cebirsel K teoriyi verdiğini ispatlamıştır.

Bu kısımda amacımız halka kategorisinden grup kategorisine tanımlı olan

GL ve E kovaryant funktorlarına benzer olarak halka kategorisinden cebir

kategorisine funktorlar tanımlamaktı ve bu funktorlar yardımıyla Inasaridze,

[14], nin pseudosimplisel gruplar için elde ettiği sonuçları pseudosimplisel ce-

birlere aktarmaktı. Fakat zaman darlığı ve çeşitli nedenlerden dolayı bu funk-

torlar tanımlanamadı.

Dolayısıyla pseudosimplisel cebirler için istenilen sonuçlar elde edilemedi.



Bölüm 4

Pseudosimplisel Cebirlerin

n-Tipleri

4.1 Giriş

Arvasi, [39], A, Moore kompleksi NA olan bir simplisel komütatif cebir ve

n > 1 için Dn, n.boyuttaki dejenere elemanlar tarafından üretilen ideal ise

An = Dn ve Bn, An içinde, önceden tam olarak belirlenmiş elemanların

kümesi tarafından üretilen bir ideal olmak üzere, n ≥ 1 için

∂n(NAn) = ∂(Bn)

olduğunu göstermiştir.

Ayrıca n = 2, 3 ya da 4 ise, A simplisel cebirinin Moore kompleksinin

görüntüsü

∂n(NAn) =
∑
I,J

KIKJ

formunda verilebilir, burada

∅ 6= I, J ⊂ [n− 1] = {0, 1, . . . , n− 1} ve I ∪ J = [n− 1]

63
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olmak üzere

KI = ∩
i∈I

çek di ve Kj = ∩
j∈J

çek dj

dir. Arvasi ayrıca, genel olarak n > 4 için

∑
I,J

KIKJ ⊆ ∂n(NAn)

olduğunu da göstermiştir. Castiglioni, [16], ise değişik bir yaklaşımla her

n ∈ N için
∑
I,J

KIKJ = ∂n(NAn)

eşitliğinin doğru olduğunu göstermiştir.

Biz bu bölümde, Arvasi nin simplisel komütatif cebirler için göstermiş

oldukları sonuçları, pseudosimplisel komütatif cebirler için kısmen geçerli

olduğunu gösterdik. Daha sonra çaprazlanmış modüllerin kategorisi ile Moore

kompleksinin uzunluğu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkliği

gösterildi. Ayrıca Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - çaprazlanmış modül

yapısı tanımlandı ve pseudo 2 - çaprazlanmış modül kategorisinin, Moore

kompleksinin uzunluğu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkliği

gösterildi. Ayrıca pseudosimplisel cebirlerin n - tipleride incelendi.

Cebirsel topoloji ve homotopik cebirin birarada kullanılmaya başlanması

ile homotopi tiplerinin yeni ve önemli modellerinin homolojik cebirde uygula-

malarının mümkün olduğu anlaşılmıştır. Çaprazlanmış modüller,grup teorinin

dışındaki cebirin diğer kısımlarında birçok kez ortaya çıkmış ve daima ko-

nunun Abelyen olmayan durumları ile ilişkilendirilmiştir. Loday’in n - tipleri

sınıflandırma teoreminin genel bir Abelyen olmayan homolojik yada homo-

topik cebirsel versiyonunu incelerken ortaya çıkan problem topolojik metod-

ların kullanılmasıdır. Porter, [38], Loday, [18], in (n + 1) - tiplerin Catn gru-

plar yada çaprazlanmış n - küplerin bir bölüm kategorisine denkliğini ispat-

layan sonuçların cebirsel bir ispatını yapmıştır. Bu cebirsel ispat yardımıyla
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Arvasi, Koçak ve Alp, [42], simplisel komütatif cebirler için benzer sonuçlar

elde etmişlerdir. Bu bölümde amaç, [42], deki sonuçları pseudosimplisel ce-

birler için elde etmektir. Buna göre bu bölümde çaprazlanmış n - küp kate-

gorisinden pseudosimplisel cebir kategorisine giden bir funktor verilecektir.

4.1.1 Tanım ve Notasyonlar

Aşağıdaki tanım ve notasyonlar Arvasi, [39], Carrasco ve Cegarra, [27], dan

alınmıştır.

Herhangi bir [n] = {0 < 1 < 2 < ... < n} , ve αn
i : [n + 1] → [n] örten

dönüşümleri

αn
i =





j, j ≤ i ise

j − 1, j > i ise

ile verilsin. S(n, n − r), [n] den [n − r] ye giden örten dönüşümlerin kümesi

olsun. Bu durumda bu küme değişik αn
i lerin bileşkelerinden üretilir. Bu

üreteç dönüşümlerinin bileşkesi, j < i için

αjαi = αi−1αj

ile tanımlıdır. O halde, 0 ≤ i1 < i2 < ... < ir ≤ n − 1 olmak üzere, her

α ∈ S(n, n− r) elemanı bir tek;

α = αi1 ◦ αi2 ◦ ... ◦ αir

açılımına sahiptir. Buradaki ik indisleri,

{i1, i2, ..., ir} = {i : α(i) = α(i + 1)}

şeklindeki elemanlardır.

Böylece S(n, n− r) kümesini

{(ir, ..., i1) : 0 ≤ i1 < i2 < ... < ir ≤ n− 1}
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kümesi ile tanımlayabiliriz. Özellikle [n] üzerinde birim dönüşüm S(n, n)

şeklindeki tek eleman ile tanımlanır. Benzer şekilde S(n, 0) ın tek elemanı

(n− 1, n− 2, ..., 0) dır. n ≥ 0 için

S(n) =
⋃

0≤r≤n

S(n, n− r)

olsun. S(n) deki herhangi iki

α = (ir, ..., i1)

ve

β = (js, ..., j1)

elemanları için, r < s olduğunda

i1 = j1, ..., ik = jk

veya ik+1 > jk+1 olduğunda

i1 = j1, ..., ik = jk

oluyorsa

α = (ir, ..., i1) < β = (js, ..., j1)

dir. Bu durumda S(n) sıralı bir küme olur.

Örneğin S(2) ve S(3) ü sırasıyla aşağıdaki gibi yazabiliriz;

S(2) = {∅ < (1) < (0) < (1, 0)}

ve

S(3) = {∅ < (2) < (1) < (2, 1) < (0) < (2, 0) < (1, 0) < (2, 1, 0)}
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4.1.2 Bir Pseudosimplisel Cebirin Yarıdirekt Ayrışımı

Şimdi bir pseudosimplisel cebirin yarı-direkt ayrışımını verelim. Bu konu,

gruplar üzerinde ilk olarak Counduché tarafından, [3], de incelenmiştir. Sim-

plisel cebirler için ise detaylı bilgi için Arvasi, [39], ve Carrasco ve Cagarra,

[27], e bakınız.

Tanım 4.1.1 K bir bir pseudosimplisel cebir ve n ≥ 2 için K1, K2, ..., Kn ise

K nin alt cebirleri olsun. Eğer

1) 1 ≤ s ≤ n için K1 + K2 + ... + Ks, K nin idealidir;

2) K1 + K2 + ... + Kn = K;

3) 1 ≤ s < t ≤ n için (K1 + K2 + ... + Ks) ∩Kt = 0;

ifadeleri sağlanıyorsa, K ye K1, K2, ..., Kn cebirlerinin n-yarı-direkt çarpı-

mı denir ve K = K1 o K2 o ... o Kn ile gösterilir. Herhangi bir k ∈ K

elemanı

k = k1 + k2 + ... + kn (ki ∈ Ki)

formunda bir tek şekilde yazılabilir.

Aşağıdaki yardımcı teoremde bir simplisel cebirin n-yarı-direkt çarpımının

nasıl olduğu verilecektir. İspatı için Arvasi, [39], bakınız.

Yardımcı teorem 4.1.2 K bir pseudosimplisel cebir olsun. Bu durumda

Kn,

Kn
∼= Çek dn

n o sn−1
n−1(Kn−1)

biçiminde ayrıştırılabilir.

İspat: Kn ile Çek dn
n o sn−1

n−1(Kn−1) arasındaki izomorfizm

θ : Kn −→ Çek dn
n o sn−1

n−1(Kn−1)

k 7−→ (k − sn−1dnk, sn−1dnk)
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biçiminde tanımlanır.

Kn
∼= Çek dn

n o sn−1
n−1(Kn−1)

izomorfizmi mevcut olduğundan, herbir Kn yi, Kn nin Moore kompleksin-

deki terimlerin dejenere olanlarının çok katlı yarıdirekt çarpımı olarak elde

edebilmek için, gerektiğinde bu izomorfizm işlemini tekrarlayabiliriz. M,

Mn = Çek dn+1
n+1, dn

i = dn+1
i |Çekdn+1

n+1
, sn

i = sn+1
i |Çekdn+1

n+1

biçiminde tanımlanan pseudosimplisel cebir olsun. i ≤ n− 1 için,

dn−1
n−1d

n
i = dn−1

i dn
n

olduğundan, i ≤ n−1 iken Çekdn
n ler, dn

i morfizmleri vasıtasıyla Çek dn−1
n−1 lere

dönüşür. Benzer şekilde, i ≤ n− 2 için,

dn+1
n+1s

n
i = sn−1

i dn
n

olduğundan, i ≤ n−2 iken , sn+1
i homomorfizmleri de Çekdn

n leri, Çek dn+1
n+1 lere

dönüştürür. Buna göre, yardımcı teorem 4.1.2 yi Mn−1 ve Kn−1 e uygularsak,

Kn
∼= Çek dn o sn−1Kn−1

∼= Çek dn o sn−1(Çek dn−1 o sn−2Kn−2)

∼= Mn−1 o (sn−1Çek dn−1 o sn−1sn−2Kn−2)

elde edilir. M da bir pseudosimplisel cebir olduğundan,

Çek dn = Mn−1
∼= Çek dM

n−1 o sn−2Mn−2

∼= (Çek dn−1 ∩ Çek dn)o sn−2Çek dn−1

olur ve buna göre

Kn = ((Çek dn
n−1∩Çek dn

n)osn−2(Çek dn−1
n−1))o(sn−1(Çekdn−1

n−1)osn−1sn−2(Kn−2))

elde edilir. Buna göre Kn, aşağıdaki biçimde ayrıştırılabilir. ¤
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Önerme 4.1.3 ( [39]) K bir pseudosimplisel cebir olsun. Bu durumda her

n ≥ 0 için

Kn
∼= (...(NKn o sn−1NKn−1)o ...o sn−2...s0NK1)o

(...(sn−2NKn−1 o sn−1sn−2NKn−2)o ...o sn−1sn−2...s0NK0)

dir.

Örneğin;

K1
∼= NK1 o s0NK0

K2
∼= (NK2 o s1NK1)o (s0NK1 o s1s0NK0)

K3
∼= ((NK3 o s2NK2)o (s1NK2 o s2s1NK1))o

((s0NK2 o s2s0NK1)o (s1s0NK1 o s2s1s0NK0))

ve

K4
∼= (((NK4 o s3NK3)o (s2NK3 o s3s2NK2))o

((s1NK3 o s3s1NK2)o (s2s1NK2 o s3s2s1NK1)))o

s3(K3 ün ayrışımı)

şeklinde yazılabilir.

α = (ir, ..., i1) ∈ S(n) ye karşılık gelen terim

sα(NKn−#α) = sir...i1(NKn−#α) = sir ...si1(NKn−#α)

dir. Burada, #α = r dir. Dolayısıyla herhangi bir x ∈ Kn elemanı, y ∈ NKn

ve xα ∈ NKn−#α için

x = y +
∑

α∈S(n)

sα(xα)

formunda yazılabilir.

Yardımcı teorem 4.1.4 Bir K pseudosimplisel cebiri için, Kn içinde,

NKn =
n−1∩
i=0

Çek di ile NK
(r)

n = ∩
i6=r

Çek di

arasında bir birebir dönüşüm vardır.
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İspat: Bu birebir dönüşüm

ϕ : NKn −→ NK
(r)

n

k 7−→ ϕ(k) = k −
n−r−1∑
m=0

(−1)m+1 sr+mdnk

biçiminde verilir.

ϕ dönüşümünün her zaman bir homomorfizm belirtmediğine dikkat edilme-

lidir. Aşağıdaki özel durum, öncelikle Moore kompleksi alternatif biçimi ile

karşılaştırmada olmak üzere, sık sık kullanılır. ¤

Sonuç 4.1.5 K bir pseudosimplisel cebir ise,

ϕ′ : Çekd0 ∩ . . . ∩ Çekdn−1 −→ Çekd1 ∩ . . . ∩ Çekdn

k 7−→ ϕ′(k) = k +
n−1∑
i=0

(−1)n−i sn−i−1dn(k)

şeklinde tanımlı ϕ′ birebir dönüşümü vardır.

Yardımcı teorem 4.1.6 Bir K pseudosimplisel cebiri. Buna göre,

dn(NKn) = dl(NK
(r)

n )

dir.

İspat: k ∈ NKn ve k −
n−r−1∑

i=0

(−1)i+1 sr+idnk formundaki NK
(r)

n nin

bütün elemanları için

dr(k −
n−r−1∑

i=0

(−1)i+1 sr+idnk) = dnk

dir. Ayrıca NK
(r)

n nin tüm elemanları yardımcı teorem 4.1.4 gereği,

k −
n−l−1∑

i=0

(−1)i+1 sr+idnk

formunda olup,

dn(NKn) = dr(NK
(r)

n )

dir. ¤
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Önerme 4.1.7 K bir pseudosimplisel cebir olsun. n ≥ 2 için ve

I ∪ J = [n− 1]

olacak şekildeki I, J ⊆ [n− 1] için,

( ∩
i∈I

Çekdi)( ∩
j∈J

Çekdj) ⊆ ∂nNKn

dir.

İspat: Herhangi birJ ⊂ [n − 1], J 6= ∅ için l, I nın en küçük elemanı

olsun. Eğer l = 0 ise, I ile J nin yeri değiştirilerek işleme yeniden başlanır

ve eğer 0 ∈ I ∩ J ise, l, I nın sıfır olmayan en küçük elemanı olarak yeniden

tanımlanır. Diğer durumlarda ise, ispata aşağıdaki şekilde devam edilir.

k0 ∈ ∩
j∈J

Çekdj ve k1 ∈ ∩
i∈I

Çekdi olsun. Buna göre i 6= l için

di(sl−1k0slk1) = 0

elde edilir ve böylece sl−1k0slk1 ∈ NK
(l)

n olur. Buradan, yardımcı teorem

4.1.6 gereği

k0k1 = dl(sl−1k0slk1 ∈ dl(NK
(l)

n ) = dnNKn

elde edilir ve böylece

( ∩
i∈I

Çekdi)( ∩
j∈J

Çekdj) ⊆ ∂nNKn

bulunur.

MI = ∩
i∈I

Çekdi ve MJ = ∩
j∈J

Çekdj

kısaltmaları yapıldığı taktirde, önerme 4.1.7,

∅ 6= I, J ⊂ [n− 1] ve I ∪ J = [n− 1]

için,
∑
i,j

MIMJ ⊆ ∂nNKn

halini alır.
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Örnek 4.1.8 n = 2 halini düşünelim. (s0d1y − y) ∈Çekd1 olacak şekilde,

x, y ∈ NK1 =Çekd0 olsun.

x(s0d1y − y) = d2(s1x((s0y − s1y))

dir ve bu Peiffer elemanına karşılık gelir. Bu elemanların, her x, y elemanları

için ihmal edilebilir olması için gerekli ve yeterli koşul,

∂1 : NK1 −→ NK0

ın çaprazlanmış modül olmasıdır. Ayrıca,

Çekd1Çekd0 ⊆ ∂2(NK2)

dir.

¤

Not 4.1.9 ∂n(NKn), Kn−1 in bir ideali dir. xn ∈ NKn ve z ∈ Kn−1 olsun.

w = sn−(z)x

tanımlayalım. i ≤ n− 1 için

di(w) = 

olur ve böylece w ∈ NKn ve

dn(w) = zdn(x)

olur ve z∂n(x) ∈ ∂n(NKn) elde edilir.
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Sonuç 4.1.10 K pseudosimplisel cebir ve K′, K ye karşılık gelen n boyutlu

parçalanmış pseudosimplisel cebir olsun. Buradan aşağıdaki kanonik morfizm

elde edilir.

K : Kn

⇒
⇔

Kn−1

⇒
⇔

Kn−2

⇒
⇔

· · · −→
←−

K0

↓ ↓ ↓ ↓

K′: K ′
n

⇒
⇔

Kn−1/∂nNKn

⇒
⇔

Kn−2

⇒
⇔

· · · −→
←−

K0

O halde K′ aşağıdaki özelliği sağlar:

I ∪ J = [n− 1] olacak şekildeki boş olmayan bütün (I 6= J) I, J ⊂ [n− 1]

indis kümeleri için

( ∩
i∈I

Çek dn−1
i )( ∩

j∈J
Çek dn−1

j ) = 0

dir.

Yüksek mertebeli çaprazlanmış kompleks çiftleri Carrasco ve Cegarra,

[27], tarafından tanımlanmıştır. Şimdi, Arvasi, [39], tarafından tanımlanan

yüksek mertebeli çaprazlanmış kompleks çiftleri ile üretilen In üreteçli idealini

açıklayalım.

α = (ir, ..., i1) ve β = (js, ..., j1) ∈ S(n) için α ∩ β = ∅ olmak üzere S(n)

den (α, β) çiftlerinden oluşan bir P (n) kümesi tanımlanır.

NKn−#α ⊗NKn−#β

sα⊗sβ

²²

Cα,β // NKn

Kn ⊗Kn µ
// Kn

p

OO

diyagramından

{Cα,β : NKn−#α ⊗NKn−#β −→ NKn : (α, β) ∈ P (n), n ≥ 0}

şeklindeki k-lineer morfizmleri elde edilir. Burada

sα = sir ...si1 : NKn−#α −→ Kn, sβ = sjs ...sj1 : NKn−#β −→ Kn
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ve

p = pn−1...p0 : Kn −→ NKn,

j = 0, 1, ..., n− 1 için

pj = 1− sjdj

şeklinde tanımlı projeksiyon fonksiyonudur.

µ : Kn ⊗Kn −→ Kn

x⊗ y 7−→ xy

ile tanımlı çarpım dönüşümü olup,

Cα,β(xα ⊗ yβ) = pµ(sα ⊗ sβ)(xα ⊗ yβ)

= p(sα(xα)sβ(yβ))

= (1− sn−1dn−1)...(1− s0d0)(sα(xα)sβ(yβ))

şeklinde C
α,β

fonksiyonları tanımlanabilir. Burada #α, α nın içerdiği, #β ise

β nın içerdiği eleman sayısıdır.

In ideali ise, xα ∈ NKn−#α ve yβ ∈ NKn−#β olmak üzere Cα,β(xα ⊗ yβ)

formundaki elemanlar tarafından üretilen bir idealdir. Arvasi, [39], yukarıda

tanımlanan Cα,β üreteç elemanlarını kullanarak, Moore kompleksi NE olan

bir E simplisel cebiri için

∂n (NEn) ⊆
∑
I,J

KIKJ n = 2, 3, 4

oldugunu dolayısıyla

∂n (NEn) =
∑
I,J

KIKJ

eşitliğinin doğruluğunu ispatlamıştır.

Simplisel cebirlerde mevcut olan

sn+1
i sn

j = sn+1
j+1 sn

i 0 ≤ i ≤ j ≤ n
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eşitliği pseudosimplisel cebirlerde mevcut olmadığından Moore kompleksi NK

olan bir K pseudosimplisel cebiri için

∂n (NKn) ⊆
∑
I,J

MIMJ n = 2, 3, 4

kapsamasının doğruluğu gösterilemedi.

Bundan dolayı Arvasi, [39], de ispatlanan, simplisel cebirler için

∂n (NEn) =
∑
I,J

KIKJ n = 2, 3, 4

eşitliği pseudosimplisel cebirler için doğru değildir. Sadece pseudosimplisel

cebirler için
∑
I,J

MIMJ ⊆ ∂n (NKn)

kapsaması mevcuttur.

Teorem 4.1.11 Değişmeli cebirlerin çaprazlanmış modüllerinin kategorisi,

Moore kompleksinin uzunluğu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine

denktir.

İspat: K Moore kompleksinin uzunluğu 1 olan bir pseudosimplisel cebir

olsun. P = K0, M =Çek(d0 : K1 → K0) ve ∂ = d1 (M ye kısıtlanmışı )

alalım. Bu durumda p ∈ P nin m ∈ M üzerine olan etkisi

pm = s0 (p) ·m

ile veriliyor. Buna göre m,m′ ∈ M için
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ÇM1) ∂(pm) = d1s0 (p) · d1 (m)

= p · d1(m)

= p∂(m)

ÇM2) (∂m)m′ = (s0d1m)m′

= (s0d1m)m′ −mm′ + mm′

= d2((s0m− s1m) s1m
′) + mm′

= mm′

dir. Burada

(s0m− s1m) s1m ∈ NK2 = 0

dır. Böylece, ∂ : M → P bir çaprazlanmış modüldür.

Tersine ∂ : M → P bir çaprazlanmış modül olsun. P nin M üzerine etkisi

kullanılarak

M o P = {(m, p) : m ∈ M , p ∈ P}

yarıdirekt çarpımını oluşturabiliriz, burada λ ∈ Λ, m,m′ ∈ M , p, p′ ∈ P için

skalerle çarpım

λ (m, p) = (λm, λp)

toplam

(m, p) + (m′, p′) = (mm′ − p′m − pm, pp′)

biçiminde tanımlıdır. Ayrıca



77

d0 = M o P → P

(m, p) 7→ p

d1 = M o P → P

(m, p) 7→ (∂m) + p

d0 = P → M o P

p 7→ (0, p)

homomorfizimleri tanımlanabilir. K0 = P , K1 = M o P olsun. Böylece 1 -

yaniskeletin K1 olan bir {K0, K1} 1 - parçalanmış pseudosimplisel cebiri elde

edilir.

MoP cebiri, M üzerine, P nin M üzerine olan etkisi ve d1 homomorfizmi

yoluyla etki eder. Böylece M o (M o P ) yarıdirekt çarpımını elde ederiz ve

d0 = M o (M o P ) → M o P

(m, m′, p) 7−→ (m′, p)

d1 = M o (M o P ) → M o P

(m, m′, p) 7−→ (m + m′, p)

d2 = M o (M o P ) → M o P

(m,m′, p) 7−→ (m, ∂m′ + p)

s0 = M o P −→ M o (M o P )

(m, p) 7−→ (0,m, p)

s1 = M o P −→ M o (M o P )

(m, p) 7−→ (m, 0, p)
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homomorfizimlerini oluşturabiliriz.

K2 = M o (M o P )

olsun. Bu durumda 2 - yaniskeleti K2 olan {K0, K1, K2} 2 - parçalanmış

pseudosimplisel cebiri elde edilir. 0 ve 1 inci boyutta birim olan tek bir

K2 −→ K1

simplisel dönüşümü mevcuttur. K2 nin K1 içindeki görüntüsünü K̄2 ile

gösterelim. K2 nin Moore kompleksinin 2 - inci boyutta 0 olduğunu kon-

trol etmek zor değildir. Böylece K̄2 Moore kompleksinin uzunluğu 1 olan bir

olan bir pseudosimplisel cebir dir. ¤

4.2 Pseudo 2 - Çaprazlanmış Modüller

L, M ve P değişmeli cebirleri ile P nin M üzerine etkisi, P nin L üzerine

etkisi ve

{, } : M oM → L

n - bilineer fonksiyonu ile birlikte

L
δ→ M

∂→ P

kompleksini ele alalım. Eğer l, l′ ∈ L, m,m′,m′′ ∈ M ve p ∈ P için

(1) ∂δ = 0;

(2) δ (pl) = p (δl) ve ∂ (pm) = p ·m;

(3) δ{m,m′} = (∂m)m′ −mm′;

(4) {δl, δl′} = ll′;

(5) {δl,m}+ {m, δl} = ∂ml;

aksiyomları sağlanıyorsa

L
δ→ M

∂→ P
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kompleksine bir pseudo 2 - çaprazlanmış modül denir.

Teorem 4.2.1 Pseudo 2 - çaprazlanmış modüller kategorisi, Moore kom-

pleksinin uzunluğu 2 - olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denktir.

İspat: K, Moore kompleksinin uzunluğu 2 olan bir pseudosimplisel cebir

olsun. Buna göre pseudo 2 - çaprazlanmış modül yapısını inceleyelim.

P = K0, M = Çek (d0 : K1 → K0)

ve

L = Çek (d0 : K2 → K1) ∩ Çek (d1 : K2 → K1)

olsun.p ∈ P nın m ∈ M üzerine etkisi,

pm = s0 (p) ·m

ile, ve p ∈ P nin l ∈ L üzerine olan etkisi,

pl = s0s0 (p) · l

ile tanımlansın. m,m′ ∈ M için

{m,m′} = (s0 (m)− s1 (m)) (s1 (m′))

olarak verilsin. ∂ = d1( M ye kısıtlanmışı ) ve δ = d2( L ye kısıtlanmışı )

olsun. Bu şekilde elde edilen yapının pseudo 2 - çaprazlanmış modül aksiy-

omlarını sağladığını gösterelim.

(1) ∂δ (l) = d1d2 (l)

= d1d1 (l)

= d1 (l)

= 0 l ∈ L için
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bulunur

(2) δ (pl) = δ (s0s0 (p) · l)
= d2 (s0s0 (p) · l)
= d2s0s0(p)d2(l)

= s0d1s0(p)d2(l)

= s0(p)d2(l)

= s0(p)δ(l)

= pδ(l)

olur.

(3) δ{m,m′} = δ (s0 (m)− s1 (m)) s1(m
′)

= δ (s0 (m) s1 (m′)− s1(m)s1(m
′))

= d2 (s0 (m) s1 (m′)− s1(m)s1(m
′))

= d2s0 (m) d2s1 (m′)− d2s1(m)d2s1(m
′)

= s0d1 (m) m′ −mm′

= ∂mm′ −mm′

dir.

(4) {δl, δl′} = (s0d2 (l)− s1d2 (l))s1d2(l
′)− ll′ + ll′

= (s0d2 (l)− s1d2 (l))s1d2(l
′)− d3s2(ll

′) + ll′

= (d3s0 (l)− d3s1 (l))d3s1(l
′)− d3s2(ll

′) + ll′

= d0[(s0 (l)− s1 (l))s1(l
′))− s2(ll

′)] + ll′

= ll′

bulunur. Burada

(s0(l)− s1(l)) s1(l
′)− s2(ll

′) ∈ NK3 = 0
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dır.

(5) {δl,m}+ {m, δl} = (s0d2 (l)− s1d2 (l))s1(m)+

+ (s0 (m)− s1 (m)) s1d2l

= (d3s0l − d3s1l) d3s2s1 (m) + d3s2(s0(m)−
− s1(m))d3s1l − s0s0d1(m)l + s0s0d1(m)l

= d3[(s0l − s1l)s2s1(m) + s2(s0(m)− s1(m))s1l]−
− s0d2s0(m)l + s0s0d1(m)l

= d3[(s0l − s1l)s2s1(m) + s2(s0(m)− s1(m))s1l]−
− d3s0s0(m)l + s0s0d1(m)l

= d3[(s0l − s1l)s2s1(m) + s2(s0(m)− s1(m))s1l−
− s0s0(m)l] + s0s0d1(m)l

= s0s0(d1)l

= ∂ml

dir. Burada

(s0l − s1l)s2s1(m) + s2(s0(m)− s1(m))s1l − s0s0(m)l ∈ NK3

dir.

Tersine,

L
δ→ M

∂→ P
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bir pseudo 2 - çaprazlanmış modül olsun. K0 = P diyelim P nin M üzerine

etkisini kullanarak K1 = M o P yarıdirekt çarpımını oluşturabiliriz. Ayrıca,

d0 : M o P → P

(m, p) 7−→ p

d1 : M o P → P

(m, p) 7−→ (∂m) + p

s0 : P → M o P

p 7−→ (0, p)

homomorfizimleri vardır. m ∈ M nin l ∈ L üzerine etkisi

m · l = ∂ml − {m, δl}

ile verilsin. Bu etkiyi kullanarak LoM yarıdirekt çarpımını oluşturabiliriz.

(m, p) ∈ M o P nin (l, m′) ∈ LoM üzerine etkisi ise

(m, p)(l,m′) = (pl + ∂ml + {m,m′}, pm′ + mm′)

ile verilir. Bu etki kullanılarak,

K2 = (LoM)o (M o P )
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yarıdirekt çarpımı oluşturulabilir. Buna göre

d0 : (LoM)o (M o P ) → (M o P )

(l, m′,m, p) 7−→ (m, p)

d1 : (LoM)o (M o P ) → (M o P )

(l,m′,m, p) 7−→ (m′ + m, p)

d2 : (LoM)o (M o P ) → (M o P )

(l, m′,m, p) 7−→ (m′, ∂m + p)

s0 : (M o P ) −→ (LoM)o (M o P )

(m, p) 7−→ (0, 0,m, p)

s1 : (M o P ) −→ (LoM)o (M o P )

(m, p) 7−→ (0,m, 0, p)

homomorfizimleri mevcuttur.

(l,m) ∈ LoM nin l′ ∈ L üzerine

(l, m)l′ = ll′ + ml′

ile verilen bir etkisi mevcuttur. Buradan L o (L o M) yarıdirekt çarpımı

oluşturulabilir. Buna göre (m, p) ∈ M o P nin (l, l′,m′) ∈ L o (L o M)

üzerine

(m, p)(l,l′,m′) = (pl + ∂ml, pl′ + ∂ml′ , pm′ + mm′)

ile verilen bir etkisi mevcuttur.

Ayrıca (l′′,m) ∈ LoM nin (l, l′,m′) ∈ Lo (LoM) üzerine

(l′′, m)(l,l′,m′) = (ml + l′′l + {m, δl′}+ {l′′, δl′},ml′+

+ l′′l′ + {m,m′},mm′)
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ile verilen bir etkisi de mevcuttur. Burada son iki etki birleştirilerek(LoM)o

(M o P ) nin Lo (LoM) üzerine etkisi elde edilir ve böylece,

K3 = (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P ))

yarıdirekt çarpımı oluşturulur. Burada,

d0 : (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P )) → ((LoM)o (M o P ))

(l, l′,m, l′′,m′,m′′, p) 7−→ (l′′, m′,m′′, p)

d1 : (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P )) → ((LoM)o (M o P ))

(l, l′,m, l′′,m′, m′′, p) 7−→ (l′ + l′′, m + m′,m′′, p)

d2 : (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P )) −→ ((LoM)o (M o P ))

(l, l′,m, l′′,m′,m′′, p) 7−→ (l + l′, m,m′ + m, p)

d3 : (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P )) −→ ((LoM)o (M o P ))

(l, l′,m, l′′,m′,m′′, p) 7−→ (l, δl′ + m, δl′′ + m′, ∂m′′ + p)

s0 : (LoM)o (M o P ) −→ (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P ))

(l, m,m′, p) 7−→ (0, 0, 0, 0, l, m, m′, p)

s1 : (LoM)o (M o P ) −→ (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P ))

(l, m,m′, p) 7−→ (0, 0, l,m, 0, 0, m′, p)

s2 (LoM)o (M o P ) −→ (Lo (LoM))o ((LoM)o (M o P ))

(l, m,m′, p) 7−→ (0, l, 0,m, 0, 0, m′, p)

homomorfizimleri mevcuttur. K2, {K0, K1, K2} 2 - parçalanmış pseudosim-

plisel cebirinin 2 - yaniskeleti olsun, K3 ise, {K0, K1, K2, K3} 3 - parçalanmış
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pseudosimplisel cebirinin 3 - yaniskeleti olsun.

Buna göre 0, 1 ve 2 inci boyutlarda birim olan tek bir K3 −→ K2 simplisel

dönüşümü vardır. K3 ün K2 içindeki görüntüsü K̄3 ile gösterilsin. K3 ün

Moore kompleksinin 3 - boyuttu 0 dır. Buna göre K̄3, Moore kompleksinin

uzunluğu 2 olanbir pseudosimplisel cebirdir.

Şimdi herbir K pseudosimplisel cebirini aşağıdaki önermeyi sağlayacak

şekilde bir UkK −→ K içine dönüşümü ve K −→ V kK bölüm dönüşümü ile

ilişkilendireceğiz.

(Mn, ∂n), K nın Moore kompleksi olsun. Bu durumda UkK

· · · −→ Mk+0 −→ Mk+2 −→ Çek (∂k+1) −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

Moore kompleksine sahiptir ve V kK

· · · −→ 0 −→ 0 −→ Gör (∂k+1) ½ Mk −→ Mk−1 −→ · · ·

Moore kompleksine sahiptir. ¤

Önerme 4.2.2 Herhangi bir K pseudosimplisel cebiri için ve k ≥ 0 tamsayısı

için aşağıdaki şartları sağlayacak şekilde pseudosimplisel cebirlerin bir

0 −→ UkK
l−→ K

φ−→ V kK −→ 0

funktorsal kısa tam dizisi mevcuttur.

(i) UkK nın Moore kompleksi, 0, 1, ..., k boyutlarında aşikardır ve k + 2

den büyük boyutlarda ise K nın Moore kompleksi ile aynıdır.

(ii) l dönüşümü, n ≥ k + 1 için homotopi gruplarının

πn

(
UkK

) ∼= πn (K)

izomorfizmini indirger.
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(iii) V kK nın Moore kompleksi k + 2 den büyük boyutlarda aşikardır ve

k dan küçük boyutlarda ise K nın Moore kompleksi ile aynıdır.

İspat: İlk olarak K nın Coskk
(
trkK

)
, k - yan iskeletini oluşturalım.

Coskk
(
trkK

)
nın Moore kompleksi

−→ 0 −→ 0 −→ C
∂k+1½ Mk

∂k−→ Mk−1 −→ · · · ∂1−→ M0

biçimindedir. Burada ∂k+1 içine dönüşüm, C, ∂k çekirdeği ve k dan küçük

boyutlarda bu zincir, K nın Moore kompleksi ile çakışıktır. C, Kk da bir

ideal olduğundan,

trkK/C = {K0, ..., Kk−1, Kk/C}

k - parçalanmış pseudosimplisel cebirini elde etmek için trkK yi C ye bölebiliriz.

Şimdi de Coskk
(
trkK/C

)
k - yaniskeletini oluşturalım. k dan küçük olan

boyutlarda Kk −→ Kk/C bölüm dönüşümüne eşit olan bir tek

K −→Coskk
(
trkK/C

)

simplisel dönüşümü mevcuttur; bu dönüşümün çekirdeğini UkK ile gösterelim

ve K nın Coskk
(
trkK/C

)
içindeki görüntüsünüde V kK ile gösterelim. Böylece

pseudosimplisel cebirlerin

0 −→ UkK −→ K −→V kK −→ 0

kısa tam dizisi mevcuttur, bu homotopi modüllerinin bir

· · · −→ πn(UkK) −→πn(K) −→πn(V kK) −→πn−1(U
kK) −→ · · ·

uzun tam dizisini indirger. ¤

Önerme 4.2.3 K, her n = 0, ..., k için πnK = 0 olacak şekilde bir pseu-

dosimplisel cebir olsun. Bu durumda F, n = 0, ..., k için Fn = 0 olacak

şekilde ki bir serbest pseudosimplisel cebir olmak üzere bir F ' K zayıf ho-

motopi denkliği mevcuttur.
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İspat: Önerme 4.2.2 (i) gereği ve pseudosimplisel özdeşlikler gereği UkK

pseudosimplisel cebiri k dan küçük olan boyutlarda aşikardır. Bir model kat-

egorinin (Quillen, [8], bakınız) (M2) aksiyomu gereği F bir serbest pseu-

dosimplisel cebir olmak üzere bir F 'UkK zayıf denkliği mevcuttur. Böylece

önermede istenen F oluşturulmuş olur. ¤

4.3 Pseudosiplisel Cebirlerin n-Tipleri

Bu bölümde çaprazlanmış n - tip kategorisinden pseudosimplisel cebir kate-

gorisine giden bir funktor tanımlanacaktır.

4.3.1 Catn - Cebirler ve Çaprazlanmış n - Tipler

Ellis ve Steiner, [12], catn - gruplarının çaprazlanmış n - tiplere denkliğini

göstermiştir.

A bir değişmeli cebir ve 1 ≤ i ≤ n için

si, ti : A → A

endomorfizmlerini ele alalım. Eğer

tisi = si siti = ti

sisj = sjsi titj = tjti, sitj = tjsi, i 6= j

aa′ = 0 a ∈ Çeksi, a′ ∈ Çekti.

eşitlikleri sağlanıyorsa, 2n sayıdaki

si, ti : A → A

endomorfizmleri ile birlikte A değişmeli cebirine bir A catn cebiri denir. Catn

cebirlerin bir φ : A → A′ morfizmi ise si ve ti leri koruyan bir φ : A → A′

cebir homomorfizmidir.
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Porter, [38], bir cat1 cebirin bir çaprazlanmış modüle ve cebirler kate-

gorisindeki bir internal kategoriye denkliğini göstermiştir.

A ⊆< n >= {1, ..., n} için MA komütatif cebirlerini ele alalım. Eğer

i ∈< n > için

µi : MA → MA−{i}

homomorfizmleri ve A,B ⊆< n > için

h : MA ×MB → MA∪B

fonksiyonları için aşağıdaki eşitlikler sağlanıyorsa bu µi homomorfizmleri ve

h fonksiyonları ile birlikte MA değişmeli cebir ailesine, komütatif cebirlerin

bir çaprazlanmış n - tipi denir, her k ∈ k, a, a′ ∈ MA, b, b′ ∈ MB, c ∈ MC ,

i, j ∈< n > ve A ⊆ B için

1) µia = a i /∈ A

2) µiµja = µjµia

3) µih (a, b) = h(µia, µib)

4) h(a, b) = h(µia, b) = h(a, µib) i ∈ A ∩B

5) h(a, a′) = aa′

6) h(a, b) = h(b, a)

7) h(a + a′, b) = h(a, b) + h(a′, b)

8) h(a, b + b′) = h(a, b) + h(a, b′)

9) k · h(a, b) = h(k · a, b) = h(a, k · b)
10) h(h(a, b), c) = h(a, h(b, c)) = h(b, h(b, c)).

dir. A ⊆< n > için µi ve h ler ile birlikte

fA : MA → M ′
A

komütatif cebir homomorfizimlerinin ailesine çaprazlanmış n -tiplerin bir mor-

fizmi denir. Böyle çaprazlanmış n - tiplerin bir kategorisi elde edilir Crsn ile

gösterilir.
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Yardımcı teorem 4.3.1 M = {MA : A ⊆< n >, {µi}, h} cebirlerin bir

çaprazlanmış n - küpü olsun ve i ∈< n > olsun M1, i ∈ A olmak üzere M
nin A ya kısıtlamasını ve M0, i /∈ A olmak üzere M nin A ya kısıtlaması

olsun. Bu durumda M1 ve M0, cebirlerin çaprazlanmış (n− 1) küpleridir ve

µi : M1 →M0 ise cebirlerin (n− 1) küplerinin bir morfizmidir.

Seçilen n tane ideal ile birlikte bir cebire (n + 1) − ad ideali denir ve

(R; I1, ..., In) ile gösterilir.

R, idealleri I1, ..., In olan bir ceir olsun A ⊆< n > ve MA = ∩{Ii : i ∈ A}
olsun. Eğer i ∈< n > ise, MA, MA−{i} nin bir idealidir.

µi : MA → MA−{i}

içine dönüşümü (inclusion) tanımlansın. Eğer A,B ⊆< n > ise,

MA∪B = MA ∩MB

dir, h = MA×MB → MA∪B , MAMB ⊆ MA∩MB olarak tanımlanmış çarpım

ile verilsin, burada a ∈ MA ve b ∈ MB dir.

Bu durumda {MA : A ⊆< n >, µi, h} bir çaprazlanmış n - küptür,

buna, değişmeli cebirlerin (R; I1, ..., In) (n + 1) − ad ideali ile verilen içine

çaprazlanmış n - küp denir.

Aşağıdaki sonuç Arvasi ve Porter, [41], den elde edilmiştir.

Önerme 4.3.2 (K;I1, ..., In) cebirlerin bir (n+1)−ad pseudosimplisel ideali

olsun ve A ⊆< n > için, µi : MA → MA−{i} homomorfizimleri ve, her-

bir seviyeye önceki örneğin uygulaması ile oluşturulan pseudosimplisel içine

çaprazlanmış n - küp içinde karşı gelen dönüşümler vasıtasıyla indirgenmiş

h - dönüşümleri ile birlikte MA = π0 (∩i∈AIi) tanımlansın. Bu durumda

{MA : A ⊆< n >, µi, h} bir çaprazlanmış n - küptür.
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İzomorfizim farkıyla, bütün çaprazlanmış n - küpler bu yolla ortaya çıkar.

Gerçekte herhangi bir çaprazlanmış n - küp, aşikar olmayan bir π0 homo-

topi modülü içindeki bir (n + 1)− ad pseudosimplisel idealinden gelen bir π0

pseudosimplisel içine çaprazlanmış n - küpü olarak elde edilebilir.

[42] da Arvasi, Koçak ve Alp, bir E simplisel cebiri için,

π0 (DecE; Kerδ0, ..., Kerδn−1)

ile verilen bir

M (−,n) = SimpA lg→ Crsn

funktorunun var olduğunu ispatlamışlardır. Ayrıca

SimpA lg
M→ Simp (IncCrsn)

π0→ Crsn

olmak üzere

π0 (M (E, n)) = M (E, n)

eşitliğinide göstermişlerdir ve décalage funktoru bir E simplisel cebirinin her-

bir seviyesindeki son yüz oparatörünü unutur ve herşeyi bir düşük seviyeye

taşır. Bu décalage funktoru Dec ile gösterilir. Böylece (DecE)n = En+1 dir.

Arvasi ve Porter, [41] dekine benzer şekilde bir K pseudosimplisel cebiri

için aşağıdakileri söyleyebiliriz;

M (−,n) = PseudosimpA lg→ Crsn

funktoru vardır. Ayrıca

PseudosimpA lg
M→ Pseudosimp (IncCrsn)

π0→ Crsn

olmak üzere

π0 (M (K, n)) = M (K, n)

sağlanır ve décalage funktoru bir K pseudosimplisel cebirinin herbir seviyesin-

deki son yüz oparatörünü unutur ve herşeyi bir düşük seviyeye taşır. Böylece

(DecK)n = Kn+1 dir.
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4.3.2 Crsn Kategorisinden PseudosimpAlg Kategorisine

M = (∂ : C → R) bir çaprazlanmış modül olsun ve karşı gelen cat1- cebir ise

aşağıdaki şekilde verilsin; S = C oR yarıdirekt çarpımı oluşturulsun, bu

(c, r) (c′, r′) = (rc′ + r′c + c′c, rr′)

ile birlikte yarıdirekt çarpım cebiri bir k - cebirdir. d0 (c, r) = r ve d1 (c, r) =

r + ∂c ile tanımlanan iki adet

S

d0 //

d1

// R

homomorfizmi mevcuttur.(Porter, [37],)

Ayrıca s : R → S s(r) = (0, r) morfizmide mevcuttur. Bunu bir iç

(internal) kategori yapmak için ((c, r) , (c′, r′)) ikilisi üzerinde bir ◦ birleşke

işlemi tanımlanmaktadır. Bu ise

(c, r) ◦ (c′, r + ∂c) = (c + c′, r)

ile verilir. Bileşke sırası

r
(c,r)→ r + ∂c

(c′,r+∂c)→ r + ∂ (c + c′)

biçimindedir. Bu yapı dönüşümlerinin tamamı k - cebir morfizmidir, böylece

A lgk k - cebirlerin kategorisi içinde bir iç (internal) kategori oluşturur. Bu

kategorinin siniri(nerve) bilinen yolla oluşturulabilir.

Köşelerinin kolleksiyonu, kategorinin objelerinin bir cebiridir, bu cebir R

ile gösterilsin ve bunun n - simpliselleri okların n - lileridir. Bütün yüz ve

dejenere dönüşümlerin cebir homomorfizmi olduğu ve bu sinirin bir pseu-

dosimplisel cebir olduğu kolayca kontrol edilebilir. Bu pseudosimplisel cebiri

H (M) = (Hn, di, sj)
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ile gösterilsin. Verilen bir M = (C, R, ∂) çaprazlanmış modülü için bu pseu-

dosimplisel cebirin yapısı,

Hn = C o (C o (... (C oR) ...)) C nin n kopyası

d0 (cn, ..., c1, r) = (cn, ..., c2, r + ∂c1)

di (cn, ..., c1, r) = (cn, ..., ci+1, ci, ..., c1, r) 0 < i < n için

dn (cn, ..., c1, r) = (cn−1, ..., c1, r)

sj (cn−1, ..., c1, r) = (cn−1, ..., 0, ..., c1, r) 0 ≤ j ≤ n− 1

ile verilir, burada M nin birim elemanı (j + 1) inci durumda ortaya çıkar.

Eğer M bir çaprazlanmış n - küp ise, bir n- pseudosimplisel cebir elde

etmek için M ye karşılık gelen catn - cebirinin n - bağımsız kategori yapısı

kullanılabilir, bir pseudosimplisel cebir elde etmek için ise, bilinen işlem olan

diagonal funktoru kullanılır.

Crsn kategorisinden PseudosimpA lg kategorisine oluşan funktoru H(n)

ile gösterelim.

Bu sinir funktorunun davranışını incelemek için bazı basit örnekler in-

celeyelim. Her bir durumda M = (∂ : C → R) bir çaprazlanmış modül olsun.

(i) Eğer C = 0 ise, M sadece bir R cebiridir, bu durumda karşılık ge-

len iç(internal) kategori ayrıktır ve H (M) sabit K (R, 0) pseudosimplisel ce-

birdir. Yani bütün boyutlar R, ve tüm yüz ve dejenere dönüşümler R nin

birim dönüşümleridir.

(ii) Eğer R = 0 ise, M, C modülüdür ve H (M), C nin kopyalarının

bir n - li toplamı ile n boyutta verilir. Bir Moore kompleksin incelenmesi

H (M) nin bir K (C, 0) olduğunu gösterir ve π1 (H (M)) ∼= C ve i 6= 1 için

πi (H (M)) dir.

Diğer örneklere bakmadan önce şunu belirtelim, eğer

0 →M0 →M1 →M2 → 0
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çaprazlanmış n -küplerin bir tam dizisi ise,

0 → H(n) (M0) → H(n) (M1) → H(n) (M2) → 0

pseudosimplisel cebirlerin bir tam dizisidir.

(iii) Eğer ∂ : C → R bir idealin içine dönüşümü ise,

C

=

²²

= // C

∂

²²

// 0

²²
C // R // R\C

bir tam dizisi olduğu için, H (M), H (C, C, =) fibresi ile birlikte bir K (R/C, 0)

üzerine izdüşen olarak elde edilir. Son pseudosimplisel cebir,

s−1 (cn−1, ..., c1, c0) = (cn−1, ..., c1, c0, 0)

ile verilen bir ekstra dejenere ye sahiptir. Böylece H (M), K (R/C, 0) a doğal

homotopi denktir.(Yani, H (M) → K (R/C, 0) bir triviyal fibrasyondur.)

Bu örnekleri kullanarak, genelde H (M) nin homotopi tipi üzerine bilgi

kazandırabiliriz.

Çek∂

²²

// C

∂
²²

// Gör∂

²²
0 // R // R

kısa tam dizisini ele alalım, buradan,

H (M0) → H (M) → H (M2)

kısa tam dizisi elde edilir. BuradaM0 = (Çek∂ → 0),M2 = (Gör∂ → R) dir.

Hesaplamalar sonucunda H (M0) ∼= K (Çek∂, 0) ve H (M2) ' K (R/Gör∂, 0)

elde edilir. Hem homotopi denklikleri hemde izomorfizimler doğal dönüşüm-

lerdir.



94

Şimdi de

M =




L

λ′
²²

λ // M

µ

²²
N ν

// R




çaprazlanmış karesini ele alalım. Heriki yöndeki sinir funktorunu kullanmak

Hp,q
∼= (Lp oN)q o (Mp oR)

ile verilen (Hp,q) bisimplisel cebirini verir. Burada L o L o ... o L (p- kez )

için Lp yazılmıştır.

Bu bisimplisel cebir, diagonali olarak H(2) (M) ye sahiptir. Böylece,

H(2) (M) nin homotopi modüllerini incelemek için spektral dizi teknikleri

kullanılabilir. Fakat bu metodlar burada yeteri kadar iyi sonuç vermez, bu-

rada, bir boyutta gördüğümüz fibrasyon dizisi, tam dizi metodları daha kul-

lanışlıdır.

Şimdi,

M (−, n) : PseudosimpA lg → Crsn

ve

H : Crsn → PseudosimpA lg .

funktorları elde edilmiş olur.

Önerme 4.3.3 Eğer K bir pseudosimplisel cebir ise ve n ≥ 0 ise, büzülebilir

çekirdeği ile birlikte, bir

HM (K, n) → tn]K

epimorfizmi mevcuttur.

İspat: n = 0 için

HM (K, 0) ∼= π0 (K) ∼= t0]K

olup açıktır.
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n = 1 için ise,

M (K, 1) =

(
Çekd1

0

Çekd1
0Çekd1

1

d1
1→ K0

)

olup
(
t1]K

)
1
∼= NK1

d2NK2

o s0 (K0)

elde edilir. Böylece bu hal için HM (K, 1) den ti]K ya bir izomorfizim

vardır. Bu şekilde 0 ve 1 boyuttaki izomorfizimler yüksek boyutlara dejenere

dönüşümleri yardımıyla genişletilebilirler.

Daha sonraki kullanım için, M (K, 1), çaprazlanmış 0 - küplerin bir çap-

razlanmış modülü olarak ayrım(split up) yapılabilir, bunu

µ1 : M
(
t0]E, 0

) → M
(
t0]DecK, 0

)

ile gösterelim. Burada

µn : M (E, n− 1) → M (DecK, n− 1)

genel durumu gereklidir. Böylece tümevarım ilkesi ile çaprazlanmış modül

yapısı ile uyumlu olan ve büzülebilir bir çekirdeğe sahip olan bir

H(n−1)M (K, n− 1) → tn−1]K (4.1)

doğal epimorfizminin varlığı elde edilir.

H(n−1) in (4.1) durumuna uygulanması ile

H(n−1)M (E, n− 1)

²²

' // tn−1]E

²²
H(n−1)M (DecK, n− 1)'

// tn−1]DecK

diyagramı elde edilir. Burada yatay dönüşümler aşikar fibrasyonları, dikey

dönüşümler ise çaprazlanmış modülleri verir.
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Şimdi bu çaprazlanmış modül yapılarının sinirini ele alalım. Bu, bisim-

plisel cebirlerin bir dönüşümünü verir. Diagonalın sol tarafı K(n)M (K, n) yi

verir. Sağdaki bisimplisel cebirden ise aşağıdaki diyagram elde edilir. (düşük

boyutlarda)

²² ²² ²² ²² ²² ²² ²² ²² ²² ²² ²² ²²

//
//
//
//

E2 o E2 oK3

²² ²² ²²

//
//
//
E2 oK3

²² ²² ²²

//// K3

²² ²² ²²

//
//
//
//

E1 o E1 oK2

²² ²²

//
//
//
E1 oK2

²² ²²

//// K2

²² ²²

//
//
//
//

E1 o E1 oK1 //
//
//
E0 oK1 //// K1

Kn
∼= En−1 oKn−1

ayrışımı (decomposition) kullanılarak

//
//
//
//

E2 o E2 o E2 oK2 //
//
//
E1 o E1 oK1 //// E0 oK0

elde edilir. Ayrıca tüm di ve sj lerin açık tanımlarını vermek ve bu pseu-

dosimplisel cebirden tn]K ya ( tn−1]E o tn−1]DecK ya izomorfik) bir siplit

epimorfizmi bulmak kolaydır. Bu epimorfizmin çekirdeği tüm ei ∈ En ol-

mak üzere tüm (en, ..., e0, 0) lardan oluşan, n boyuttaki alt pseudosimplisel

cebirdir. Ekstra dejenere

s−1 (en, ..., e0, 0) = (s0en, ..., s0e0, 0, 0)
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bu çekirdek üzerine doğal bir büzülme olarak etki eder.

Mn : PseudosimpA lg → PseudosimpA lg (IncCrsn)

funktoru içinde benzer bir sonuç vardır. Arvasi ve Porter, [41], dekine benzer

şekilde tanımlı QMn
∼= Id olacak şekilde bir

Q : PseudosimpA lg (IncCrsn) → PseudosimpA lg

funktoru mevcuttur.

H(n) : Crsn → PseudosimpA lg

funktorunu kullanarak

sH(n) : Pseudosimp (IncCrsn) → BisimpA lg

elde edilir ve böylece bisimplisel cebirlerden pseudosimplisel cebirlere giden

diagonal funktordan elde edilen bir

D(n) = diagsH(n)

funktoru elde edilir. (Artin ve Mazur, [22],) ¤

Önerme 4.3.4 Bir

D(n) → Q

doğal epimorfizmi mevcuttur. Öyleki, M çaprazlanmış n - küpün herhangi

bir pseudosimplisel içine dönüşümü için

D(n)M→QM

bir büzülebilir çekirdeğe sahiptir. Özel olarak herhangi bir K pseudosimplisel

cebiri için D(n)Mn (K), K ya homotopi denktir.
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İspat: n = 0 için açıktır. n = 1 için dikkat edilecek önemli nokta,

şudur; Eğer C, R nin bir ideali ise ∂ : C → R içine dönüşümü ile birlikte,

H (C, R, ∂),

H (C,C, =) → H (C,R, ∂)
ϕ→ H (0 → R/C)

tam dizisini sağlar. Böylece ϕ, büzülebilir çekirdeğe sahip bir epimorfizimdir.

Bunun bir pseudosimplisel içine çaprazlanmış M modülüne uygulanması ile,

bisimplisel cebirlerin bir

H (M) → H (0 → Q (C))

epimorfizmi elde edilir.

H (0 → Q (C)) bir sabit pseudosimplisel cebir olduğundan,

D(n) (0 → Q (C)) ∼= Q (C)

dir. ϕ nin çekirdeği iki yönünden biri içinde büzülebilirdir ve böylece bir

büzülebilir pseudosimplisel cebir bulunur.

M bir pseudosimplisel içine çaprazlanmış n - küp ise, n - inci yön

µn : M1 →M0

modülünü ele alarak

M1

=

²²

= // M1

µn

²²

// 0

²²
M1 µn

// M0
// Co ker µn

biçiminde bir tam dizi oluşturulabilir. H(n) tam olduğu için D(n) de tamdır.

Böylece

D(n) (C) → D(n) (0 → Co ker µn)

doğal büzülebilir çekirdeğe sahip bir epimorfizimdir.
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Buna rağmen

D(n) (0 → Co ker µn) ∼= D(n−1) (Co ker µn)

dir ve Co ker µn pseudosimplisel içine çaprazlanmış (n− 1) küptür. Hiotez-

den, D(n−1) (Co ker µn) den Q (M) ye giden doğal dönüşüm doğal olarak

büzülebilir bir çekirdeğe sahip bir epimorfizimdir. Böylece D(n) (M) den

Q (M) ye bileşkede büzülebilir çekirdeğe sahiptir. ¤
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[19] K. Reidemeister, Über Identitaten von Relationen, Abh. Math. Sem.

Univ. hamburg 16, pp. (114-118), (1949).
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