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OZET

Inasaridze, [14], pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplarini kullanarak,
gruplar kategorisindeki degerleri ile birlikte abelyen olmayan iiretilmig funk-
torlar1 olusturmustur. Bu, asosyatif halkalar kategorisi icindeki cebirsel K-
teorisinin, GL kovaryant funktorunun sol iiretilmis funktorlar teorisi olarak
elde edilmesine olanak saglamaktadir. Cebirsel K - teori, modern cebir,
topoloji, cebirsel geometri, fonksiyonel analiz ve cebirsel say1 teorisi ile iligkisi
olan matematigin bircok temel alaninda 6nemli uygulamalar1 bulunmaktadir.
Giintimiizde Swan, [30], Volodin, [15], Karoubi ve Villamayor, [24], Gersten,
[35], ve Quillen, [7], tarafindan olugturulmug birgok cebirsel K - teori ile ilgili
bir ¢cok caligma vardir.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tanimh E ve GL
kovaryant funktorlarini kullanarak elde edilen K, funktorlarinin Swan, [30],
tarafindan tanimlanmig cebirsel K - teoriyi verdigini ispatlamigtir.

Bu caligmada, Inasaridze, [14], tarafindan tanimlanmig olan pseudosim-
plisel gruplari ile pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplari: gézoniinde bu-
lundurularak komiitatif cebirler i¢in pseudosimplisel cebir yapisi olugturuldu.
ve Inasaridze, [14], tarafindan pseudosimplisel gruplar igin yapilanlar pseu-
dosimplisel cebirler i¢in incelendi.

Tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim girig boliimii olup bu
boliimde tezin yapisi kisaca tanitilmigtir. Ikinci boliimde tezde kullanmlacak
temel kavramlar verilmistir. Projektif siif, tiretilmis funktor ve siral ticlii
(Cotriple) kavramlar: incelenmistir. Sonrasinda ise homotopi modiilii kavrami
ve caprazlanmig modiiller hatirlatildi.

Uciincii boliimde Inasaridze, [14], tarafindan tammlanmis olan pseudosim-

plisel gruplarin homotopi gruplarimi kullanarak pseudosimplisel cebir yapisi
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tanmimlandi ve Inasaridze, [14], de pseudosimplisel gruplar igin elde edilen
sonuclar pseudosimplisel cebirler i¢in incelendi.

Son béliimde ise Arvasi, [39], nin simplisel komiitatif cebirler i¢in géstermis
oldugu sonuclarin bazilar1 pseudosimplisel cebirler i¢inde kismen gegerli oldugu
gosterildi. Daha sonra caprazlanmig modiillerin kategorisi ile Moore kom-
pleksinin uzunlugu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkligi gos-
terildi. Ayrica Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - gaprazlanmig modiil
yapist tanimlandi ve pseudo 2 - c¢aprazlanmig modiil kategorisinin, Moore
kompleksinin uzunlugu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkligi
gosterildi. Ayrica bu boliimde pseudosimplisel cebirlerin n - tipleride ince-

lendi.
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SUMMARY

Using the homotopy groups of pseudosimplicial groups, Inasaridze, [14],
construct nonabelian derived functors with values in the category of groups.
This enables him to obtain algebraic K - theory in the category of associative
rings as the theory of left derived functors of the covariant functor GL. Alge-
braic K - theory is a modern and perspective branch of algebra having many
important applications in fundamental areas of mathematics connected with
algebra, topology, algebraic geometry, functional analysis and algebraic num-
ber theory. There are several algebraic K - theories in existence, constructed
Swan, [30], Karoubi and Villamayor, [24], Volodin, [15], Gersten, [35], and
Quillen, [7], that enlist homotopical methods into the study of algebraic ob-
jects.

Inasaridze, [14], proved that the functors K, give the algebraic K - the-
ory of Swan using two covariant functors GL and E from the category of
rings to the category of groups. In this thesis we define pseudosimplicial
algebra considering pseudosimplicial groups. Then we give some results of
pseudosimplicial algebras.

This thesis consists of four chapter. In the first chapter we introduce
structure of thesis. In the second chapter we give some basic information.
We recall projective class, derived functors, cotriples, homotopy modules and
crossed modules. In the next chapter we define pseudosimplicial algebra con-
sidering pseudosimplicial groups and homotopy groups of that.

In the last chapter we work on the higer order Peiffer elements of pseu-
dosimplicial algebras which are given by Z. Arvasi for simlicial algebras ver-
sion. Arvasi, [39], and we show that this results are partially correct for pseu-

dosimplicial algebras. Then we show that the category of crossed module is
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equivalent to the category of pseudosimplicial algebras with Moore compleks
of length 1. Also we define pseudo 2 - crossed module and we prove that the
category of pseudo 2 - crossed module is equivalent to the category of pseu-
dosimplicial algebras with Moore compleks of length 2. Then we examine n

- types of pseudosimplicial algebras.
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TESEKKUR

Doktora caligmami yoneten ve bu tezin hazirlanmasi sirasinda, ¢aligma
boyunca vakit ayirarak ilgi ve yardimlarini esirgemeyen degerli hocam sayin
I. Tlker AAKCA’ya sonsuz saygl ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ayni zamanda daima bana destek olan herzaman yanimda olduklarina
inandigim Zekeriya ARVASI, Mahmut KOCAK, Ibrahim GUNALTI basta
olmak tizere diger tiim hocalarima ve arkadaglarima sonsuz saygi ve tesek-
kiirlerimi sunarim.

Son olarakda sevgili esim, kizim ve ogluma bana daima destek olup var-

liklariyla bana gii¢ verdikleri i¢in sonsuz saygi ve minnetlerimi sunarim.

Eskisgehir, 2006
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Bolum 1
Giris

Inasaridze, [14], pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplarmi kullanarak,
gruplar kategorisindeki degerleri ile birlikte abelyen olmayan tiretilmisg funk-
torlar1 olusturmustur. Bu, asosyatif halkalar kategorisi icindeki cebirsel K-
teorisinin, GL kovaryant funktorunun sol iiretilmig funktorlar teorisi olarak
elde edilmesine olanak saglamaktadir. Cebirsel K - teori, cebirin modern ve
onemli bir brangidir ve cebir, topoloji, cebirsel geometri, fonksiyonel analiz ve
cebirsel say1 teorisi ile iligkisi olan matematigin bir¢ok temel alaninda onemli
uygulamalar1 bulunmaktadir. Giiniimiizde Swan, [30], Volodin, [15], Karoubi
ve Villamayor, [24], Gersten, [35], ve Quillen, [7], tarafindan olugturulmug
bir¢ok cebirsel K - teori mevcuttur.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tamimh E ve GL
kovaryant funktorlarini kullanarak elde edilen K, funktorlarinin Swan, [30],
tarafindan tanimlanmig cebirsel K - teoriyi verdigini ispatlamigtir.

Bu caligmada, Inasaridze, [14], tarafindan tanimlanmig olan pseudosim-
plisel gruplar1 ve pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplari gozéniinde bu-
lundurularak komiitatif cebirler i¢in pseudosimplisel cebir yapisi olugturuldu.

ve Inasaridze, [14], tarafindan pseudosimplisel gruplar igin yapilanlar pseu-



dosimplisel cebirler i¢in incelendi.

Caprazlanmig Modiiller ilk olarak Whitehead, [17], tarafindan 1949 de
tanmimlanmig, daha sonra Peiffer, [31], ve Reidemeister, [19], tarafindan in-
celenmigtir. Whitehead, K yol bagh topolojik uzay ve L yol bagh altuzay
olmak tizere, mo( K, L) ikinci relatif homotopi grubunun yapisini incelerken
caprazlanmig modiil kavramini tanimlamistir. Ayrica, ikinci relatif homotopi

grubundan temel gruba giden
8 . WQ(K, L) e 7T1(L)

siir doniigtimiiniin, 71 (L) nin o (K, L) iizerine standart etkisi ile birlikte bir
caprazlanmis modiil oldugunu gostermistir.

k komiitatif bir halka R, birimli bir k-cebir olsun.

0:C — R
bir R-cebir morfizmi ve
RxC —C CxR —R
ve
(rye) +——r-c (e,7) +——c-r

R nin C {lizerine etkisi ile birlikte, her ¢, € C' ve r € R i¢in

CM1) d(r-c) = rd(e)
dc-r) = dor
CM2) Jc-c = ¢
c-0d = ¢
sartlar1 saglaniyor ise R iizerinde C' cebirine bir gaprazlanmig (crossed) modiil
denir ve (C| R, 0) ile gosterilir.
Simplisel gruplar ise, ilk olarak Kan, [4], tarafindan ¢ahgilmigtir. Kan,

Moore, Milnor, ve Dold kisaca agagida verilen 6nemli sonuglari elde etmislerdir.



(i) simplisel objelerin, iyi yapilandirilmig bir homotopi teorisine sahip
oldugunu,

(ii) simplisel objelerin, baglantil uzaylarin tiim homotopi tiplerini mod-
elledigini,

(iii) abelyen simplisel gruplarin, zincir komplekslerininkine denk bir arag
oldugunu ve boylece bunlarin homolojik cebire uygulanabilir oldugunu, ve

(iv) diisgiik boyutlarda hesaplamalarin miimkiin oldugunu géstermiglerdir.

Brown ve Loday, [32], bir G simplisel grubunun G, ikinci boyutu de-
jenere elemanlar tarafindan tiretiliyorsa, yani diigik boyuttan gelen eleman-
lar tarafindan, bu durumda G nin (NG, ) Moore kompleksinin NG5 ikinci

teriminin 0 altindaki goriintiisiiniin
[Cek dy, Cek dy]

oldugunu gostermiglerdir, burada koseli parantez, komiitator altgrubu gos-
termektedir. NG in bu altgrubu, (sod;(z)ysod;(z)™)(zy~'z~!) formundaki
elemanlar tarafindan tiretilir ve bu tam olarak NG in Peiffer altgrubudur.

Brown ve Loday, [32], in gruplar i¢in verdigi bu sonucu Arvasi, [39],
komiitatif cebirler i¢in daha yiiksek boyutlara genellegtirmig, Mutlu, [1], ise
Z.Arvasi nin doktora tezindeki bu sonuclar1 gruplar icin genisletmistir. Bu
caligmada, Arvasi, [39], nin simplisel cebirler i¢in elde ettigi sonu¢larin bazi-
larinin kismen Pseudosimplisel cebirler i¢inde saglanildigi gosterildi.

Daha sonra caprazlanmis modiillerin kategorisi ile Moore kompleksinin
uzunlugu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkligi gosterildi. Ay-
rica Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - ¢aprazlanmig modiil yapisi tan-
imlandi ve pseudo 2 - ¢aprazlanmig modiil kategorisinin, Moore kompleksinin
uzunlugu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkligi gosterildi.

Ayrica Porter, [38], Loday, [18], in (n 4+ 1) tiplerin Cat™ - gruplar yada

caprazlanmig n - kiiplerin bir boliim kategorisine denkligini ispatlayan cebirsel



bir ispatin yapmigtir. Bu ispat yardimiyla Arvasi, Kogak, Alp, [42], simplisel
komiitatif cebirler i¢in benzer sonuglar elde etmislerdir. Bu ¢aligmada, [42],
daki bu sonuglar pseudosimplisel cebirler i¢in incelendi.

Calismanin ilk boltimiinde, tizerinde ¢alisilacak temel yap1 olan pseudosim-
plisel cebirler tanitilarak genel ozellikleri verildi. Daha sonra pseudosimplisel
cebir yapisiyla simplisel cebir yapisi arasindaki fark belirlenerek pseudosim-
plisel cebirler ve homotopi modiilleri iizerinde baz1 genel sonuclar ifade edildi.
Sonrasinda projektif simif, tiretilmis funktor ve sirali ti¢lii kavramlar: incelendi.
Bu boliimde ayrica pseudosimplisel ¢oziilmenin adim adim olugturulmas: da
calisilmigtir.

Bir sonraki boliimde, Inasaridze, [14], tarafindan tanimlanmig olan pseu-
dosimplisel gruplari ile pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplar: gozoniin-
de bulundurularak komiitatif cebirler i¢in pseudosimplisel cebir yapist olus-
turuldu. ve Inasaridze, [14], nin elde ettigi sonuglar pseudosimplisel cebirler
i¢in incelendi.

Son boltimde ise, Arvasi nin simplisel komiitatif cebirler igin gostermis
olduklar1 sonuclari, prseudosimplisel cebirler i¢in kismen gecerli oldugu goster-
ildi. Daha sonra ¢aprazlanmig modiillerin kategorisi ile Moore kompleksinin
uzunlugu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkligi gosterildi. Ay-
rica Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - ¢aprazlanmig modiil yapisi tan-
imlandi ve pseudo 2 - ¢aprazlanmig modiil kategorisinin, Moore kompleksinin
uzunlugu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkligi gosterildi.

Ayrica Porter, [38], Loday, [18], in (n + 1) tiplerin Cat™ - gruplar yada
caprazlanmig n - kiiplerin bir boliim kategorisine denkligini ispatlayan ce-
birsel bir ispatin1 yapmigtir. Bu ispat yardimiyla, [42], de simplisel cebirler
icin benzer sonuglar elde edilmistir. Bu béliimde, [42], deki bu sonuglar pseu-

dosimplisel cebirler i¢in incelendi.



Bolum 2

Pseudosimplisel Cebirler

Bu béliimde ilk olarak Inasaridze, [14], tarafindan tamimlanmig olan pseu-
dosimplisel gruplarin temel 6zelliklerinden faydalanarak ve simplisel yapiy1
hatirlayarak komiitatif cebirler i¢in pseudosimplisel cebir kavrami, bir pseu-
dosimplisel cebirin temel ozellikleri ve bir pseudosimplisel cebirin Moore kom-
pleksi kavrami verildi. Daha sonra da pseudosimplisel cebirler i¢in simplisel
¢oziilemenin adim adim olusturulmasi metodunda, bir pseudosimplisel cebirin
homotopi modiilii onemli bir rol oynadigindan, pseudosimplisel cebirin homo-
topi modiilii kavramida verildi. Son olarakta Porter, [28], komiitatif cebirler
i¢in tanimlamig oldugu ¢aprazlanmig modiil kavrami tanitildi ve komiitatif ce-
birler tizerinde ¢aprazlanmig modiillerin gesitli 6rnekler incelendi. Bu konular

hakkinda daha detayh bilgi i¢in Arvasi, [39], ve Andre, [20], ye bakimniz.



2.1 Pseudosimplisel Cebirler

k komiitatif halka ve n €N olmak iizere K, ler k-cebir ve 0 <1 < n igin

o' K, — K,, ve s : K, — K,

k-cebir homomorfizmlerini gézoniine alalim. Eger bu homomorfizmler icin

op o7 =0} 107, 1<
8?“8? = s?__llﬁf, 1<
sy =0 lsh =0

tlsn = slop ), i>j+1

aksiyomlar1 saglaniyorsa, K, k-cebirleri ile birlikte 0 ve s} homomorfizm-

lerinin olusturdugu
K. = (K,, 0", s}, ozdeslikler)

sistemine bir pseudosimplisel cebir denir. Kisaca

On+1 On
— > - >
do o 81,00
— >
K* = Kn—l—l s Kn snK"l—l K1 -_— KO
<~ — 50
S0 S50

bi¢iminde gosterilir. Burada 0 < i < n i¢in

o' K, — K,
homomorfizmlerine sinir homomorfizmi ve

s Ky — K

homomorfizmlerine de pseudodejenere homomorfizmleri denir.



Eger yukaridaki aksiyomlara ¢ < j ic¢in

7.H_157.L — Sn—i—lsn

Si S i+15;

sart1 da ilave edilirse, simplisel cebir yapisi elde edilir. Herhangi bir K, sim-

plisel cebiri i¢in n > 0 olmak fizere,
L,(K.)=K,NCekdy N---NCekd_, n >0
ve d,, = 9 alahm. Bu durumda n > 0 i¢in Gord,,, K,,_;in bir ideali ve
Gord,+1 C Cekd,

dir. Bu ise

Ly, (K*> = {Ln (K*> >dn}

Moore zincir kompleksini verir. (n < 0 i¢in L,, (K.) = {0} alinmaktadir.)
L (K,) m pseudodejenere homomorfizmlerinden bagimsiz oldugu ve simir ho-

momorfizmlerine bagl oldugu agiktir.

Tanim 2.1.1 n > 0 i¢in L (K,) zincir kompleksinin n boyutlu homolojisine,
K. pseudosimplisel cebirinin n boyutlu homotopi modiilii denir ve 7, (K,)

ile gosterilir.

Bir pseudosimplisel cebiri i¢in, (n > 0) olmak tizere
L, (K,) = K, NCekd! N---N Cekd"
ve d,, Oy m L, (K,) kisitlanmasi olmak iizere,

L, (K.) = {L, (K.),d,}

seklinde tanimlanan ikinci zincir kompleksini olugturabiliriz.



2.2 Projektif Stmif

Burada homolojik cebir yapisini olusturmak icin gerekli olan projektif sinif
kavrami aciklanacaktir. Sezgisel olarak projektif sinif, bir takim elemanlarin
bir se¢imidir. Bir X kiimesinin elemanlari, tek elemanlh bir kiimeden X
‘e giden donitigiimlerle birebir ve orten bir sekilde eglenir ve bir A abelyan
grubunun elemanlarida Z den A ya giden doniisiimlerle birebir 6rten olarak
eslenir. Bdoylece herhangi bir kategorideki P — A doniistimiine A nmin bir P
eleman1 denir. Eger burada P vurgulanmak istenmezse boyle bir doniigiime
A nin bir genellestirilmig elemani denir. Herhangi bir kategoride bir A — B
doniigimi genellestirilmis elemanlar tizerinde yaptigi etki ile belirlidir. Eger
‘P bir objeler ailesi ise, P icindeki herhangi bir P objesi i¢in P—eleman1 P
eleman anlamindadir.

A bir abelyen kategori ve f : B — C' bir doniigim olsun, eger f den elde
edilen

A(P; B) — A(P;C)

dontigiimi abelyen gruplarin bir orten doniigiimii ise f doniigtimiine P -epik

denir. Eger P icindeki biitiin P ler i¢in P -epik ise, f ye P - epik denir.

Tanim 2.2.1 A {izerindeki bir projektif simif agagidaki ozellikleri saglayacak
sekildeki, A min objelerinin bir P kolleksiyonu ve A daki dontisiimlerin

bir ¢ kolleksiyonudur.

i) ¢ sadece biitiin P -epik doniigtimlerinin bir kolleksiyonudur.

i) P, ¢ daki herbir dontigim P -epik olacak sekildeki biitiin P
objelerinin kiimesidir.

iii) Herbir B objesi i¢in P nin P elemani ile birlikte € iginde bir

P — B doniigtimii vardir.



P kolleksiyonu bir (P, €) projektif sinifinin bir pargasi oldugundan, pro-
jektif simif tektir. Boylece soyleyebiliriz ki ya P bir projektif sinif belirtir
yada P nin kendisi bir projektif siniftir. P nin bir objesi P - projektif olarak

adlandirilir. Yada konu aciksa relatif projektifde denilebilir.
AL B4
dizisini ele alahm. Eger gof : A — C sifir doniigiimii ve
A(P,A) — A(P,B) — A(P,C)

abelyen gruplariin bir tam dizisi ise A — B — C dizisine P-tamdir denir.
Buna gore bir A — B — (' dizisi, P- elemanlarinin bir tam dizisini indirger.

Bir P - tam dizisi, P nin biitiin P leri i¢in, P tam anlamindadir.

Ornek 2.2.2 Assosyatif bir R halkasi icin A, sol R modiilleri kategorisi,
P serbest R modiillerinin tiim toplamlarinin bir kolleksiyonu ve ¢ da R-
modiillerinin orten dontisiimlerinin bir kolleksiyonu olsun. Bu durumda e,
P - epimorfizimlerinin bir kolleksiyonudur ve P bir projektif siniftir. P tam

dizileri bilinen tam dizilerdir.

2.3 I"Jretilmi§ Funktorlar

Eger A yeteri kadar projektiflere sahip bir abelyen kategori ise, temel olarak
asagidaki gibi projektif ¢oziilmeler olusturulabilir. Eger A € A ise, X D, A,
projektif X ile, bir epimorfizm olsun. K; — X, doniigimii dy m ¢ekirdegi

ve X; =% K, doniisiimii projektif X; ile bir epimorfizm olsun. 9; ise
Xl i) Kl e XO

bilegsimi olsun ve bu sekilde devam edilsin.
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Tanim 2.3.1 A bir kategori olsun ve n > 0 i¢in

fO

X Y

f’ﬂ
n + 1 tane A morfizimlerinin bir dizisi olsun. (f°,..., f*) nin bir simplisel

gekirdegi 0<i < j <n-+1 i¢in
fikj — f jf1ki

sartin1 saglayan A morfizimlerinin n + 2 li dizisi

k()
K : X
kn+1
dir. Yani eger
hO
—_—
Z : X
hn+1

fihf =70 0<i<j<n+1
sartini saglayan herhangi bir dizi ise
Kh=nh;, 0<i<n+1

olacak sekilde birtek h : Z — K doniigtimii vardir.

Bu durumda eger simplisel ¢ekirdekler varsa izomorfizim altinda tektir.

Yardimci teorem 2.3.2 Eger A sonlu limitlere sahipse herhangi bir n > 0

igin (f9,..., f") simplisel gekirdekleri vardir.

ispat: Timavarimla yardimer teorem 2.3.2 nin ispatimi n = 1 igin

yapalim.
fO
X_ Y

fl
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A morfizimlerinin ise ikilisi ( f°, f1) in simplisel ¢ekirdegi asagidaki diyagramin

limitidir.

Xo X,
N
N

P, A nin objelerinin bir smnifi olsun, bir f : A — A’, A morfizmini alalim,

eger her X € P i¢in
A(me) A(X7A> - A(XvA/)

orten ise, f: A — A’, A morfizmine P-epimorfiktir denir.

Herbir A € A i¢in, X € P olmak iizere bir e : X — A, P-epimorfizmi
varsa, bu durumda P ye bir projektif sinif denir. Daha detayh bilgi icin
Eilenberg ve Moore, [33], bakilabilir.

A nin, A {izerinde arttirilmig (dejenereler olmaksizin) bir simplisel objesi,
0=i<j=nign

00} = 930,

olacak sekilde A i¢inde

0 o0
o L) 8? o9
. 0
X, X1 : - X4 Xy A

bir diyagramdir. 9°, ylizey operatorii olarak isimlendirilir.
0 0
Eger f: A— A',ve X P Ave x' L A’, A ve A" lizerinde arttirilmis

simplisel objeler ise, f iizerinde bir f morfizimi
x—1-x
8 Jot
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sekilde de goriildiigii gibi, n > 0 igin,
O [ = fa10, 0=i<n igin (f-1 = f alalim)

saglayan f, : X,, — X!, A - morfizimlerinden olusur. Eger P, A da bir
projektif sinif ve A tizerinde arttirilmig bir simplisel obje X ANy ise, bu
durumda herbir X,, € P olmasi igin gerek ve yeter sart X L A nmn P -
projektif olmasidir. Farzedelimki A sonlu bir limite sahip olsun, bu durumda

yardimc1 teorem 2.3.2 vasitasiyla

80 80 oY
o 40
te n+1 . Xn 1"'X1 X0*>A (21)
an o,
k
Ent1 / K, k!
elde ederiz, burada n = 1 icin
kO
Kn Xn—l
kn
o0
Xn—l : Xn—2
6n71

in bir simpleks ¢ekirdegidir. (X_; = A alalim)

x 2 Anm P -tam olmasi igin gerek ve yeter sart ) m ve n = 1 1¢in e,
nin P-epimorfik olmasidir. X 2, A m A nin bir P-projektif ¢oziimlemesi
olmasi icin gerek ve yeter sart ise, bunun P-projektif ve P-tam olmasidir.
Agiktir ki eger P, A icinde bir projektif simif ve A sonlu bir limite sahip
ise, bu durumda herbir A € A yeniden ¢ozlimlenebilir. Dahasi bdyle bir

¢oziimleme, simplisel homotopi esitligine gore tekdir. [
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Teorem 2.3.3 X - A bir P-projektif ve X’ LAY P -tam olsun. Bu

durumda herhangi bir f: A — A’ morfizmi, f tizerinde

x - x
N
!/
A 7 A
morfizmine genisletilebilir, dahasi bu sekildeki herhangi iki genigleme simplisel
olarak homotopiktdir. Yani eger f,5: X — X', f nin iki genislemesi ise,

bu durumda 0< ¢ < n i¢in

h;:Xn—>X;L+1

A morfizmleri

82+1h701 = fn?
aﬁiihﬁ = GOn
i <
RO > +1
ve
8j+1hj+1 — 8j+1hj.

olacak sekilde mevcuttur.

Ispat: f nin varhg (2.1) de verilen X’ LNy bilegke igleminden agiktur.
Varsayalimki g de bagka bir genisleme olsun. Bu durumda n = 0 i¢in agagidaki

diyagrami goz ontine alalim,
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burada (2.1) deki gibi X’ 2, A" i bir birlegkesidir. Bu durumda
aof 0= 8090
oldugundan dolay1, ¢° : Xq — K vardir 6yleki
Kq” = fo ve k'q’ = go

dir. Bu takdirde Xy, P -projektif ve e; ise P -epimorfik oldugundan,
hy : Xo — Y7 vardir, 6yleki

erhy = q" - hY

dir, boylece bir simplisel homotopi olusturmak igin gerekli olan ozellik elde
edilmig olur. Bunu tiimevarimla gostermek icin agagidaki diyagrami inceleye-

lim:

Ik olarak ¢°,...,q" : X,, — K, 11 yapisim

k,oqo — fm
knJrlqn = Gn,
K191 i< j

kK¢ =
RO > +1
ve

Ji il = it
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olacak gekilde olusturalim.

n—1
o) = fn—l
n—1 _ a9j+137+l _ 9j+117 ;
ajJrl - ag’b h’n—l - 87% h’n—l 0 g J é n— 27
-1 __
OCZ = gn-1

ler yardimiyla 0 < j < n igin

n—1 ., /
Oéj : anl — anl

morfizimlerini tanimlayalim. Simdi 0 < i <n, 0< j < n— 1 igin

Z, a9l 0Zi<j+1
¢j+1 = -
ay 0, iz j+ 1

yazalim ve [ < 7 igin,

[,/ i—1,/1
d @D;‘H =0 wj-i-la

dogrulugunu gosterelim, yani,
Vi : Xy — K, 0=j=n-1
var oldugunu ve boylece
k%jﬂ = wzﬂ 0Si=n

oldugunu gosterelim. Burada X,,, P -projektif ve e, ise P -epimorfik olduguna
gore
of Xy — X, 0Zj=n-1
vardir. Oyleki
entliy =V
dir. Yeniden

Oég - fna
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Oéz-‘,—l = gna
yazarak 0 <i<n,0<j<n—1icn ¢} : X, — X}, morfizimlerini
(L

I i =],
¥; =
Oé?#»l Z:j+17

(P07 n+1Zi> g+

vasitasiyla tamimlayalim. Yine
. R
I <iigin Oy =0, ¢,
oldugunu ve boylece
qj:Xn—>Kn+1 Oéjgn

var ve dolayisiyla
kiqj:go;- 0Sisn+1
oldugunu kontrol edelim. ! tammliyabilmek i¢in ¢/ gereklidir. Ciinkii X,

P - projektifdir ve e, 1 de P -epimorfiktir. Boylece
B, : X, — X\, 0Sj<n

elde ederiz, dyleki e, 1h? = ¢’ dir. Boylece tiime varimla ispatlanmig olur.

teorem 2.3.3 dekine benzer yontemler kullanarak bir X 2, A, P - pro-
jektif ¢oziimlemesinin pseudodejenere oparatorlere sahip oldugunu kabul ede-
biliriz, yani,

st X — Xyt 0<j<n

vardir ve oyleki
.

190 < g,

S
I

1 =7, Jj+1

SO > 41,
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dir.

i <j icin s's! = s/t
ozdesligi genel olarak dogru degildir, fakat A nin abelyen olmasi durumunda
dogrulugu gosterilebilir. teorem 2.3.3 elde edilince iiretilmis funktorlarin nasil
tammlanabilecegi aciklanms olur. Ilk olarak agagidaki notasyonu tammlaya-
lim: Y bir toplamsal kategoride bir simplisel obje ise, bu durumda kY, n = 0

boyutta bilesenleri Y,, olan zincir kompleksini gostersin ve bunun

O, : Y, — Y, _1 smur operatoriide

i=0
olsun. A sonlu limitlere ve bir P - projektif sinifina sahip bir kategori olsun.
Eger B abelyen ve £ : A — B bir keyfi (Kovaryant) funktor ise n 2 0 olmak

tizere her A € A igin bir X D, A projektif ¢oziimlemesini ve
L.E (A) = H, (kEX)

alarak

L,F:A— B

funktorlar1 tanimlanir.
Bu tanim ¢oziimlemelerin se¢iminden ve teorem 2.3.3 de ifade edilen A

funktorlarindan bagimsizdir. [J

2.4 Sirali Uglii(Cotriples)
Bir A kategorisindeki G = (G, ¢, 9) siral tigliisii

G—>q2 ¢—2-2

Nl e

G @
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olacak gekilde G : A — A bir endofunktoruile e : G — 14 ve § : G — G?

dogal doniigtimlerinden olusmaktadir. Bir sirali tigli A € A i¢in

(GA), = G™A (n+1)
g = GieG" G —G" 0<i<n,

s = GISGMI . GMY G 0<j<n

n

ve

88:€2G—>1A

bi¢iminde tamimlanan bir GA A, A funktorsal artirilmig simplisel objesini
verir.

Eger ' : A — B, abelyen B kategorisine bir funktor ise bu durumda
tiretilmis funktorlar,

Hy,(,E)g:A— B

ve A € A i¢in
H, (A,E), : H, (kEGA)

olarak tanmmmlanabilir. (Barr ve Beck, [2],)

Eger G, A de bir sirali ii¢lii ise, e X0 = 1x olacak sekilde bir
f: X — GX

A morfizminin varolmasi igin gerek ve yeter sart X € Pg alinarak G projek-

tiflerinin Pg simifinin tanimlanmasidir. Herhangi bir A € A icin
eA:GA— A

bir Pg-epimorfik ve GA € Pg oldugu icin Pg, A de bir projektif siniftir.
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2.5 Pseudosimplisel Coziilme

Andre, komiitatif cebirlerin homolojisi tizerine yaptigi Andre, [21], ¢aligma-
sinda, bir cebirin ¢6ziilmesinin adim adim olugturmasini vermistir. Coziilme,
su sekilde ingaa edilir; herbir adimda bir onceki adimin homotopi gruplarini
yoketmek icin yeni simpleksler eklemek suretiyle bir sonraki adim olugturulur.
Arvasi ve Porter, [40], ise, bir cebirin ¢aprazlanmig ¢oziilmesinin olugturmasini
tanitarak ayrintili bir bigimde incelemislerdir. Bu kesim pseudosimplisel ¢o-
zilmenin nasil olugturulacaginin kisa bir ozetidir. Daha detayli bilgi i¢in

Andre, [21], Keune, [10], Quillen, [5], ve Morgenegg, [25], bakilabilir.

2.5.1 Tanim ve Gosterimler

Ilk olarak pseudosimplisel ¢oziilmenin olusturulmasmda kullanilacak olan ter-
minolojiyi ve gosterimleri hatirlayalim.

[n] ={0 <1< ...<n} bir sirali kilme olsun. 0 <i <n # 0 i¢in

o i [n—1] — [n]

)

dontigiimii,
" T , T <1 ise
o (x) =

r+1 , z>1ise

seklinde tanimli olan birebir monoton dontiigiimdiir. Bu doniigtimlerin tamami

do
do
50 51
— 5 —_—
o, 02, B
02
03
—

bi¢iminde gosterilebilir. Tersine 0 < ¢ < n igin artan orten bir monoton

o i n+ 1] — [n]



20

dontigtimii ise,

T , T <71ise
oj(z) =
r—1 , x>1ise
seklinde tanimlanir. Bunlar ise
0
g0
g0 N o1
o] — [}  [2] & B3]
A
22

bigiminde gosterilebilir.
{m,n} ile de, [m] — [n], [m] den [n] ye giden artan 6rten doniigiimlerin
kiimesi gosterilir.

2.5.2 Homotopi Modiiliinde Yokolan Elemanlar

Bu kesimde, Andre, [21], nin adim adim olugturmasinin komtitatif cebirlere
uyarlamasini verecegiz.

K bir pseudosimplisel cebir ve k£ > 1 sabit bir tamsay1 olsun.
xy € mp_1(K)

olmak tizere,

Q= {CL‘ ALAE A}
elemanlariin bir 2 kiimesi verilsin, bu durumda

Iy = UV) -+ Gk(NKk)

olacak gekilde v, € N Kj,_; elemanlarimin bir kiimesini segebiliriz. (Eger k = 1

ise NKy = K, olur ve vy, € NKj elemanlarinin kiimesi bostur.)

j:K— L
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monomorfizm ile birlikte bir L = K(£2) pseudosimplisel cebiri tanimlamak

istiyoruz oyleki

Te-1(3) : 1 (K) — w1 (L)

doniigiimii z, elemanlarimi yok edecek. Bunu, j(vy) € 0N Lj yapmak maksadi
ile N K} y1 genisletmek icin, N K} ya yeni tiretecler ekleyerek yapariz. Daha
acik olarak,

1) A € Avet € {nk} i¢in, L, = K,[yx:] olmak tlizere L,, bir serbest
komiitatif cebiri K, dir.

2) 0 <i<mnigin, s} : L, — L, komiitatif cebir homomorfizmleri
St (Ynt) = Yau , u=to} , t:[n] — [k]

bagintilar1 gegerli olmak iizere s} : K, — K, ;1 homomorfizmlerinden elde
edilir.

3)0<i<n=#0i¢ind: L, — L, 1 cebir homomorfizmleri,

Ynu , u =19, orten ise
di' (Yae) = t/(V,\) , U= 5’,§t/ ise
0 , u=0rt ise (j # k)

bagmtilarim saglayan, d} : K,, — K,,_; dontisiimlerinden elde edilen homo-
morfizmlerdir. Burada, t : [n — 1] — [k — 1] dir. But : Kz, — K,_;
birtek komiitatif cebir homomorfizmine kargilik gelir.(Andre, [21],)

Not: Simplisel ¢oziilmenin adim adim olusturulmasinda asagidaki ozel-
likler mevcuttur.

(i) n < k i¢in, L,, = K, dir,

(ii) L, dejenere olmayan tirete¢ elemanlarimin bir kiimesi iizerinde bir
serbest komiitatif cebiri Kj—cebiridir, yiiz doniigiimlerinin tamami ise (k.inc1

haric) birimdir.
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(iii) Ly, n > k icin dejenere elemanlarinin bir serbest komiitatif K, —ceb-

iridir.
Onerme 2.5.1 L = K(Q) olmak iizere
K—L
pseudosimplisel cebirlerin i¢ine doniigtimiinden
mn(K) — m(K)

seklinde bir homomorfizm elde edilir. n < k — 1 i¢in

I

mn(K) = m, (L)

dir ve n = k — 1 i¢in bu homomorfizm, ¢ekirdegi
?)\ =v)+ 8kNKk

bi¢imindeki elemanlar tarafindan iiretilen, bir epimorfizmdir.

Asgagida verecegimiz sonuglari, Andre, [21], den komiitatif cebirlere uyar-

lavdik.

Teorem 2.5.2 D bir komiitatif cebir ise, D nin bir K serbest pseudosimplisel

¢ozllmesi mevcuttur.

ispat: Yukarida verilen olusturmanin tekrari bir komiitatif cebirinin
pseudosimplisel ¢oziilmesini verecektir.

D bir komiitatif cebir olsun. Olugumun sifirincet adimini tanimlayalim.
Bu adim, bir K serbest pseudosimplisel cebiri ile 6rten bir g : K — D ho-
momorfizminin segiliginden olugur. Bu durumda, K/cekg ileD arasinda bir
cebir izomorfizmi (kendisi ve tersi siirekli olan cebir homomorfizmi) mevcut-

tur. Sonra, sabit K© pseudosimplisel cebirini olugturalim. Buna gore biitiin
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n ler i¢in K,, = K ve her 7, j i¢in

d' =id = s"

i J

dir. Boylece
K® = F(K,0) ve mo(KY) =K

dir. Simdi I =c¢ek(K NN D) idealinin iireteclerinin bir QY kiimesini secelim
ve KP = KI[Q% ile n > 1 icin, KV yukarida tamimlandigi gibi dejenere
elemanlarin tizerinde bir serbest komtitatif K, _cebiri olacak sekildeki pseu-
dosimplisel cebiri belirleyelim. Bu pseudosimplisel cebir K1) ile gosterilir ve
buna D komiitatif cebirinin bir pseudosimplisel ¢oziilmesinin 1—iskeleti denir.

Daha sonraki adimlar

Q0 0.0k

PRI

kiimelerinin secilisine dayanir. K® | k.adim sonunda olusturulan, ¢oziilmenin
k—iskeleti olan pseudosimplisel cebir olsun. QF kiimesi, 0 < i < k icin,
d¥(a) = 1 olacak sekildeki K ,gk) nin a elemanlaridan olusur ve a nin 7, (K®)
icindeki @ gorintisi K ,gk) tizerindeki modiili tretir.

Sonucta pseudosimplisel cebirlerin
KO cKWYc ... cKFVCK® .

bi¢imindeki kapsamasi elde edilir. Buradan inductive (colimit) limite gegerek,
n < kise, D, = K olmak iizere devirli bir K serbest pseudosimplisel cebiri
elde edilir. Boylece K, D komiitatif cebirinin pseudosimplisel ¢oziilmesidir.

Buna gore ispat tamamlanmig olur. [J
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2.6 Cebirler Uzerinde Caprazlanmig Modiiller

Whitehead, [17], in gruplar tizerinde tammladig gaprazlanmig modiil kavrama,
diger cebirsel yapilarda da énemlidir. Ozel olarak asosyatif ve komiitatif cebir-
ler igin Lichtenbaum-Schlessinger, [34], ve Gerstenhaber, [23], in ¢alismalar
vardir. Bununla birlikte Porter, [28], komiitatif cebirler i¢in literatiire uy-
gun bir bicimde caprazlanmig modil kavramini tanimlamigtir. Bu boliimde,
oncelikle cebirler tizerinde caprazlanmig modiillerin tanimi verilerek cesitli
ornekler incelenmistir. Burada cebirlerin komiitatif olmasi gerekmedigini
de belirtelim. Daha sonra bu tanim yardimiyla bazi temel ozellikler ince-
lenmigtir. Ayrica, caprazlanmig modiiller iizerine yapilan ¢aligmalarda énemli
rolii olan, alt ¢aprazlanmig modiiller, ¢caprazlanmig idealler ve caprazlanmig
bolim modiilii kavramlar: ayrintili olarak analiz edilmistir. Bu konu ile

ayrintili bilgi i¢in Ellis, [11], ,[12], bakilabilir.

2.6.1 Caprazlanmis Modiil Kavrami

(Qaprazlanmig modiiller, modiiller ve ideallerin genellestirilmesidir. Ayrica
herhangi bir halka (cebir) bir ¢aprazlanmig modiildir. Boylece ¢aprazlanmig
modiiller, halka (cebir) kavraminin genellegtirilmesi olarak goriilebilir. Simdi,
k daha once soz ettigimiz, sifirdan farkli birimi olan komiitatif halka olmak
izere k-cebirler tizerinde ¢aprazlanmig modil kavraminin tanimini verelim.

Daha sonra ise cesitli cebirsel yapilar iizerindeki ornekleri inceleyelim.
Tanim 2.6.1 R, birimli bir k-cebir olsun.

0:C — R
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bir R-cebir morfizmi ve

Rx(C —C CxR —R

ve
(r,e) +——r1-c (¢,r) +—c-r

R nin C fdizerine etkisi ile birlikte, her ¢,d € C ve r € R i¢in

CM1) d(r-c) = rd(c)
dc-r) = J(o)r
CM2) Jc-c = ¢
c-0d = ¢
sartlari saglaniyor ise R iizerinde C' cebirine bir ¢aprazlanmig (crossed) modiil
denir ve (C| R, 0) ile gosterilir.
Simdi, ¢aprazlanmig modiil kavramini ifade ettikten sonra, iki caprazlan-

mis modiil arasindaki morfizm kavramini tanimlayalim.
Tanim 2.6.2 (C, R,0) ve (C', R',0') iki ¢aprazlanmas modiil olsun.

O(r-c) = (r)-0(c)
O(c-r) = 0(c)-9(r)

ve

C '
0 o'
R——5—FR

diyagrami komiitatif, yani

d'0(c) = ()
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olacak sekilde 0 : C — C’, ¢ : R — R’ k-cebir morfizmleri varsa
0,¢): (C,R,0) — (C", R, )

morfizmine ¢aprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir.

O halde, R = R’ ve ¢ birim doéniigiim ise, 6 bir R-cebir morfizmi oldugundan
O(r-c) =r6(c)

dir ve

Cl

8/

R

diyagrami komiitatif oldugundan, yani
d'6(c) = d(c)
saglandigindan, 6 bir ¢caprazlanmig R-modil morfizmidir.

Ornek 2.6.3 R bir k-cebiri ve I , R nin ideali olsun.

ic: I —R
11
icine (inclusion) doniigiimiinii ele alalim. R nin [ {izerine etkisi

RxI —1

(r,i) ——r-i=r1i

seklinde ¢arpim islemi olarak verilsin. Bu durumda c¢aprazlanmis modiil ak-

siyomlar1
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CM1) A(r-i) = 0(ri) = ri =ro(i)
CM2) di -1 =i-i =it
seklinde kolayca saglanir. Dolayisiyla, (1, R, i¢) bir ¢aprazlanmig modiil yapist
olusturur.
Tersine, herhangi bir 0 : ¢ — R c¢aprazlanmig R-modil verildiginde,

0C = I nin R de ideal oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 2.6.4 M, herhangi bir R-bimodiil olsun.
MxM —M
(m1,mg) +—— mymg =0
carpimi tamimlanirsa, M bir R-cebir yapisi olusturur. Bu durumda
0:M — R
r —0(z)=0
seklinde verilen sifir morfizmi,
RxM —M
(r,m) +——r-m=rm

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmig modiil yapisi olusturur. Ciinkii;

CM1) 0(r-m) =0(rm) =0=r0=r0(m)
CM2) Om-m'=0-m'=0m'=0=mm
seklinde ¢aprazlanmig modiil aksiyomlar: saglanir.
Tersine, 0 : C' — R herhangi bir ¢aprazlanmig modiil verildiginde, Cek 0

bir R/JC-modiil yapisi olugturur.
Ornek 2.6.5 K bir k-cebir ve her k, k' € K icin

R={fi; fr: K — K fu(k') = kk'}
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olmak tizere

0: K— R
k}—)fk

cebir homomorfizmi,

RxK —K
(fu k) — (fi) - ' = kkK

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmig modiil yapisi olugturur. Gergekten;

¢'M1) o(fe) - k) = O(kK')
— ok
= fro(K')

CM2) Ok -k = (fr) K
= kk

esitlikleri elde edilir.

Ornek 2.6.6

0—I—R-2 1L -0

bir merkezsel genigleme (yani i € I,7 € R olmak tizere ir = ri = 0 olacak

sekilde bir tam dizi) olmak iizere

Jd: R— L
r+— 0(r)
cebir homomorfizmi,
Os(l) =1
sartini saglayan
s: L—R

[ — s(1)
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kesit homomorfizmi yardimiyla tanimlanan

LxR —R

(l,r) —1l-r=s(lr
etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmig modiil yapisi olusturur. Ciinkii;

CM1) al-r) = 9(s(Dr)
= 10(r)

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar: saglanir.
Ornek 2.6.7 L ve M birer R-modiil ve
0:L— M
R -modiillerin bir morfizmi olsun. R x M yar1 direkt garpimi
(r,m)(r',m’) = (rr',rm’ + r'm)
seklinde bilinen carpim ile ifade edilir. Bu durumda L, her [,!’ € L icin
=0

seklinde sifir carpim ve
RxM —R

(r,m) +——r

seklinde izdiigtim (projection) yoluyla bir R x M-modiil yapisi verildiginde

0L —RxM
I +— (0,0(1))
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fonksiyonu bir caprazlanmig R x M-modil yapist olugturur. Gergekten;

(RD(M)XL —s L

((r,m),l) +—(r,m)-l=rl

seklindeki etki fonksiyonu ile birlikte 5 : L — R x M fonksiyonu

~ ~

CM1) O((r,m)-1) = 6(rl) (etki tanvmaindan)
= (0,0(rl)) (5, tanimandan)
= (0,70(1)) (0, R-modiil morfizmi)

)(0,0(1)) (yar direkt ¢arpim tanima)

m
r,m)6(l) (5, tamvmaindan)

CM2) 911 = 0,0(1)) - (5, tanvmandan)
= 0 (etki tanwmaindan)
= 0
= (L de sifir carpimdan)

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarini saglar.
Ornek 2.6.8 K bir pseudosimplisel cebir ve I bir pseudosimplisel ideal olsun
Inc: I —=K
igine dontigiimiinden bir
0 :mo(I) — mo (K)

doniigiimii indirgenir ve K nmin I {izerine ¢arpim vasitasiyla olan etkisi, 7y (K)
nin g (I) tizerine bir etki indirger. Béylece (7o (I) , mo (K) , 9) bir ¢aprazlanmig

moduldiir.
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Clnkii,
CM1) her £ € K i¢in
O (ki) = [ki]
= [k [Inc(i)]
= (ko)
CM2) O[] = [nc(i)d]
= [i]
= [0
dir.

2.6.2 Serbest Caprazlanmig Modiiller

Komiitatif cebirler iizerinde serbest ¢aprazlanmig modiiller, Aznar, [9], tara-
findan verilmistir. Bizde bu tanimdan hareketle serbest ¢aprazlanmig modiil
tanimini verelim. Serbest ¢caprazlanmig modiillerin olugturulmasi i¢in Arvasi,

[41], e bakiniz.

Teorem 2.6.9 [39/R komiitatif cebir f : X — R herhangi bir fonksiyon

olmak tizere (C, R, ) bir serbest gaprazlanmig modiilii mevcuttur.

Porter, [37], de verilen, serbest ¢aprazlanmig modiil ile Kozsul kompleksi
arasindaki iligkiyi vermistir.
Eger (C,R,0), Y = {y1,...,yn} olmak iizere, f : Y — R fonksiyonu

tizerinde bir serbest caprazlanmig modiil ise,
C = R"/Gérd

izomorfizmi mevcuttur, burada d : A2R® — R"™ Kozsul diferensiyelidir.



Bolum 3

Abelyen olmayan ﬂretilmi§
Funktorlar ve Cebirsel K - teori

Inasaridze, [14], pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplarmi kullanarak,
gruplar kategorisindeki degerleri ile birlikte abelyen olmayan tiretilmisg funk-
torlar1 olusturmustur. Bu, asosyatif halkalar kategorisi i¢cindeki cebirsel K-
teorisinin, GL kovaryant funktorunun sol iiretilmis funktorlar teorisi olarak
elde edilmesine olanak saglamaktadir. Cebirsel K - teori, cebirin modern ve
onemli bir bransidir ve cebir, topoloji, cebirsel geometri, fonksiyonel analiz ve
cebirsel say1 teorisi ile iligkisi olan matematigin bir¢ok temel alaninda onemli
uygulamalar1 bulunmaktadir. Giintimiizde Swan, [30], Volodin, [15], Karoubi
ve Villamayor, [24], Gersten, [35], ve Quillen, [7], tarafindan olugturulmus
birgok cebirsel K - teori mevcuttur.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tanmimh £ ve GL
kovaryant funktorlarimi kullanarak elde edilen K, funktorlarinin Swan, [30],
tarafindan tanimlanmig cebirsel K - teoriyi verdigini ispatlamigtir.

Bu caligmada, Inasaridze, [14], tarafindan tanimlanmig olan pseudosim-

plisel gruplar ile pseudosimplisel gruplarin homotopi gruplari gozoniinde bu-

32
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lundurularak komiitatif cebirler i¢in pseudosimplisel cebir yapisi olusturuldu
ve Inasaridze, [14], tarafindan pseudosimplisel gruplar igin yapilanlar pseu-
dosimplisel cebirler i¢in incelendi.

Fakat zaman darhigi ve cesitli nedenlerle ¢aligmanin bu kisminda gerekli
olan halka kategorisinden degismeli cebir kategorisine giden, gruplar i¢in tan-
il olan GL ve E kovaryant funktorlarina benzer funktorlar: tanimlanama-
mugtir. Bundan dolay1 Inasaridze, [14], nin verdigi sonuglar. Pseudosimplisel

cebirlere genigletilememistir.
3.1 Pseudosimplisel Cebirler
n € N olmak iizere K, ler k-cebir ve 0 < i < n i¢in

o' K, — K,, ve s!: K, — K,

k-cebir homomorfizmlerini gozoniine alalim. Eger bu homomorfizmler igin

8?8;1 = 3]”,18? 1< ]

+1 _ o1 .
O st =80 1< ] 11
an-‘rlsn _ 8n+1sn _O ( . )
J Jgo T ity
ortlsn =silop, i> g+ 1

aksiyomlar1 saglaniyorsa, K, k-cebirleri ile birlikte 0 ve s homomorfizm-

lerinin olusturdugu sisteme bir pseudosimplisel cebir denir ve bu genel olarak

8'n,+1 8n
—_—

E—
. e
8O 8() 81,(90
R
K,=--- KTL+1 Sn, Kn snanl"'KIHKO
-~ -~ S0
S0 S0

biciminde gosterilir. Burada 0 < i < n i¢in

o' K, — K,
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homomorfizmlerine sinir homomorfizmi ve
n ..
homomorfizmlerine de pseudodejenere homomorfizmleri denir.
Eger yukaridaki aksiyomlara ¢ < j igin

ﬁ+1sn — Sn—l—lsn

Si 5 j+15

sart1 da ilave edilirse, simplisel cebir yapisi elde edilir. Herhangi bir K, sim-

plisel cebiri i¢in n > 0 olmak iizere,
L, (K,) = K,NCekdy N---NCekd_,

alinsin ve d,,, 0} nin L,, (K.) (n > 0) a kisitlanmis1 olsun. Bu durumda n > 0

icin Gord,,, K,,_1in bir ideali ve
Gord,, 1 C Cekd,
dir. Bu ise

Moore zincir kompleksini verir. (n < 0 i¢in L, (K,) = {e} almyor.) L (K,)
1 pseudodejenere homomorfizmlerinden bagimsiz oldugu ve sinir homomor-

fizmlerine bagh oldugu agiktir.

Tanim 3.1.1 n > 0 i¢in L (K,) zincir kompleksinin n boyutlu homolojisine,
K. pseudosimplisel cebirinin n boyutlu homotopi modiilii denir ve m, (K,)

ile gosterilir.

Bir pseudosimplisel cebiri i¢in, (n > 0) olmak iizere

L, (K,) = K,NCekd! N ---N Cekd"

n
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ve d , 0y m L, (K,) kisitlanmast olmak iizere,
L,(X.)={L,(K.),d,}
seklinde tanimlanan ikinci zincir kompleksini olugturulabilir.

Teorem 3.1.2 n > 0 i¢in L (K,) zincir kompleksinin n boyutlu homolojisi,

7, (K.) homotopi modiilii ile aymdir.

ispat:
Cekd,, =Cekd,,

oldugu aciktir. x €Gord,, 1 olsun. Bu durumda 0 < i < n icin
o (z) =0
dirve 0 <7 <n icin
Oy (y) == ve 0 (y) =0

olacak gekilde bir y € K,y vardir. Qimdi,

n ¢ift ise,
_ an+2/ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
a=0y 500y =i ytsy Yy sy — sp 1Y)
n tek ise,

n+2/ _n+1 n+1
— 5]

o n+1 n+1
a = a11—&-2 (80 Yy TSy,

y+syy nH)

Yy + Sn—i-ly
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dir. Ik olarak n ¢ift olmasi durumunu inceleyelim,

n—+2 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
a =05y — st y+syT Y =Sty — spiy)
n+1 _ an+l n—+2 n+1 n—+2 n+1 n+2 n+1
O (a) =07 (st Yy — Opiast Ty +O0iasy Yty
n+2 n—l—l n+2 n+1
+ Oy — Oiasn )

= 07N (spOniiy — s1Oniay + 50011y - - - +sp0 Ty — 0)
= O (s — sha + shw - - +sx — 0)

_ An+l n n n
= 0" (sgr — sfx + shx - - - +slx)

o an—l—l

six — OF st + O sha - - 40 s
1<i<n+1, ncift ise
=0-0+0---40
=0
dir. n tek olma durumunda ise,
a =NT5(sgy — sty + sy =iy + st y)
ot (@) = Ot Oty — Oty + LAy —
—Ontssn ™y + O asniiy)
= ainﬂ( 8n+1y - 318:;3:19 +s 8n+1y n8n+1y 0)
= O (siox — stw + sha - - —s"x + 0)
= O (sPy — sho + sha - - - —s"x)
= Ot sny — O st + O shr - - - O sy
1<i<n+1, ntekise
=0-0+4+0---40

=0

dir.
Boylece a € K,,11 bigiminde tanimlanan elemani ele alacak olursak.
1<i<n-+1i¢n
ot (a)=0



37

elde edilir.

Ot (a) =T (O tasy Ty — s Ty + OpEs Y+
+ O sty — O Esity)
= 0y (sg0n 1y — stOpf1y + S50ty - +sndhiiy — 0)
= Oyt (st — stw + shw - - - +s"x — 0)
= Oyt (spa — sTw + sha - - - +s"x)

_ an+l._n n+1 _n n+1l_n n+1 n
=0y sqr — Oy st + Oy sy - - 0y s
_ n—1qn n—1a9n n—1qn

=z —s, Ofx+s] Ogx---+s,_10jx
=r—e+e---+e

=z
olup z €Gord,, , dir. O

Tamm 3.1.3 K, ve K, bir pseudosimplisel cebirler olsun. Bu durumda n >
0ve 0<i<nigin

fnﬂa;'n = 0 fa+a
olacak sekildeki f, : K, — K|, fonksiyonlarmim

f:{fn:Kn—>K;L, nZO}

ailesine K, den K, ne bir déniisiim denir ve f : K, — K, ile gosterilir.

Buna gore bir f : K, — K, doniisiimii dogal olarak n > 0 icin
T (f) 2 (Ky) — 7y (K*)

homomorfizmini indirger.
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n+1
8n+1

K.: K. <~ K
fn+1 fna1

/ ! /
K . na1 m Kn

m+1
00

Tanim 3.1.4 f ve g, K, dan K, iki doniisiim olsun. Eger 0 < i < n icin

n—+1 _ n+lypn __

80 h‘g - f’l’L? an+1hn - gn7

n+1l1n __1n—19n . .

o hy = hiT 0] 1 <7,
an-i—l n _ an+lin

i1 = Gy

ortipr = pnlon i>j+1
i j =Ny Ui J )

olacak sekilde h? : K,, — K, +1 homomorfizimleri mevcutsa f ve g ye pseu-
dohomotopiktirler denir. f ve g nin homotopi tanimini elde etmek igin ¢ < j
icin

s?“h? = h;‘ifs?
ve ¢ > 7 i¢in

n+i1in _ pnt+19n
s; TR = RO,

kosullar1 ilave edilmelidir.
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Teorem 3.1.5 n > 1 i¢in 7, (K.) homotopi modiilleri abelyendir. Eger
f: K, — K, doniisiimii bir g déniigiimiine pseudohomotopik ise n > 0 icin
T (f) = 7, (g) dir.
ispat: n > 1 i¢in x,y €Cekd,, olsun, K, cebirinin
t=s,(xy) = sy 1y - 5,2

elemanini goz 6niine alalim. Bu durumda
0 << nigin
arti(t) = o (s (xy) = snqy - spx)

_ n+1 _n n+1 _n n+1 _n
- 81 Sn (C(]y) - 8@ Sp—1Y - az Spd

= Yy —yzr
= 0
elde edilir. Buradan da
at)=0
ve
oty = opti (sn(xy) —sh_yy - spx)
= Opfisy (xy) — Optisn yy- Ohiisne
=0

dir. Bu durumda

ol (t) =0 € (kerd,) (kerd,)
Gord, 1 = Cekd,

cebirinin ¢arpim idealidir.

Gord,, = (Qekd,)?
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dir ve boylece 7, (G,) abelyandir.
Varsayilim ki f, g de pseudohomotopikdir ve x €Cekd,, alalim. 0 < i <n
icin K1 in bir a elemam

n ¢ift ise

a = (hg () = far150 () + (faras? (@) = b (2)) - +(farasy (2) = hyy (2))

n tek ise

a = (hg () = far156 () + (farast (2) = by (2)) - +(hy (2) = fagas, (7))
Buradanda 0 < i < n icin
07" (a) =0

ve n ¢ift ise

Opti (a) = fu(2) ga (277)
olur. Eger n tek ise

Opfi (@) = ga () fu (277)
olur. Boylece

T (f) =m0 (9)

oldugu gosterilir ki istenendir. [

Tanim 3.1.6 Bir ¢ : Ky — K homomorfizmi ile K, pseudosimplisel ce-
birinin olusturdugu

O,e = 0,¢€
olacak gekildeki (K, ¢, K') yapisina bir arttirilmis pseudosimplisel cebir

denir.

Eger n > 0 icin h,, : K,, — K, 41 cebir homomorfizmleri ve h : K — K|
dontigtimi

eh =0,
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n > 0 i¢in
optth, =0,
t,n > 1 i¢in
Othg = he ve O'""h, = h, 10",
olacak bigimde varsa bu durumda (K., e, K) arttirilmig pseudosimplisel ce-

birine sol biiziilme denir.

Eger n > 0i¢in A, : K, — K, 11 ve h: K — K, dontigiimii, n > 0 i¢in

eh =0,
Nty =0,
n>1ver < nigin
8&h0 = he

ve
o' h, = h, 10}
olacak gekilde varsa bu durumda (K, e, K) arttirilmig pseudosimplisel ce-

birine sag biiziilme denir.

Tanim 3.1.7 (K, ¢, K) arttirilmig bir pseudosimplisel cebiri igin eger n # 0
olmak iizere

mn (Ki) =0

ve
e:m(K,) = K

ise, bu durumda genigletilmisg pseudosimplisel cebir devirli olarak isimlendirilir.

Tanim 3.1.8 Eger bir f : K — K, pseudosimplisel cebir doniisiimii icin

n >0, 0 <i < n olmak tizere

Jni18) = 8¢ fu
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sartlar1 saglaniyorsa, bu doniigiime simplisel doniisiim denir.

Tamm 3.1.9 Bir f: K — K, pseudosimplisel cebir déniisiimii eger;

1. f simplisel ve,
2. her n > 0 icin f, : K — K, homomorfizimleri érten ise bir

fibrasyon olarak isimlendirilir.

Teorem 3.1.10 Eger f : K — K, bir fibrasyon ise, bu durumda homotopi

modillerinin
s 1 (K,) — 7 (Qek f) — m (Kp) — 7, (KL) — <+

dizisi tamdar.

ispat: Acgiktir ki Cekf , K, pseudosimplisel cebirinden indirgenmis sinir
ve pseudodegenere operatorleri ile bir pseudosimplisel cebirdir. Bundan dolay1

moore zincir komplekslerinin dizisinin tam oldugunu gostermek yeterlidir.
0 — L(Qekf) — L(K,) — L(K,) —0
z € L, (K,) olsun yani, 0 <i <n—1igin
o (x)=1

olur. Burada,
foly) =2

olacak gekilde bir y € K,, vardir. Simdi, K, nin

yo=y-s5 0y,
=y st (ygl),
Yn-2=Yn_3 S0 50" , (yri?,) )

_ n—1qn —1
Yn—1 = Yn—2 " Sp_10,_1 (yan) )
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bi¢gimindeki elemanlarini gozontine alahim. Buna gore, 0 <7 < n — 1 icin

fn(yl) =
ve 0 <4 < jigin
Of (vi) =1

elde edilir. Aym sekilde devam edersek

Yn—1 € Ly, (G*) ve fn (yn—l) =
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. [J

Tamim 3.1.11 K, komiitatif cebirler O 0¥ simir homomorfizmleri ve s?, s¢

17 1%

pseudodejenere homomorfizmleri olmak tizere
h o .h
{quvai 8507, 87,04 > 0}

ailesine bir ikili pseudosimplisel cebir denir ve K,, biciminde temsil edilir,

burada h ile v, sirasiyla

OOy = 00l Y = DYsl, sVl = LY.

1770 1970

kosullarinmi saglayan yatay yapi ve dikey yapidir. Tkili pseudosimplisel cebirin
her satir1 ve her siitunu bir pseudosimplisel cebirdir. Bir ikili pseudosim-
lisel cebirinin her satir ve sirasi bir pseudosimplisel cebirdir. Bir ikili pseu-
dosimplisel cebirin kullamlmasiyla Quillen, [6], spektral dizisinin bir ¢ifti elde

edilebilir. Bunun icinde agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.1.12 Eger K,, bir ikili pseudosimplisel cebir ise,
h,__v
El =mmi K, = Ty (AKLL)

h
qu = My Kax = Tpiyg (AK,.).
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biciminde iki tane spektral dizisi mevcuttur, burada AK,,,

{Kn oNoY, shsy

ny ™y F1 1

diagonal pseudosimplisel cebrirdir.

Ispat: Bir ikili simplisel cebir icin asagidaki ispati (Quillen, [6],) izleye-
cegiz,
K, ={K,,d",s!
bir pseudosimplisel cebir olsun. K, dan iiretilen siir ve dejenere operatorler
ile
(EK,) ={z € Ky, : 002+ - 00" (2) = 1}

bi¢iminde bir F K, pseudosimplisel cebir tanimlayalim. Ayrica
(CmoKy), = mo (K)

ozdeg siur ve dejenere operatorler ile C'mg (K, ) bir sabit pseudosimplisel cebir

olsun.
1— QK, - EK, - K, —5Cr(K.) — 1 (3.2)

(3.2) bigiminde pseudosimplisel cebirlerin bir dizisi vardir, burada
v, (EK,), — K,, 82111 : K11 — K, homomorfizmlerinden iiretilir,
gn : Kn — (CmoKy),, , 0503 - - - O min Ky — 7o (K.) dogal homomorfizmi

ile bilegkesidir ve i : QK, — EK,, v nin ¢ekirdegidir.Bu durumda
Gorv = Cek f

dir ve j ve v doniigiimleride fibrasyondur. Boylece (3.2) dizisi, agagidaki

homotopi modiillerinin bir tam dizisini verir,
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- — m, (QK,) — m, (EK,) — 7, (Gorv)
— o1 (QKL) — - - o,
- — 7, (Gorv) — 7w, (K,) — m, (CmoK,)
— Ty (Gorv) — - -
tim n ler icin

T (EK,) =0

oldugu gosterilmelidir. 0 : FK, — EK, asikar dontigimii
1: FK, — FK, birim doniigiimiine pseudohomotopik dir. Pseudohomotopi
n > 0 i¢cin

n __ _n+l_n 19293 n qn+1
ho = Spi18y -+ 510707 - - - 07O,
n _ n+tl_n 3.29394 n Qn—+1 n _ _n+l 304 n+1
hi = spiiSy - - 3530505 -+ - 05057, hy = sy -+ - 8305 -+ 057,
_ ntl _nan+l _ nt+l
' 'hn—l - Sn—l—lsnan ) hn = Spt1

homomorfizmlerini kullanarak elde edilebilir. 7, (FK,) homotopi modiillerinin

agikarhigy, (E'K,, €, 1) arttirilmig pseudosimplisel cebirinin, h = 0 ve n > 0 igin
h, = sﬁﬁ
olmak ftizere sag biiziilebilir oldugu gerceginden goriiliir. Bu ise n > 1 i¢in

Tno1 (QK,) = 7, (K,)

olmasi demektir. (3.2) dizisini K,, ikili pseudosimplisel cebirinin sutunlarina

uygulayarak ikili pseudosimplisel cebirlerin
1— QK. - EK., 2 K. 2% C7i(K.) —1

tam dizisi elde edilir ki bu homotopi modiillerin
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- — 7, (A K) — T, (AEK) — 7, (AGorv,)
— Ty (AQ K ) — - -,
- — 1w, (AGorv,) — m, (AK,.) — 7, (AC, T K.)
— mp—1 (AGOrv,) — - - -
tam dizisini verir. AF, K, pseudosimplisel cebiri i¢in agikar dontigiim, n > 0,
0 <7< nicn
hi = stsniasn - sty ()
homomorfizimleri vasitasiyla, birim doniigiime pseudohomotopik oldugundan
dolay1 her p icin
T, (AE,K.) =0
dir. Bu durumda,
c— o1 (AQK) — 7, (AKL) — WZWSK**
— Tp2 (AQK) — - -

seklinde bir tam dizi vardir. Eger tam dizi QIK,, pseudosimplisel cebirine
uygulanirsa ve eger
7 (UK.) = 70 (K..)
esitligi kullanilirsa
E;gq - WZWZK *

olmak tizere,

Tt (AQITUKL) — 7, (AQIK,,)

WZWZK** = WZWZK**

cifti elde edilir. Bu c¢iftin spektral dizisi
Fympirq (AKL) = Im {m, (AQIK..) — mpq (AK.)}

fibrasyonu ile birlikte, m,, (AK,,) a yakinsar. [J
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3.2 Abelyen Olmayan ﬂretilmi§ Funktorlar

i keyfi bir kategori ve B, Eilenberg-Moore, [33], de verildigi anlamda &
icindeki objelerin bir projektif sinifi olsun. Bu siif, herbir A € 4 objeleri
igin bir

T: X — A
P -epimorfizmi mevcut olacak sekildeki 44 nun objelerinin sinifidir, burada

X, B sinifina aittir. Eger bir P € P icin
U(P, f) - (P, C) — U (P, C)

doniigimi orten dontigim ise, 4 daki bir f : C — € morfizmine, P -
epimorfizm denir.

I daki herhangi bir A objesi i¢in (X,,d), A), B - projektif ¢oziimlemesi
Tierney ve Vogel, [26], de verildigi anlamda diigiiniilebilir. Bu ¢6ziimleme,
0<1<7<nign

a7 _16]” = 8;‘:11 o
kosullarini saglayan 0 < ¢ <n i¢in 0" : X,, — X, sinir morfizimleri ve bir
93+ Xo — A morfizmi ile birlikte X, objesidir, burada herbir X,,, B simifina
aittir ve B tamdir.

f: A — A 4 iginde bir morfizim olsun ve (X,,d9, A) ile (X;,@g,A)

sirasiyla A ve A niin P-projektif ¢oziimlemeleri olsun. Bu durumda

X,
|
A

diyagram1 komiitatif olacak sekilde f den elde edilen bir f : X, — X

*

f

X, ——
9

A——

f

morfizmi mevcuttur. (Tierney ve Vogel, [26], Teorem 3.2.5 )
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T, 4 kategorisinden &.A komiitatif cebirler kategorisine bir kovaryant

funktor olsun. Buna gore asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.1 U, (T (X,),T(d)),T (A)) bir arttirilmig pseudosimplisel ce-
birdir ve eger f,g : X, — X, déniigiimleri Y icerisinde f : A — A iizerinde
herhangi iki morfizim ise bu durumda 7 (f) ve T (g) déniisiimleri pseudoho-

motopikdir.

Ispat:  Tierney ve Vogel, [26], da belirtildigine gére bir A objesinin
(X,, 0, A) projektif P coziimlenmesi 0 < i < n igin s? : X, — X,y

morfizimlerine sahiptir. Oyleki i < j icin
@sj = sj_l@, aij =1= 8j+15j

ve 1 > 7+ 1 i¢in

82-3]- = sj@_l
dir. Buna ragmen ¢ < 7 icin

SZ‘S]‘ = Sj+18i
esitligi herzaman dogru olmaz. Ayrica (Tierney ve Vogel, [26], teorem 3.2.5)
deki gibi ¢ < 7 icin
ve 1> j 4+ 1icin

Ojr1hjr1 = Ojp1hy, Oihy = h;0;
olacak sekilde 0 <7 <nigin A} : X,, — X;L 41 morfizimleri mevcuttur.
Buna gore n > 0, 0 < i < n i¢in T (s}) pseudodejenere homomorfizmleri

ile birlikte 7" (X,) bir pseudo simplisel cebirdir ve T (f) ve T (g) aralarmnda

pseudohomotopi n > 0, 0 < ¢ < n igin T (h) homomorfizimleri tarafindan

verilir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
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Teorem 3.1.5 ve teorem 3.2.1, 7, (T'(X,)) homotopi modiillerinin, A ob-
jesinin (X, 0, A) B - projektif ¢oziimlemesinden bagimsiz oldugunu ve f :
A — A morfizminin

T (T (f)) 7 (T(X) = m (T(X,))

homomorfizmlerini tek bir gekilde belirledigini gosterir. [

Tanim 3.2.2 Keyfi bir T : 4 — & A kovaryant funktorunu ele alalim n > 0
ve, Y icerisinde ki herhangi f : A — A morfizmi icin
LT : 4 — 6A
LYT (A) = 7 (T (X.)) ve LYT(A)=m (T (f))
bi¢iminde tanimlanan doniigiimlere sol ‘B - derived funktolar denir.

Burada T (9) homomorfizimlerinden elde edilen bir
e: L¥T (A) — T (A)

dogal bir homomorfizimi mevcuttur.

Teorem 3.2.3 Eger P, P projektif sinifi igerisinde bir obje ise n # 0 igin
LPT (P) =0 dir ve £ : LT (P) = T (P) dir.

Ispat: P objesinin (X,,d0, P) sabit 9 - projektif ¢oziimlemesi ele almsin,
burada n > 0 i¢in X,, = P ve 9}’ ve s morfizimleri de birim morfizimleridir.
(T (X,),T (), T (P)) artirnlmg psudosimplisel cebiri sol biizilebilirdir ve
boylece aspherical dir. Buda teoremi ispatlar. [

i kategorisinde bir § = (F, 7,9) swrali tigliistiniin verildigini kabul edelim.
Yani

F—>F? F—">p

Nellerd

F FQW>F3
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diyagramlar1 komiitatif olacak sekilde 7 : F — 1g ve § : F' — F? dogal
dontigimi ile birlikte F' : 4 — 4 bir endofunktoru verilmig olsun. Bu du-
rumda § sirali tigliisii B projektif sinifini olusturur: X € P olmas igin gerek
ve yeter sart bir v : X — F(X) morfizmi, 7xv = 1x olacak gekilde varol-
masidir. Her A € Ylobjesiigin 74 : F'(A) — A morfizmi bir B epimorfizmidir.
Bu durumda A € i objesi

TLyA HO TL1A HI% TA
F(LQA) L2A 2 F (LlA) LlA i F (A) 4>A
(N I
F Ly A) —> Ly A @ F(L,A) 22 L,4 ¢ F (L, A)—
G E

bigiminde olugturulan bir kanonik P projektif ¢oziimlemesine sahiptir,

burada (L;A,1},1}), 74 morfizminin simpleks ¢ekirdegidir,
(L2A7 lga l%u lg) ) (l(l)TL1A7 Z%TLlA)

morfizim ikililerinin simplisel ¢ekirdegidir ve eger (L,A,lJ,...,1"") olugturul-

mussa bu durumda
(Ln+1A, lg+1, couy lﬁi%) N (lgTLnA7 ceey ZZTLnA)

morfizimler dizisinin simplisel ¢ekirdegidir. Boylece A nin bir B projektif

¢Oziimlemesi
n-+1 n
— 609 ai) — ig 9} &0
-t Fo A F,bA o FQA%FlA $F0A$A, (3.3)
> —> > > 9% o1
ot &

bi¢iminde tanimlanir. Burada n > 0 ic¢in

FA=F(A), F,A=F(L,A)
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ven>0, 0<7<n icin
88:7',4, 8?:7-LTLAZ?

dir. Bu ise

bi¢iminde gosterilir. 4 igerisinde bir g : A — B morfizmi
F.(g) = (F.A, 3, A) — (R.B, &, B)

morfizmini olusturur. Burada

dir; F'(g) morfizmi bir g; : L1 A — L1 B morfizmini indirger.

Fi(g)=F(9)

diyelim; boylece j = 0,1,...,n — 1 i¢in Fj(g) morfizimleri olusturulmugsa

F,—1 (¢9) morfizmi bir g, : L, A — L,, B morfizmini indirger.

F,(9) = F (gn)

olsun. Buna gore

J—

FQA LQA FlA LlA:>>F0A4>A

iF(gz) l92 lF(g1) lgl iF(g) J{g
. . FQB LQB FlB LlB:;FoB;)B

_

komiitatif diyagrami elde edilir. Simdi (3.1) esitligini saglayan n > 0 igin
0 <7 < nigin s @ F,A — F,4; kanonik morfizimlerine sahip A ob-
jesinin F, A kanonik B projektif ¢oziimlemesini gosterelim bunu n tizerinden

indirgeme yaparak olugturacagiz n = 0 igin uj) : FoA — L1 A,

(1pa, 1ga)
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ikilisinden indirgenmis morfizim olsun bu durumda
sg=F (ug) 6a

denilebilir.

n =1 igin uj,u} : F{A — Ly A morfizimleri sirasiyla
(1,1,500;) ve (s90,,1,1)
indirgenmis morfizimler olsun. Bu durumda
sg=F (u(l)) Sp,a ve s;=F (u%) dr,A

denilebilir.

n =2 igin w2, uf, u3 : F4A — L3A morfizimleri sirasiyla
(1,1, 5007, 5003) , (s005,1,1,5105) ve (s105,5,07,1,1)
morfizimlerinden indirgenmis morfizimler olsun. Bu durumda
so=F (u%) Sppn, 55 =F (u%) Sp,a ve s3=F (ug) 01,4

olur.
Simdi de s¥ morfizmlerinin £ = n — 1 kadar tamimlandigini kabul edelim

ve s morfizmlerini tanimlayalhm vj : F,A — L, .1 A morfizmi
n—lan _n—19n n—1qn
(1,1,50 oy, sy 0y, ..., 80 8n)

sisteminden indirgenmis olsun. 0 < ¢ < n i¢in v} : F,A — L, 11 A morfizm-
leri
n—lan _n—19n n—1qn n—1q9n n—1an
(Si—l 0, 8i—1 015 8i-10iq, 1,1, s i+10 00 54 an)

sisteminden indirgenmis morfizmler olsun ve « : F;,A — L, 1A morfizmi

n—lan _n—1q9n n—19n
(Snfl 01 5n-1915 - Sp—1 n717171)
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sisteminden indirgenmis morfizm olsun. Bu durumda 0 < i < n i¢in

sy =F(u}')0r,a

olur.
T, U kategorisinden &.A4 komiitatif cebirler kategorisine bir kovaryant funk-
tor olsun R, 4 dan G.A giden kovaryant funktorlar 9", s? ve 93, (3.3) ve

o ok = o o}
kosullarimi saglayan dogal doniigtimleri ile birlikte

R, =A{R,, O, s, n>0}

7

olmak tizere (R, ], T) arttirilmig pseudosimplisel funktoruna 7' funktorunun
pseudosimplisel ¢oziimlemesi denir.

Bir T : 4 — &A funktoru verilsin, n > 0 ve A € il igin
T, (A) =T (F,A)
olsun ve g : A — A doniisiimii 4 icerisinde ise n > 0 icin

To(9) =T (F(g9)) ve T,(g9)=T(F(g.))
olsun. Herhangi bir A € 4 objesi n >0, 0 <i < n igin

O (A) = T(@):To(A) — Ty (4),
SHA) = T(s): T (A) — T (A)

]

olsun ve

0 (A) =T (14): Ty (A) — T (A)

olsun. Buna gore
T.={T,, 0", s, n>0}

7

olsun.
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Teorem 3.2.4 (T.,03,T), T funktorunun bir pseudosimplisel ¢oziimlemesidir.

Ispat: (3.3) esitlikleri ve 990} = 910! esitliginin saglandig acik oldugu
i¢in, sadece
S’Zr-l = Tn — Tn+1
dontigiimiiniin bir dogal doniigiim oldugu gosterilmelidir.

Eger g: A — B ise bu durumda n > 0, 0 <14 < n igin

si F (gn) =F (gn+1) sy

oldugunu gosterilecektir. Burada gy = g dir.

Ilk olarak n = 0 durumunu inceleyelim. Bunun icin asagidaki diyagrami

gbzontine alalim

FA FB.
Buna gore
lougF (90) = F(g0),
g (90) = F(9),
logrugF (90) = F(g0)lgug = F(90),
Hg1ugF (90) = Fl(g0)liuvg = F(g0)

dir. Dolayisiyla
lougF (90) = logrug ve lyugF (go) = ligiug
dir. Ayni gekilde devam edilirse,

USF (90) = 91“8



55

bulunur. Boylece agagidaki diyagram komiitatiftir

UO
FA) — 2 ) T e, a)
F(Qo)l FQ(QO)\L F(gl)l
F(B) ——— I (B) — = F (11 A)

ve
soF (90) = F (g1) 8¢
yazilabilir.
Simdi £ = 0,1,...,n — 1 i¢in dejenere morfizimleri ile birlikte F (g;) nin

komiitatif oldugunu varsayarak 0 < i <n igin

S?F (gn> =F (gn-‘rll) 3?

oldugunu ispatlayalim. Bunun ic¢in agagidaki diyagrami gozoniine alalim,

F(L,A)—"9)  p(L,B)

n n

Ly A—" o L..\B

5 |- |t att |-

F(L,A) —29) . p(rL,B).

1 = 0 ic¢in,

F(gn)J ._7 - 1727

sptor, Flgn), 2<j<n+1

g Fgn) =

0 <7 <n i¢in,

(

ST OV F(gn), 0<j<i

G ug Fgn) = § Fgn), j=ii+1 (3.4)

n—1an ; ;
& OFF(gn), i+2<j<n+1
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1 =mn i¢in,
n—1 .
s 100 F(gn), 0<j<n
n+l n o n J
F(gn), i1=n,n+1
basgka bir deyisle

n

Z;LJrlgn-i-lu? = F(gn)l?Jrluz

dir. (3.4) dekine benzer eitliklerden elde edilen F(g,)I7""u morfizimlerinde

yalnizca sondaki degil bagataki F'(g,) garpani farkhidir. Béylece
st F(gn-1) = Flgn)si ™

dir.

0<i<n0<j<n+1 ign UulF(g,) =14 go1uf
elde edilir. Boylece 0 <7 < n i¢gin
U?F(gn) = gn—i—lu?

dir. Bu nedenle agagidaki sekildeki diyagram komiitatifttir.

) ult
F(LnA) — A por, Ay — ) (L0 A)
F(gn)l F2(9n)i F(gn+1)i
F(L,B) - F*(L,B) ) F(L,1B)

Buradanda
$iF(gn) = F(gn+1)s!
ve boylce n > 0, 0 <7 < n igin

T(s)T(F(gn)) = T(F(gnt1))(s])

yazilabilirki. Boylelikle teorem ispatlanmig oldu. [

Ozellikle gosterebiliriz ki herhangi bir g : A — B doniisiimii icin

T.(9): T.(A) — T.(B)
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bir simplisel dontigiimdyir.

Teorem 3.2.4 deki ¢oziimleme T' funktorlarinin kanonik ¢éztimlemesi olarak
adlandirihir ve sirah ficliiler tarafindan indirgenen 8 projektif simfinin L¥T
relatif sol tiretilmis funktorlarinin hesaplanmasina imkan verir.

U kategorisindeki bir sirali i¢lii S= (F, 7, ) olsun. Eger U, : UF — U
dontigiimii boliim(split) epimorfizmi ise bu durumda U : Y —& funktoru F
-projektif olarak adlandirilir. (Swan, [29],)

Eger B projektif siifi & sirali tigliisii tarafindan indirgeniyor ve
T : U —& doniigiimii kovaryant funktor ise 7' funktorunun (7%, 9, T') kanonik
P - coztimlemesi herbir T},, F' - projektif olmak tizere F' projektif olarak ad-

landarilir.

Teorem 3.2.5 Eger P projektif smifi = (F,7,0) swral iglisii tarafindan
indirgenmig ve T : Y — & kovaryant funktorunun kanonik P - ¢oziimlemesi
F - projektifse, o zaman L¥T sol iiretilmis funktoru < sirah iicliisiine relatif
olan swam sol tiretilmis funktorlarina izomorfiktir. Eger T komiitatif cebir
kategorisinde bir kovaryant funktor ise o zaman L¥*T funktorlarinin keyfi bir

P projektif sinifi i¢in Tireny ve Vogel’in sol derived funktorlarina izomorfiktir.

Ispat: S= (F,7,0) sirali liglistini alalim. Bilindigi gibi
F =F"" 9/ =F7F"" ve s,=F'§F""

olmak iizere (F, 7, 13,) arttirilmig simplisel funktorudur (Gersten, [35],). A €

U objesinin kanonik P projektif ¢oziimlemesini gozontine alalim ve
qu <A> =T, (F;A) ) azp = TFp (az/) )

Sf:TFP<S;)7 ah:T<al)7 Sh:T(‘Sl)
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alarak bir ikili G, (A) pseudosimlisel komiitatif cebir yapisini olugturalim.

Herbir yatay pseudosimlisel komiitatif cebiri ¢ > 0 igin TF, (Fq’A) dir ve
) (TF. (FiA)) = I3T ()
vardir. Teorem 3.2.1 dende goriildiigii gibi p # 0 igin

™ (Gy) =0 ve 7 (G,.)=TF.A

p

dir. Sonug olarak, teorem 3.1.12 de gosterildigi gibi
o (AG,) =7, (TFLA) =S

siral tigliistine relatif olan Swan’in n inci sol tiretilmis fuktoruna esittir.

Her p > 0 icin T'F, = T, funktoru F' - projektiftir ve (T'F,F., TF,7,TF),)
arttirilmig simplisel funktoru sol biiziilebilirdir (Swan, [29],). Boylece ¢ # 0
icin

T (Gix) =0 ve 75 (Gw) = TF, (A)
dir. Sonug olarak, teorem 3.1.12 de gosterildigi gibi L¥T (A) = 7, (AG..) =
Swan’in n inci sol iiretilmig funktorudur.
Eger komiitatif cebirler kategorisindeki bir funktor T ve B keyfi bir pro-

jektif sinif ise, o zaman komiitatif cebirlerin
{T (X,,),0n,n >0}

zincir kompleksinin homoloji gruplar1 Tierney ve Vogel sol tiiretilmig funk-
torlarim verir (Tierney ve Vogel, [26],), burada (X,,d), A), A daki objelerin
bir B projektif ¢coztimlemesi ve
On = ;}(—DiT(@?)
dir.
{L,(T.),(-1)"d,,n >0}
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zincir kompleksi

{T (X,),0n,n >0}

kompleksinin bir alt kompleksidir vei¢ine doniigiim, Tierney ve Vogel’in n inci

iiretilmis funktoru iginde
™ (T (X)) = LYT (A)

nin dogal bir homomorfizmini indirger. Bdylece ispat tamamlanmig olur. [J
B, = (F,7,0) sirah ticlist tarafindan indirgenmis U kategorisindeki bir
projektif smif veT', U dan & komiitatif cebirler kategorisine bir kovaryant

funktor olmak tizere agagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.2.6 Her n > 0 icin TF, (f) : T (¥,A) — T (F,,B) homomorfizmi
orten ise U igerisindeki f : A — B morfizmi bir T - fibrasyonu olarak
isimlendirilir.

Eger f: A — B bir bolim(split) epimorfizmi ise (yani g : B — A
morfizmi var ve fg = 1p ise) bu durumda f herhangi B projektif sinifina
relatif olan keyfi bir T" funktoru icin bir T" - fibrasyonudur.

f A — B bir B - projektif sinifina relatif bir 7" - fibrasyonu olsun. Bu

durumda

CekTF. (f) = {QekTF, (), n > 0}

bir pseudosimplisel komiitatif cebirdir.
LYT (A, B, f) = 7, (CekTF, (f)), n>0

alalim. Teorem 3.1.10 de de gosterildigi gibi f : A — B bi¢iminde belirtilen

T - fibrasyonu agagidaki sol tiretilmis funktorlarin bir tam dizisini belirler,

+ == Ly T (B) = LT (A, B, f) = LiT (A) = LT (B) = (3.5)
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3.2.1 Cebirsel K - Teori

i, birimli olmasi zorunlu olmayan halkalarin bir kategorisi ve B, U kate-

gorisinde Eilenberg-Moore anlaminda halkalarin bir projektif sinifi olsun.
Bu boliumde, cebirsel K-teorisinde onemli rol oynayan ve 4 kategorisinden,

gruplarin B kategori halkalarina tanimli olan GL ve F kovaryant funktorlar:

ele alinsin.
Herhangi bir A € U halkasini ve birimli A* halkasini diigiinelim. A ve A"

Abelyen grup olduklarindan A™ = A + Z ve carpim iglemi
(a,n)(a’,n') = (ad' + n'a+ na',nn')
ile verilir. Bu durumda halkalarin
0<4 & At B oz o

dizisi tamdir. Burada i1(a) = (a,0) ve pa(a,n) = n, py bir bélim epimorfizm
ve eger A bir birimli bir halka ise AT ~ A x Z dir.

GL(f") tarafindan indirgenmig homomorfizm
GL'(f"): GL'(A) — GL'(B),

[+ A — B halka homomorfizmi ve GL(A"), A" birimli halkas: tizerinde

lineer grubu olmak iizere
GL'(A) = QekGL(p2)

olarak alalim.
Ustelik, E'(f), E'(f*) tarafindan indirgenmis ve E(A*), A" iizerindeki

elementer grup olmak tizere
E'(A) = ker E(py)

alalim.
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[GL'(A),GL'(A)] C E'(A) ve E'(A),GL'(A)

nin normal bir alt grubudur.

Eger A bir birimli halka ise
n(a,n) =ne+a
olmak tizere 1 : At — A bir homomorfimzdir. Bu durmda
GL(n): GL(A") — GL(A)

homomorfizmi G L(A’) tizerine indirgenmis dogal izormorfizmdir(Gersten, [36],
de goriildugii gibi) ve E(n) nin E(A’) ne kisitlanmigi bir indirgenmis F(A’) =
E(A) izomorfizmidir. Bu nedenden dolayi, tiim halkalar igin, GL'(A) ve
E'(A) notasyonlari yerine sirasi ile GL(A) ve E(A) notasyonlar: kullanilacaktir.

Kovaryant funktor sol tamdir ve fiber ¢arpimini korur.

VA € Y ve ¢ : L¥GL(A) — GL(A) dogal homomorfizm olmak iizere
n > 2 i¢in

KP(A) = I¥,GL(A)

ve

KF(A) = Ceke

olarak alnsmn (K7* nin tanmmnda, Gore, GL(A) bir normal alt grubu olarak
kabul edilmigtir.) 4 kategorisi sonlu ters spektranin limitlerine sahip oldugu
icin bu sekilde bir secim yapilmasi miumkiindiir. Her f : A — B homomor-
fizmi, n > 2 icin

KX(f) =LY ,GL(f)

ve KB(f) ile KP(f) yi LEGL(f) tarafindan indirgenmis homomorfizmlere

esit olarak alinsin.
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Tamim 3.2.7 K2 funktorlarina 9 halkalarin projektif siifina relatif olan

cebirsel K-funktorlar1 ya da relatif cebirsel K-funktorlari denir.

Eger By serbest halkalarin projektif sinifi ise bu durumda cebirsel K-
funktorlar mutlak cebirsel K —funktorlar olarak adlandirilir ve K, ile gosterilir.

PBo projektif sinifini kullanarak, asagidaki bicimde belirtilen yeni bir pro-
jektif P smifini tammlayalim: VA € U i¢in A tarafindan iiretilen keyfi
F4 halkasini g6z 6niine alalim ve 0 € A olmak iizere |0| tarafindan iiretilen Fy
nin asli idealleri [ olsun. Fy = F4/I alahm. A € Y i¢in biitiin F) lerin sinifi
By dir. Fy — Fu/I dogal homomorfizmi bir funktorsal béliim epimorfizm
oldugundan K O funktoru n > 1 ler i¢in K,, funktoruna izomorfiktir.

Inasaridze, [14], halka kategorisinden grup kategorisine tamimh £ ve GL
kovaryant funktorlarindan elde edilen K, cebirsel K - funktorlarimin Swan,
[30], i tamimladigr cebirsel K teoriyi verdigini ispatlamigtir.

Bu kisimda amacimiz halka kategorisinden grup kategorisine tanimli olan
GL ve E kovaryant funktorlarina benzer olarak halka kategorisinden cebir
kategorisine funktorlar tanimlamakti1 ve bu funktorlar yardimiyla Inasaridze,
[14], nin pseudosimplisel gruplar igin elde ettigi sonuglar1 pseudosimplisel ce-
birlere aktarmakti. Fakat zaman darligi ve ¢esitli nedenlerden dolay1 bu funk-
torlar tanimlanamadi.

Dolayisiyla pseudosimplisel cebirler icin istenilen sonuclar elde edilemedi.



Bolum 4

Pseudosimplisel Cebirlerin

n-Tipleri

4.1 Giris

Arvasi, [39], A, Moore kompleksi NA olan bir simplisel komiitatif cebir ve
n > 1 i¢in D,, n.boyuttaki dejenere elemanlar tarafindan iiretilen ideal ise
A, = D, ve B,, A, iginde, 6nceden tam olarak belirlenmig elemanlarin

kiimesi tarafindan tiretilen bir ideal olmak tizere, n > 1 icin
On(NA,) =0(B,)

oldugunu gostermistir.
Ayrica n = 2,3 ya da 4 ise, A simplisel cebirinin Moore kompleksinin
goruntisu

On(NA,) =Y KK,
1,J
formunda verilebilir, burada

@#I1,JCn—-1={0,1,...,n—1} ve TUJ =[n—1]

63
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olmak tzere

K; = Ncek d; K, = Ncek d;
1= e ve J jnge J

dir. Arvasi ayrica, genel olarak n > 4 igin

Y KK C0,(NA,)

1.7
oldugunu da gostermigtir. Castiglioni, [16], ise degigik bir yaklagimla her
n € N icin

> K K; =0,(NA,)
I1,J

esitliginin dogru oldugunu gostermistir.

Biz bu boliimde, Arvasi nin simplisel komiitatif cebirler icin gostermis
olduklar1 sonuglari, pseudosimplisel komiitatif cebirler i¢in kismen gegerli
oldugunu gosterdik. Daha sonra ¢aprazlanmig modiillerin kategorisi ile Moore
kompleksinin uzunlugu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisinin denkligi
gosterildi. Ayrica Ellis, [13], den faydalanarak pseudo 2 - ¢aprazlanmig modiil
yapist tanimlandi ve pseudo 2 - c¢aprazlanmis modiil kategorisinin, Moore
kompleksinin uzunlugu 2 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denkligi
gosterildi. Ayrica pseudosimplisel cebirlerin n - tipleride incelendi.

Cebirsel topoloji ve homotopik cebirin birarada kullanilmaya basglanmasi
ile homotopi tiplerinin yeni ve onemli modellerinin homolojik cebirde uygula-
malarimin miimkiin oldugu anlagilmigtir. Caprazlanmig modiiller,grup teorinin
digindaki cebirin diger kisimlarinda bircok kez ortaya ¢ikmig ve daima ko-
nunun Abelyen olmayan durumlari ile iligkilendirilmistir. Loday’in n - tipleri
siniflandirma teoreminin genel bir Abelyen olmayan homolojik yada homo-
topik cebirsel versiyonunu incelerken ortaya c¢ikan problem topolojik metod-
larin kullanilmasidir. Porter, [38], Loday, [18], in (n + 1) - tiplerin Cat™ gru-
plar yada caprazlanmig n - kiiplerin bir boliim kategorisine denkligini ispat-

layan sonuglarin cebirsel bir ispatin1 yapmigtir. Bu cebirsel ispat yardimiyla
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Arvasi, Kogak ve Alp, [42], simplisel komiitatif cebirler i¢in benzer sonuglar
elde etmiglerdir. Bu boliimde amag, [42], deki sonuglar1 pseudosimplisel ce-
birler i¢in elde etmektir. Buna gore bu boliimde ¢aprazlanmig n - kiip kate-

gorisinden pseudosimplisel cebir kategorisine giden bir funktor verilecektir.

4.1.1 Tanim ve Notasyonlar

Agagidaki tanim ve notasyonlar Arvasi, [39], Carrasco ve Cegarra, [27], dan
alinmigtir.
Herhangi bir [n] = {0 <1<2<..<n}, ve o : [n+ 1] — [n] orten

dontstimleri
. J, J <1 ise
j—1, §g>1 ise
ile verilsin. S(n,n —r), [n] den [n — r] ye giden oérten doniigiimlerin kiimesi

olsun. Bu durumda bu kiime degisik o] lerin bilegkelerinden {iretilir. Bu

tirete¢ dontigiimlerinin bilegkesi, j < ¢ i¢in
a0y = QG105

ile tanimhdir. O halde, 0 < i1 < iy < ... < 7, < n — 1 olmak tzere, her

a € S(n,n —r) elemam bir tek;
Q= (Qj; Oy O ... 0,
acilimina sahiptir. Buradaki ¢, indisleri,
{i1,i9, ..,ip} ={i:a(i)=a(i+ 1)}

seklindeki elemanlardir.

Béylece S(n,n — r) kiimesini

{(@'T,...,il):OSil <ig < ... <1y Sn—l}
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kitmesi ile tammlayabiliriz. Ozellikle [n] iizerinde birim déniigiim S(n,n)
seklindeki tek eleman ile tanimlamr. Benzer gekilde S(n,0) i tek elemani

(n—1,n—2,...,0) dir. n >0 igin

S(n) = U S(n,n —r)

0<r<n

olsun. S(n) deki herhangi iki

o = (7:7"7 ceey 21>
ve
/6 = (jsa"'ajl)
elemanlar i¢in, r < s oldugunda
1= J1, e U = Jk
veya 1511 > Jr+1 oldugunda
1= J1, 0 U = Jk

oluyorsa
o = (ir7 "'7i1) < 5 = (jsa --wjl)

dir. Bu durumda S(n) sirali bir kiime olur.

Ornegin S(2) ve S(3) it sirasiyla agagidaki gibi yazabiliriz;
S(2) ={0 < (1) <(0) <(1,0)}
ve

SB)={0<(2) < (1)< (2,1) <(0) <(2,0) < (1,0) < (2,1,0)}
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4.1.2 Bir Pseudosimplisel Cebirin Yaridirekt Ayrigimi

Simdi bir pseudosimplisel cebirin yari-direkt ayrigimini verelim. Bu konu,
gruplar iizerinde ilk olarak Counduché tarafindan, [3], de incelenmigtir. Sim-
plisel cebirler i¢in ise detayh bilgi i¢in Arvasi, [39], ve Carrasco ve Cagarra,

[27], e bakimniz.

Tanim 4.1.1 K bir bir pseudosimplisel cebir ve n > 2 icin K, Ko, ..., KK, ise
K nin alt cebirleri olsun. Eger

1)1 <s<nig¢n K;+ Ky + ... + K,, K nin idealidir;

2) Ki+ Ko+ ...+ K, = K;

N 1<s<t<migin (K1+Ky+ ..+ K,)NK;=0;
ifadeleri saglaniyorsa, K ye Ky, Ks, ..., K,, cebirlerinin n-yari-direkt carpi-
mi denir ve K = K; x Ky x ... x K,, ile gosterilir. Herhangi bir £ € K
elemani

formunda bir tek sekilde yazilabilir.

Asgagidaki yardimci teoremde bir simplisel cebirin n-yari-direkt ¢arpimimin

nasil oldugu verilecektir. Ispati icin Arvasi, [39], bakimiz.

Yardimci teorem 4.1.2 K bir pseudosimplisel cebir olsun. Bu durumda
K’I’L?
K, = Cek d" x s""[(K,_1)

bi¢iminde ayrigtirilabilir.
Ispat: K, ile Cekd” x s"~}(K,_,) arasimdaki izomorfizm

0: K, — Cekd® xs" [(K, 1)

n—1

ko (k= Sp_1dnk, Su_1dyk)
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biciminde tanimlanir.
K, = Cekd x s" 1(K,_1)

izomorfizmi mevcut oldugundan, herbir K, yi, K, nin Moore kompleksin-
deki terimlerin dejenere olanlarinin ¢ok kath yaridirekt carpimi olarak elde

edebilmek icin, gerektiginde bu izomorfizm iglemini tekrarlayabiliriz. M,

_ n+1 m _ g+l n _ _n+l
M, = Gekd, T, di = d; |Qekd;;1}7 S; = 5 |gekdgﬁ

bi¢iminde tanimlanan pseudosimplisel cebir olsun. ¢+ < n — 1 igin,
nm—1 m _ m—1_jn
dnfldi - dz dn

oldugundan, i < n— 1 iken Cekd” ler, d¥ morfizmleri vasitasiyla Cek d”'~7 lere

dontigiir. Benzer sekilde, ¢ < n — 2 igin,
m+1 n _ n—1_m
dn+1si =5 dn

oldugundan, i < n—2 iken, s/ homomorfizmleri de Cekd" leri, Cek d' | lere

dontigtiiriir. Buna gore, yardimei teorem 4.1.2 yi M,,_; ve K,,_; e uygularsak,
Kn = Qek dn A Sn—lKn—l
= Qek dn A Snfl(cek dnfl A Sn72Kn72)
= Mn—l X (Sn—lcek dn—l X Sn—lsn—ZKn—Q)
elde edilir. M da bir pseudosimplisel cebir oldugundan,
Qek dn = Mnfl = Qek dﬁ{l X Sn,QMn,Q
(Cekd,—1 N Cekd,) x s,_2Cekd,_4

2

olur ve buna gore
K, = ((Qek dy;_1NCek dyy) x1s,—o(Cek dzii)) X (Sp—1 (Qekdﬁj) X8p-15n-2(Kn-2))

elde edilir. Buna gore K, asagidaki bi¢imde ayrigtirilabilir. [J
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Onerme 4.1.3 ([39]) K bir pseudosimplisel cebir olsun. Bu durumda her
n > 0 icin

Kn = ((NKn X Sn—lNKn—l) X ... X Sn_g...SQNKl) X
(...(Sn,QNKn,1 X sn,lsn,gNKn,z) XX Snflsn,Q...SoNKo)

dir.
Ornegin;
K, = NK;x S()NKO
K2 = (NK2 X SlNKl) X (SoNKl X SlSoNK())
Kg = ((NKg X SQNKQ) X (SlNKQ X SQSlNK1>>>4
((SONK2 X SQSoNKl) X (SlSoNKl X SgSlsoNKo))
ve

K, =2 ((NK4xs3NK3) % (seNKj X s359NKs))x
((s1NK3 % 8351 NKs) % (8951 NKo X 838951 NK7)))X
s3(K3 tin ayrigimi)

seklinde yazilabilir.

a = (i, ...,71) € S(n) ye kargilik gelen terim
SQ(NKn_#a) = Sir...il (NKn—#oz) = Sir---sh (NKn—#a)

dir. Burada, #a = r dir. Dolayisiyla herhangi bir x € K, elemani, y € NK,
ver, € NK,_4, icin

formunda yazilabilir.
Yardimci teorem 4.1.4 Bir K pseudosimplisel cebiri icin, K, i¢inde,
n—1 —(r
NK, =0 Cekd; ile NE" = 1) Geked,

arasinda bir birebir dontigiim vardir.
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ispat: Bu birebir dontigiim

v: NK, — NE
n—r—1
k — (k) =k— > (=)™ s pmdak

bi¢iminde verilir.
© doniigtimiiniin her zaman bir homomorfizm belirtmedigine dikkat edilme-
lidir. Asagidaki 6zel durum, éncelikle Moore kompleksi alternatif bigimi ile

karsilagtirmada olmak iizere, sik sik kullanilir. []

Sonucg 4.1.5 K bir pseudosimplisel cebir ise,

¢ CekdgnN...NCekd, 1 — Cekd;N...NCekd,
k — (k) =Fk+ Z (_1)n_i Sn—i—1dn(k)
seklinde tanmiml ¢ birebir doniistimii vardir.

Yardimci teorem 4.1.6 Bir K pseudosimplisel cebiri. Buna gore,

d,(NK,) = d;(NK")

dir.
n—r—1 .
Ispat: k € NK, ve k — Z (—1)”rl Spyidpk  formundaki NK;T) nin
i=0
biitiin elemanlar: i¢in
n—r—1
(k= Y (1) s pidak) = dok
=0

dir. Ayrica NK E:) nin tiim elemanlar1 yardimei teorem 4.1.4 geregi,

n—Il—1

k= (1) s pdyk

formunda olup,

dir. OO
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Onerme 4.1.7 K bir pseudosimplisel cebir olsun. n > 2 i¢in ve
IuJ=[n-1]
olacak sekildeki 7, .J C [n — 1] igin,
. N C
(iQIQekdl)(jQJ Cekd;) C 0,NK,
dir.
Ispat: Herhangi birJ C [n — 1], J # 0 icin I, I nm en kiiciik elemam
olsun. Eger [ = 0 ise, I ile J nin yeri degistirilerek igleme yeniden baglanir
ve eger 0 € I N J ise, [, I nin sifir olmayan en kiiglik elemani olarak yeniden

tanimlanir. Diger durumlarda ise, ispata asagidaki sekilde devam edilir.

ko € ﬂJQekdj ve ky € ‘ﬂIQekdi olsun. Buna gore @ # li¢in
VIS 1€

di<31—1k031k1) =0
O]

n

elde edilir ve boylece s;_1kosiky € NK ~ olur. Buradan, yardimci teorem

4.1.6 geregi
koki = di(si1kosiks € d(NKL)) = d,NK,

elde edilir ve boylece
A N C
(iQIQekdl)(jQJQekd]) C 0,NK,

bulunur.

M; = N Cekd; ve My = N Cekd;
iel jeJ
kisaltmalar1 yapildigi taktirde, onerme 4.1.7,
DAL, JC[n—1] ve TUJ=[n—1]
i¢in,
> MM, C9,NK,

,L"j
halini alir.
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Ornek 4.1.8 n = 2 halini diisiinelim. (sodiy — y) €Cekd; olacak sekilde,
x,y € NK; =Cekdy olsun.

r(sodiy —y) = da(s12((s0y — 519))

dir ve bu Peiffer elemanina karsilik gelir. Bu elemanlarin, her x, y elemanlar:

icin ihmal edilebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,
0,: NKy — NK,
in ¢aprazlanmig modiil olmasidir. Ayrica,
Cekd,Cekdy C 05(NKy)
dir.
OJ
Not 4.1.9 0,(NK,), K,,_1 in bir ideali dir. z,, € NK,, ve z € K,,_; olsun.
w = 8,_,(2)x

tanimlayalim. : <n — 1 icin

d;(w) =0

olur ve boylece w € NK,, ve
d,(w) = zd,(x)

olur ve 20, (z) € 0,(NK,) elde edilir.
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Sonug 4.1.10 K pseudosimplisel cebir ve K’, K ye karsilik gelen n boyutlu
parcalanmig pseudosimplisel cebir olsun. Buradan asagidaki kanonik morfizm

elde edilir.

= = = —
K: Kn anl anQ o KO
= = = —
! l ! !
= = = —
K’: K;l anl/anNKn anQ tee KO
= = = —

O halde K’ agagidaki 6zelligi saglar:
I'UJ = [n—1] olacak sekildeki bog olmayan biitiin (I # J) I,J C [n—1]
indis kiimeleri icin
m—1 m—1\ __
(irgl(;ek d; )(jQJQek d; )=0
dir.

Yiiksek mertebeli caprazlanmig kompleks ciftleri Carrasco ve Cegarra,
[27], tarafindan tanimlanmigtir. Simdi, Arvasi, [39], tarafindan tammlanan
yiiksek mertebeli caprazlanmig kompleks ciftleri ile tiretilen I, tiretecli idealini
aciklayalim.

a = (ipy.c,i) ve B = (Js, .., j1) € S(n) igin @ N B = ) olmak tizere S(n)

den (a, ) ¢iftlerinden olusan bir P(n) kiimesi tanimlanir.

Ca
NK, 40 @ NK, 45 —% NK,

5a®sﬁi Tp

K, ® K, K,

diyagramindan
{Cop  NK;_ 40 @ NK,,_45 — NK, : (o, ) € P(n),n > 0}
seklindeki k-lineer morfizmleri elde edilir. Burada

Sq = Si,...8i  NKp_gq — Ky, sg = 8j,...55 : NKy_ug — K,
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ve

P = Pn-1.-po: Ky — NK,,
7=0,1,...,mn —11icin
pj =1—5;d;

seklinde taniml projeksiyon fonksiyonudur.

w: K, K, — K,
TRy = 1y

ile tanimli carpim doniigimii olup,

Cop(Ta ®ys) = pu(sa ® sp)(Ta @ Yp)
= p(sa(xa)sﬁ(yﬁ))
= (1= sp-1dn-1)-..(1 = S0do)(Sa(Ta)55(ys))

seklinde €' , fonksiyonlar1 tanimlanabilir. Burada #«, o nin igerdigi, #0 ise
[ nin icerdigi eleman sayisidir.

I, ideali ise, 7, € NK,_44 ve yg € NK,_4s3 olmak lizere C, 5(z4 @ yp)
formundaki elemanlar tarafindan iiretilen bir idealdir. Arvasi, [39], yukarida
tanimlanan C|, g iireteg elemanlarimi kullanarak, Moore kompleksi N E olan

bir F simplisel cebiri i¢in
On(NE,) €Y KK, n=234
1,J
oldugunu dolayisiyla
On(NE,) => KK,
1,J

esitliginin dogrulugunu ispatlamigtir.

Simplisel cebirlerde mevcut olan

n+l n _ nt+l _n . .
S; ;=SS 0<1<53<n
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esitligi pseudosimplisel cebirlerde mevcut olmadigindan Moore kompleksi N K

olan bir K pseudosimplisel cebiri i¢in
On(NK,) € MM, n=23,4
1,J
kapsamasinin dogrulugu gosterilemedi.

Bundan dolay1 Arvasi, [39], de ispatlanan, simplisel cebirler igin

On(NE,) => KK, n=234
I,J

esitligi pseudosimplisel cebirler icin dogru degildir. Sadece pseudosimplisel
cebirler i¢in

> MM, €0, (NK,)

1,J

kapsamasi1 mevcuttur.

Teorem 4.1.11 Degismeli cebirlerin c¢aprazlanmig modiillerinin kategorisi,
Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan pseudosimplisel cebirler kategorisine

denktir.

ispat: K Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan bir pseudosimplisel cebir
olsun. P = Ky, M =Cek(dy: K1 — Ky) ve 0 = d; (M ye kisitlanmigi )

alalim. Bu durumda p € P nin m € M iizerine olan etkisi

pm:SO(p)'m

ile veriliyor. Buna gore m, m’ € M icin
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CM1) Apm) = diso(p)-di(m)
= p-dl(m)

= Pa(m)

CM2) (Om),., = (sodym)m/
= (sodym)m’ — mm/ + mm/
= dy((som — sym) sym’) + mm/

= mm

dir. Burada

(som —sym)sym € NKy =0

dir. Boylece, 9 : M — P bir ¢aprazlanmig modiildiir.
Tersine 0 : M — P bir caprazlanmig modiil olsun. P nin M tizerine etkisi
kullanilarak

M x P={(m,p):meM,pe P}

yaridirekt ¢arpimin olusturabiliriz, burada A € A, m,m' € M, p,p’ € P igin
skalerle ¢arpim

A(m,p) = (Am, Ap)

toplam
(m,p)+ (m,p") = (mm’ — p,,, — pm, pp’)

bi¢iminde tanimlidir. Ayrica
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dy = MxP—P
(m,p) —p
di = MxP—P
(m,p) — (Om) +p
dy = P—MxP
p+—(0,p)
homomorfizimleri tanimlanabilir. Ky = P, K; = M x P olsun. Boylece 1 -
yvaniskeletin K! olan bir { Ky, K1} 1 - pargalanmig pseudosimplisel cebiri elde
edilir.
M x P cebiri, M tizerine, P nin M {izerine olan etkisi ve d; homomorfizmi

yoluyla etki eder. Boylece M x (M % P) yaridirekt ¢arpimini elde ederiz ve

dy = Mx(MxP)—MxP

(m,m/,p) — (m’,p)

di = Mx(MxP)—-MxP

<m7m/7p) — <m+m/7p)

dy = Mx(MxP)—-MxP
(m,m’, p) — (m,dm’ + p)

s9 = MxP— Mx(MxP)

(m, p) — (0,m, p)

s = MxXxP— Mx(MxP)

(m, p) = (m, 0, p)
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homomorfizimlerini olusturabiliriz.
Ky =M x (M x P)

olsun. Bu durumda 2 - yaniskeleti K? olan {K, K1, K>} 2 - parcalanmig

pseudosimplisel cebiri elde edilir. 0 ve 1 inci boyutta birim olan tek bir
K? — K!

simplisel déniigiimii meveuttur. K2 nin K' icindeki goriintiisiinii K? ile
gosterelim. K? nin Moore kompleksinin 2 - inci boyutta 0 oldugunu kon-
trol etmek zor degildir. Béylece K2 Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan bir

olan bir pseudosimplisel cebir dir. [

4.2 Pseudo 2 - Caprazlanmis Modiiller

L, M ve P degismeli cebirleri ile P nin M fizerine etkisi, P nin L tlizerine
etkisi ve

{,}  MxM-—L
n - bilineer fonksiyonu ile birlikte

LSMmMSp

kompleksini ele alalim. Eger [,I' € L, m,m',m"” € M ve p € P igin

(1) 0o = 0;

2)  d(m) =p(6) ve O(pm)=p-m;
3)  o{m m’} = (0m),,,, — mm’;

(4) {01,610} =l;

(5)  A{ol,m} + {m,dl} = omy;

aksiyomlar1 saglaniyorsa



79

kompleksine bir pseudo 2 - ¢aprazlanmis modiil denir.

Teorem 4.2.1 Pseudo 2 - caprazlanmig modiiller kategorisi, Moore kom-

pleksinin uzunlugu 2 - olan pseudosimplisel cebirler kategorisine denktir.

Ispat: K, Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan bir pseudosimplisel cebir

olsun. Buna gore pseudo 2 - ¢aprazlanmig modiil yapisini inceleyelim.
P:Ko, M:Qek<d0:K1—>K0)

ve

L= Qek (d() . KQ - Kl) N Qek (d1 . K2 — Kl)
olsun.p € P nin m € M fiizerine etkisi,
Pm = 50 (p) - m

ile, ve p € P nin [ € L iizerine olan etkisi,

Pr = So0So (p) -l

ile tamimlansin. m, m’ € M igin

{m,m’} = (s0 (m) — 51 (m)) (s1 (m"))

olarak verilsin. 0 = d;( M ye kisitlanmig1 ) ve § = dy( L ye kisitlanmis: )
olsun. Bu sekilde elde edilen yapinin pseudo 2 - ¢aprazlanmis modiil aksiy-

omlarim sagladigini gosterelim.

(1) 05(1) =duds (1
= dyd; (1)
=dy (1)
=0 [ € Licin



bulunur
(2) 0(p) =0d(s050(p)-1)
= d> (5050 (p) - 1)
= d800(p)da(l)
= sod1S0(p)da(l)
= so(p)da(1)
= so(p)o(l)
= Ds)
olur.
(3) o{m,m'} =0 (so(m)—s1(m))s:1(m)
=0 (s0 (m) s1 (M) = s1(m)s1(m’))
= dy (so (m) s1 (m') — s1(m)s1(m))
= dy5o (m) dgsy (m') — dasy(m)das(m/)
= sody (m)m’ — mm/
= OMyy — mm/
dir.

(4) {5[, (Sl/} = (Sodg (l - 81d2 l Sldg(ll> — ll/ + ll/

bulunur. Burada

(S()(l) — Sl(l)) Sl(l/) — Sg(ll/) c NKg =0

80
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dir.

(5) {dl,m}+ {m,dl} = (soda(l) — s1dy(1))s1(m)+

+ (50 (m) = s1(m)) s1dal

= (dssol — d3s1l) d3sasy (m) + dzsa(se(m)—

— s1(m))dss1l — sosody(m)l + sgsedy(m)l

= ds[(sol — s1l)s251(m) + s2(so(m) — s1(m))s1l]—
— Sodaso(m)l + sosedi(m)l

= dg[(sol — s1l)s251(m) + s2(s0(m) — s1(m))s1l]—
— dss0So(m)l + sgsodi(m)l

= ds[(sol — s1l)s251(m) + s2(s0(m) — s1(m))s1l—
— s0S0(m)l] + sosody(m)l

= SoS0(dy)l

== 8771[

dir. Burada
(sol — s11)s251(m) + sa2(so(m) — s1(m))s1l — soso(m)l € NK3

dir.

Tersine,



82

bir pseudo 2 - caprazlanmig modiil olsun. Ky = P diyelim P nin M fizerine

etkisini kullanarak Ky = M x P yaridirekt ¢arpimini olugturabiliriz. Ayrica,

dy :MxP—P

(m,p) —p

d :MxP—P
(m,p) — (9m) +p

s9 P—MxP

p+—(0,p)

homomorfizimleri vardir. m € M nin | € L lizerine etkisi
m -l =0m; —{m,dl}

ile verilsin. Bu etkiyi kullanarak L x M yaridirekt ¢carpimini olusturabiliriz.

(m,p) € M x P nin (I,m’) € L x M iizerine etkisi ise
(m7p)(l,m’) = (pl + aml + {m’ m'},pm/ + mm,)
ile verilir. Bu etki kullanilarak,

Ky=(LxM)x(MxP)
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yaridirekt carpimi olugturulabilir. Buna gore
dy : (LxM)x(MxP)— (MxP)

(I,m',m,p) — (m,p)

di : (LXM)x(MxP)— (MxP)

(I,m';m,p) — (m' +m, p)

dy : (LXM)x(MxP)— (MxP)
(I,m',m,p) — (m/,0m + p)

So : (MxP)— (LxM)x(MxP)
(m,p) — (0,0, m, p)

s 1 (MxP)— (LxM)x(MxP)

(m,p) — (0,m,0,p)

homomorfizimleri mevcuttur.
(I,m) € L x M nin I’ € L {izerine
(L,m), =1 +ml
ile verilen bir etkisi mevcuttur. Buradan L x (L x M) yandirekt garpimi
olugturulabilir. Buna gore (m,p) € M x P nin (I,I',m') € L x (L x M)
uzerine
(D) gy = (P04 O, pr + Oy, P + mim’)
ile verilen bir etkisi mevcuttur.
Ayrica (I”;m) € L x M nin (I,I',m’) € L x (L x M) iizerine
" m) gy = (Ml T+ {m, 6U} + {I",6I'}, ml'+
+ "I+ {m,m'}, mm’)
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ile verilen bir etkisi de mevcuttur. Burada son iki etki birlestirilerek(L x M) x

(M x P) nin L x (L »x M) tizerine etkisi elde edilir ve boylece,

Ks=(Lx(LxM))x((LxM)x(MxP))

yaridirekt carpimi olusturulur. Burada,

do

da

S0

S1

52

(LX(LxM))x(LxM)x(MxP))— ((LxM)x(MxP))

<l7 ll? m7 l”? ml? m,/7p) = (l,/7 ml? m,/7p)

(Lx (LxM)x(LxM)x(MxP))— ((LxM)x(MxP))

(l’ll7m’l/l7m/’m/l,p) — (l/ + l//7m +m/7m//7p)

(LXx (LxM))x((LxM)x(MxP))— ((LxM)x(MxP))

(l7 lla m, ll/a m/a mllap) — (l + lla m, m/ + m7p)

(Lx (LxM))x((LxM)x(MxP))— ((LxM)x(MxP))
(LU, m " m/ m"” p) — (1,00 + m, 0" +m’,0m” + p)

(LXM)x (MxP)— (Lx(LxM))x((LxM)x(MxP))
(I,m,m’,p) — (0,0,0,0,1,m,m’,p)

(LXM)x(MxP)— (Lx(LxM))x((LxM)x(MxP))
(I,m,m',p) — (0,0,1,m,0,0,m’, p)

(LXM)x(MxP)— (Lx(LxM))x((LxM)x(MxP))
(l,m,m',p) — (0,1,0,m,0,0,m', p)

homomorfizimleri mevcuttur. K?, {Ky, K1, Ko} 2 - pargalanmig pseudosim-

plisel cebirinin 2 - yaniskeleti olsun, K? ise, { Ky, K1, Ko, K3} 3 - parcalanmig
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pseudosimplisel cebirinin 3 - yaniskeleti olsun.

Buna gore 0, 1 ve 2 inci boyutlarda birim olan tek bir K® — K? simplisel
déniisiimit vardir. K? iin K? icindeki goriintiisii K? ile gosterilsin. K? iin
Moore kompleksinin 3 - boyuttu 0 dir. Buna gore K3, Moore kompleksinin
uzunlugu 2 olanbir pseudosimplisel cebirdir.

Simdi herbir K pseudosimplisel cebirini asagidaki onermeyi saglayacak
sekilde bir U*K — K icine doniisiimii ve K — V*K béliim déniisiimii ile
iligkilendirecegiz.

(M,,d,), K nin Moore kompleksi olsun. Bu durumda U*K
«— Mo — Myis — Cek (Op11) — 00— 0 — - -
Moore kompleksine sahiptir ve VFK
—0—0— Gor (Ogy1) — My — My_q — -+~
Moore kompleksine sahiptir. [J

Onerme 4.2.2 Herhangi bir K pseudosimplisel cebiri i¢in ve k£ > 0 tamsay1si

icin agagidaki sartlari saglayacak sekilde pseudosimplisel cebirlerin bir
0— UK -5 K-S VK — 0
funktorsal kisa tam dizisi mevcuttur.

(i) UFK nm Moore kompleksi, 0,1, ..., k boyutlarmda asikardir ve k + 2
den biiyiik boyutlarda ise K nin Moore kompleksi ile aynidir.

(1) | doéniigimii, n > k 4 1 i¢in homotopi gruplarinin
™ (U'K) = 7, (K)

izomorfizmini indirger.
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(4i7) VFK mim Moore kompleksi k + 2 den biiyiik boyutlarda asikardir ve
k dan kii¢iik boyutlarda ise K nin Moore kompleksi ile aynidir.

Ispat: Ilk olarak K nmn Cosk* (tr*K), k - yan iskeletini olugturalim.
Cosk* (trkK) nin Moore kompleksi

Ok41 9 5
—0—0—C — M, = My — - —5 M,

bi¢imindedir. Burada 0y, i¢ine dontisim, C, 0y ¢ekirdegi ve k dan kiigiik
boyutlarda bu zincir, K nin Moore kompleksi ile cakigiktir. €', K; da bir

ideal oldugundan,
tr*K/C = {Ky, ..., Kj_1, K;,/C}

k - parcalanmig pseudosimplisel cebirini elde etmek icin tr*K yi C' ye bolebiliriz.
Simdi de Cosk* (trkK / C) k - yaniskeletini olugturalim. % dan kiiciik olan

boyutlarda K; — Kj,/C boliim déniigiimiine esit olan bir tek
K —Cosk” (tr*K/C)

simplisel doniisiimii mevcuttur; bu doniigiimiin ¢ekirdegini UFK ile gosterelim
ve K nin Cosk* (trkK / C) icindeki goriintiisiiniide V*K ile gosterelim. Boylece

pseudosimplisel cebirlerin
0—UK—K-—VK—0
kisa tam dizisi mevcuttur, bu homotopi modiillerinin bir
- — T (UFK) —71,(K) — 7, (VPK) —71, 1 (UFK) — - - -
uzun tam dizisini indirger. [

Onerme 4.2.3 K, her n = 0,...,k i¢cin 7,K = 0 olacak sekilde bir pseu-
dosimplisel cebir olsun. Bu durumda F, n = 0,...,k i¢cin F,, = 0 olacak
sekilde ki bir serbest pseudosimplisel cebir olmak tizere bir F ~ K zayif ho-

motopi denkligi mevcuttur.
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Ispat: Onerme 4.2.2 (i) geregi ve pseudosimplisel 6zdeslikler geregi U*K
pseudosimplisel cebiri £ dan kiigiik olan boyutlarda agikardir. Bir model kat-
egorinin (Quillen, [8], bakiniz) (M) aksiyomu geregi F bir serbest pseu-
dosimplisel cebir olmak iizere bir F ~U*K zayif denkligi mevcuttur. Boylece

onermede istenen F olugturulmus olur. [

4.3 Pseudosiplisel Cebirlerin n-Tipleri

Bu boliimde ¢aprazlanmig n - tip kategorisinden pseudosimplisel cebir kate-

gorisine giden bir funktor tanimlanacaktir.

4.3.1 Cat" - Cebirler ve Caprazlanmis n - Tipler

Ellis ve Steiner, [12], cat™ - gruplarmin gaprazlanmig n - tiplere denkligini
gostermigtir.

A bir degigmeli cebir ve 1 <7 < n icin
Sit; : A— A
endomorfizmlerini ele alalim. Eger

t;s; = i s;it; = 1;
5i8; = 8;8; titj =titi, Sit;=1t;s;, 1#]

aa' =0 a € Ceks;, a € Cekt;.

esitlikleri saglaniyorsa, 2n sayidaki
Si, tz A — A

endomorfizmleri ile birlikte A degismeli cebirine bir A cat™ cebiri denir. Cat™
cebirlerin bir ¢ : A — A’ morfizmi ise s; ve t; leri koruyan bir ¢ : A — A’

cebir homomorfizmidir.
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Porter, [38], bir cat! cebirin bir ¢aprazlanmig modiile ve cebirler kate-
gorisindeki bir internal kategoriye denkligini gostermistir.
A C< n >= {1,..,n} i¢in M4 komiitatif cebirlerini ele alalim. Eger
1 €< n > i¢in
i s My — My
homomorfizmleri ve A, B C< n > i¢in

h:MAXMBHMAuB

fonksiyonlar: i¢in agagidaki esitlikler saglaniyorsa bu p; homomorfizmleri ve
h fonksiyonlar: ile birlikte M degismeli cebir ailesine, komiitatif cebirlerin
bir caprazlanmis n - tipi denir, her k € k, a,a’ € My, b,b € Mg, ¢ € Mg,

i,] €E<n>veAC B igin

1) wa =a i¢ A

2) Hifh; @ = Ka

3)  mih(a,b) = h(pa, ;)

4)  h(a,b) = h(u;a,b) = h(a, 1;b) i€ ANB
5)  h(a,d) = ad

6) h(a,b) — h(b,a)

7)) h(a+ad,b) =h(a,b)+ h(d,b)

8) h(a,b+?V) = h(a,b)+ h(a,b)

9) k-h(a,b) =h(k-ab)=hak-b)

10) h(h(a,b),c) = h(a,h(b,c)) = h(b,h(b,c)).

dir. A C<n > igin u,; ve h ler ile birlikte
fa: My — M

komiitatif cebir homomorfizimlerinin ailesine ¢aprazlanmis n -tiplerin bir mor-
fizmi denir. Boyle caprazlanmig n - tiplerin bir kategorisi elde edilir Crs” ile

gosterilir.
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Yardimci teorem 4.3.1 M = {M,y : A C< n >, {y;}, h} cebirlerin bir
caprazlanmig n - kiipii olsun ve ¢ €< n > olsun My, ¢ € A olmak iizere M
nin A ya kisitlamasini ve My, i ¢ A olmak iizere M nin A ya kisitlamasi
olsun. Bu durumda M; ve M, cebirlerin gaprazlanmig (n — 1) kiipleridir ve

p; - My — My ise cebirlerin (n — 1) kiiplerinin bir morfizmidir.

Secilen n tane ideal ile birlikte bir cebire (n + 1) — ad ideali denir ve
(R; L1, ..., I,,) ile gosterilir.
R, idealleri Iy, ..., I,, olan bir ceir olsun A C<n > ve My =N{I;:i € A}

olsun. Eger i €< n > ise, My, M_g; nin bir idealidir.
pi s Ma — Ma_gy

icine doniigiimii (inclusion) tammlansin. Eger A, B C< n > ise,
Mg = MaN Mg

dir, h = My x Mg — Ma,g , MaMp C MM Mp olarak tanimlanmig ¢arpim
ile verilsin, burada a € My ve b € Mp dir.

Bu durumda {My : A C< n >, u,;, h} bir ¢aprazlanmig n - kiiptiir,
buna, degismeli cebirlerin (R; I3, ...,I,) (n + 1) — ad ideali ile verilen i¢ine
caprazlanmig n - kiip denir.

Agagidaki sonug Arvasi ve Porter, [41], den elde edilmigtir.

Onerme 4.3.2 (K:I4, ..., I,,) cebirlerin bir (n+ 1) — ad pseudosimplisel ideali
olsun ve A C< n > ic¢in, p; : My — My_g homomorfizimleri ve, her-
bir seviyeye onceki 6rnegin uygulamasi ile olusturulan pseudosimplisel i¢ine
caprazlanmig n - kiip icinde karsgi gelen doniigiimler vasitasiyla indirgenmis
h - dontigtimleri ile birlikte My = o (Mjeal;) tamimlansin. Bu durumda

{M4: AC<n >, u,;, h} bir ¢aprazlanmig n - kiiptiir.
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[zomorfizim farkiyla, biitiin ¢aprazlanmis n - kiipler bu yolla ortaya cikar.
Gergekte herhangi bir ¢aprazlanmig n - kiip, asikar olmayan bir my homo-
topi modiilii i¢gindeki bir (n + 1) — ad pseudosimplisel idealinden gelen bir 7
pseudosimplisel i¢ine caprazlanmig n - kiipii olarak elde edilebilir.

[42] da Arvasi, Kogak ve Alp, bir E simplisel cebiri igin,
7o (DecE; Kerdy, ..., Kerd, 1)
ile verilen bir
M (—,n)=SimpA lg — Crs"
funktorunun var oldugunu ispatlamislardir. Ayrica
SimpAlg 2 Simp (IncCrs") =% Crs"
olmak tizere
o (M (E7 n)) =M (E7 n)
esitliginide gostermislerdir ve décalage funktoru bir E simplisel cebirinin her-
bir seviyesindeki son yiiz oparatoriinii unutur ve herseyi bir diigiik seviyeye
tagir. Bu décalage funktoru Dec ile gosterilir. Boylece (DecE), = E, 1 dir.
Arvasi ve Porter, [41] dekine benzer sekilde bir K pseudosimplisel cebiri
icin agagidakileri soyleyebiliriz;
M (—,n) = PseudosimpA lg — Crs"
funktoru vardir. Ayrica

PseudosimpA lg 2% Pseudosimp (IncCrs™) ™% Crs®

olmak tizere
To (M (Kv TL)) =M (K7 TL)
saglanir ve décalage funktoru bir K pseudosimplisel cebirinin herbir seviyesin-

deki son yiiz oparatoriinii unutur ve hergeyi bir diigiik seviyeye tasir. Boylece

(DecK),, = K, dir.
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4.3.2 Crs" Kategorisinden PseudosimpAlg Kategorisine

M = (0 : C — R) bir caprazlanmig modiil olsun ve kars: gelen cat!- cebir ise

agagidaki gekilde verilsin; S = C' x R yanidirekt ¢arpimi olugturulsun, bu
(e,r) (") = (rd +71'c+ de,rr')

ile birlikte yaridirekt garpim cebiri bir k - cebirdir. dy (¢,r) = r ve d; (¢,r) =

r 4+ Oc ile tamimlanan iki adet

do
S R
di
homomorfizmi mevcuttur.(Porter, [37],)
Ayrica s : R — S s(r) = (0,r) morfizmide mevcuttur. Bunu bir ig

(internal) kategori yapmak icin ((c,r), (¢,r’)) ikilisi iizerinde bir o birlegke

islemi tanimlanmaktadir. Bu ise
(e,r)o(d,r+dc)=(c+,r)
ile verilir. Bilegke siras:
r @y + e (¢ r40c) r+0(c+d)

bigimindedir. Bu yap1 dontigiimlerinin tamami & - cebir morfizmidir, boylece
Alg, k - cebirlerin kategorisi i¢inde bir i¢ (internal) kategori olugturur. Bu
kategorinin siniri(nerve) bilinen yolla olugturulabilir.

Koselerinin kolleksiyonu, kategorinin objelerinin bir cebiridir, bu cebir R
ile gosterilsin ve bunun n - simpliselleri oklarin n - lileridir. Biitin yiiz ve
dejenere dontigiimlerin cebir homomorfizmi oldugu ve bu sinirin bir pseu-

dosimplisel cebir oldugu kolayca kontrol edilebilir. Bu pseudosimplisel cebiri

H (M) = (Hy, di, s;)
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ile gosterilsin. Verilen bir M = (C, R, 0) gaprazlanmig modiilii i¢gin bu pseu-

dosimplisel cebirin yapisi,

H, =Cx(Cx(..(CxR)..)) Cninn kopyas
do (cpy.ye1, ) = (CpyewryCo, 7+ Ocq)

d; (Cpy ..oy C1,7) = (Cpy ey Cit15 Ciy oeny C1,T) 0 <1i<nigin
dy (CryeoeyC1,7) = (Cpo1y ey C1,7)

Si(Cn-t1s.yc1,7) = (Cn=1y ., 0, ooy c1, 1) 0<j<n-1

ile verilir, burada M nin birim elemani (j + 1) inci durumda ortaya gikar.

Eger M bir gaprazlanmig n - kiip ise, bir n- pseudosimplisel cebir elde
etmek igin M ye karsilik gelen cat™ - cebirinin n - bagimsiz kategori yapist
kullanilabilir, bir pseudosimplisel cebir elde etmek i¢in ise, bilinen iglem olan
diagonal funktoru kullanilir.

Crs™” kategorisinden PseudosimpA lg kategorisine olusan funktoru H ™
ile gosterelim.

Bu sinir funktorunun davranigini incelemek igin bazi basit ¢rnekler in-
celeyelim. Her bir durumda M = (0 : C' — R) bir ¢aprazlanmig modiil olsun.

(1) Eger C' = 0 ise, M sadece bir R cebiridir, bu durumda kargilik ge-
len ig(internal) kategori ayriktir ve H (M) sabit K (R,0) pseudosimplisel ce-
birdir. Yani biitiin boyutlar R, ve tiim yiiz ve dejenere doniigiimler R nin
birim doniigtimleridir.

(it) Eger R = 0 ise, M, C modiiliidiir ve H (M), C' nin kopyalarimin
bir n - li toplam ile n boyutta verilir. Bir Moore kompleksin incelenmesi
H (M) nin bir K (C,0) oldugunu gosterir ve 7 (H(M)) = C ve i # 1 igin
m; (H(M)) dir.

Diger orneklere bakmadan once sunu belirtelim, eger

0—-Myg—M; —- Myg—0
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caprazlanmig n -kiiplerin bir tam dizisi ise,

pseudosimplisel cebirlerin bir tam dizisidir.

(7ii) Eger 0 : C'— R bir idealin igine doniigiimii ise,

C—C 0
|
C—=R——=R\C

bir tam dizisi oldugu i¢in, H (M), H (C, C, =) fibresi ile birlikte bir K (R/C, 0)

tizerine izdiigen olarak elde edilir. Son pseudosimplisel cebir,

5_1(Cn-1, €1, ¢0) = (Cn-1, -, €1, C0, 0)

ile verilen bir ekstra dejenere ye sahiptir. Boylece H (M), K (R/C,0) a dogal
homotopi denktir.(Yani, H (M) — K (R/C,0) bir triviyal fibrasyondur.)
Bu ornekleri kullanarak, genelde H (M) nin homotopi tipi iizerine bilgi

kazandirabiliriz.
Cekd — C —= Goro
| oo
0 R R

kisa tam dizisini ele alalim, buradan,
H (M) - H(M) — H (M)

kisa tam dizisi elde edilir. Burada My = (Cekd — 0), My = (Gérd — R) dir.
Hesaplamalar sonucunda H (M) & K (Cekd, 0) ve H (My) ~ K (R/Gord, 0)
elde edilir. Hem homotopi denklikleri hemde izomorfizimler dogal doniigiim-

lerdir.
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Simdi de

caprazlanmig karesini ele alalim. Heriki yondeki sinir funktorunu kullanmak

H,, = (L x N)? x (M? x R)

ile verilen (H,,) bisimplisel cebirini verir. Burada L X L x ... X L (p- kez )
icin LP yazilmigtir.

Bu bisimplisel cebir, diagonali olarak H?) (M) ye sahiptir. Béylece,
H® (M) nin homotopi modiillerini incelemek icin spektral dizi teknikleri
kullanmilabilir. Fakat bu metodlar burada yeteri kadar iyi sonu¢ vermez, bu-
rada, bir boyutta gérdiigiimiiz fibrasyon dizisi, tam dizi metodlar1 daha kul-
lanmighdir.

Simdi,

M (—,n) : PseudosimpA lg — Crs"
ve

H : Crs"™ — PseudosimpAlg.

funktorlar1 elde edilmis olur.

Onerme 4.3.3 Eger K bir pseudosimplisel cebir ise ve n > 0 ise, biiziilebilir
¢ekirdegi ile birlikte, bir
HM (K,n) — t, K

epimorfizmi mevcuttur.
ispat: n = 0 i¢in
HM (K, 0) = ™0 (K) = to}K

olup agiktir.
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n = 1 i¢in ise,

Cekd)
M(K,1) = [ =% %
(K, 1) (Qekdé(}ekd} e

olup

NK
(hK), = Vi

elde edilir. Boylece bu hal i¢cin HM (K, 1) den ¢;K ya bir izomorfizim

X So (Ko)

vardir. Bu sekilde 0 ve 1 boyuttaki izomorfizimler yiiksek boyutlara dejenere
donitigtimleri yardimiyla genigletilebilirler.
Daha sonraki kullanim i¢in, M (K, 1), ¢aprazlanmig 0 - kiiplerin bir gap-

razlanmig modiilii olarak ayrim(split up) yapilabilir, bunu
py : M (tg E,0) — M (g DecK, 0)
ile gosterelim. Burada
f, : M(E,n—1) — M (DecK,n —1)

genel durumu gereklidir. Boylece tiimevarim ilkesi ile ¢aprazlanmig modiil

yapisi ile uyumlu olan ve biiziilebilir bir ¢ekirdege sahip olan bir
HOM (K,n—1) — t, 1K (4.1)

dogal epimorfizminin varhgi elde edilir.

H™1) in (4.1) durumuna uygulanmas ile

HUM (E,;n—1) = b1 &

| l

HYM (DecK,n — 1) —tn—11DecK
diyagrami elde edilir. Burada yatay dontigiimler asikar fibrasyonlari, dikey

dontigtimler ise ¢aprazlanmig modiilleri verir.
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Simdi bu caprazlanmig modiil yapilarinin sinirini ele alalim. Bu, bisim-
plisel cebirlerin bir déniigiimiinii verir. Diagonalin sol tarafi K (™M (K,n) yi
verir. Sagdaki bisimplisel cebirden ise agagidaki diyagram elde edilir. (diigiik

boyutlarda)

— 0L

EQNEQNKgH'EQNKy):;Kg

El NE1NK24>E1 NKQ:;KQ

_

_—

E1 NE1><1K1*>E0>4K1:>>K1

Kn = n—1 X anl

ayrigimi (decomposition) kullanilarak

R

EQNEQX]EQNKQHElﬂElNKl:;E()NKO

_

elde edilir. Ayrica tim d; ve s; lerin agik tanimlarimi vermek ve bu pseu-
dosimplisel cebirden ¢, K ya ( t,—11E x t,_11DecK ya izomorfik) bir siplit
epimorfizmi bulmak kolaydir. Bu epimorfizmin c¢ekirdegi tim e; € F, ol-
mak tizere tim (e,,..., e, 0) lardan olusan, n boyuttaki alt pseudosimplisel

cebirdir. Ekstra dejenere

S_1 (eny ..y €0,0) = (So€n, ..., So€o, 0,0)
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bu c¢ekirdek tlizerine dogal bir biiziilme olarak etki eder.
M,, : PseudosimpA lg — PseudosimpA Ig (IncCrs")

funktoru i¢inde benzer bir sonug vardir. Arvasi ve Porter, [41], dekine benzer

sekilde tanmimh OM,, = Id olacak sekilde bir
Q : PseudosimpA lg (IncCrs"™) — PseudosimpA Ig
funktoru mevcuttur.
H™ : Crs® — PseudosimpA Ig
funktorunu kullanarak
sH™ : Pseudosimp (IncCrs") — BisimpA Ig

elde edilir ve boylece bisimplisel cebirlerden pseudosimplisel cebirlere giden

diagonal funktordan elde edilen bir
D™ = diagsH™
funktoru elde edilir. (Artin ve Mazur, [22],) O

Onerme 4.3.4 Bir
D™ 5 Q

dogal epimorfizmi mevcuttur. Oyleki, M caprazlanmig n - kiipiin herhangi

bir pseudosimplisel i¢ine dontigiimii i¢in
DM — QM

bir biiziilebilir ¢cekirdege sahiptir. Ozel olarak herhangi bir K pseudosimplisel
cebiri icin D™ M,, (K), K ya homotopi denktir.
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ispat: n = 0 i¢in agktir. n = 1 i¢in dikkat edilecek 6nemli nokta,
sudur; Eger C'; R nin bir ideali ise 0 : C — R i¢ine doniigtimi ile birlikte,
H(C,R,0),
H(C,C,=) - H(C,R,0) >H(0— R/C)

tam dizisini saglar. Boylece ¢, biiziilebilir ¢ekirdege sahip bir epimorfizimdir.
Bunun bir pseudosimplisel i¢ine ¢aprazlanmig M modiiliine uygulanmast ile,

bisimplisel cebirlerin bir
H (M) —H(0— Q(C))

epimorfizmi elde edilir.

H (0 — Q(C)) bir sabit pseudosimplisel cebir oldugundan,
D™ (0 - Q(C)) = Q(C)

dir. ¢ nin c¢ekirdegi iki yontinden biri iginde biiziilebilirdir ve boylece bir
biiziilebilir pseudosimplisel cebir bulunur.

M bir pseudosimplisel i¢ine ¢aprazlanmig n - kiip ise, n - inci yon
f = M1 — Mo

modiliini ele alarak

M) —— M, 0

]

M M, Coker p,,

Hn

biciminde bir tam dizi olusturulabilir. H™ tam oldugu icin D™ de tamdur.
Boylece
D™ (C) — D™ (0 — Coker p,,)

dogal biiziilebilir ¢ekirdege sahip bir epimorfizimdir.
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Buna ragmen
D™ (0 — Coker pi,) = D™V (Coker p,,)

dir ve Coker u,, pseudosimplisel i¢ine gaprazlanmig (n — 1) kiiptiir. Hiotez-
den, D"V (Coker y1,) den Q (M) ye giden dogal déniisiim dogal olarak
biiziilebilir bir cekirdege sahip bir epimorfizimdir. Béylece D™ (M) den
Q (M) ye bilegkede biiziilebilir ¢ekirdege sahiptir. O
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