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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, kategori, funktor, R-cebir, R-
kategori, R-cebiroid, R-funktor, altcebiroid, c¢ift yonlii ideal, boliim cebiroidi, cebiroid-
lerin birbirine etkisi ve cebiroid modiilleri gibi kavramlarin tanimlari ve temel Ozellikleri
verilmistir. Ikinci boliimde, R-cebiroid on-caprazlanmis ve caprazlanmis modiilleri, temel
ozellikleri, bir on-caprazlanmis modiiliin Peiffer ideali ve Peiffer ideali ile bir 6n-caprazlanmis
modiilden ¢aprazlanmis modiil elde edilisi yer almaktadir. Ugiincii boliimde, R-cebiroid serbest
modiilleri, R-cebiroid serbest On-caprazlanmis ve caprazlanmis modiilleri, R-cebiroid geri
cekme ¢aprazlanmis modiilleri ve R-cebiroid indirgenmis caprazlanmis modiilleri incelenmigtir.
Dordiincii boliimde, iki R-cebiroidin serbest carpimi ve iki R-cebiroid ¢aprazlanmis modiiliiniin

es carpimi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler:  R-cebiroid, R-funktor, R-cebiroid modiilleri, R-cebiroid On-
caprazlanmis modiilleri, R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilleri, R-cebiroid serbest modiilleri, R-
cebiroid serbest caprazlanmis modiilleri, R-cebiroid geri ¢ekme caprazlanmis modiilleri, R-
cebiroid indirgenmis ¢aprazlanmis modiilleri, iki R-cebiroidin serbest ¢arpimi, iki R-cebiroid

caprazlanmis modiilliiniin es ¢carpimu.



Vi

SUMMARY

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the definitions and basic properties
of subjects such as category, functor, R-algebra, R-category, R-algebroid, R-functor, subalge-
broid, two sided ideal, quotient algebroid, the action of an algebroid on another algebroid and
algebroid modules are given. In the second chapter, pre-crossed and crossed modules of R-
algebroids, their basic properties, the Peiffer ideal of a pre-crossed module and the construction
of a crossed module from a pre-crossed module by Peiffer ideal are examined. In the third
chapter, free modules of R-algebroids, free pre-crossed and crossed modules of R-algebroids,
pullback crossed modules of R-algebroids and induced crossed modules of R-algebroids are
examined. In the fourth chapter, free product two R-algebroids and coproduct of two crossed

modules of R-algebroids are examined.

Keywords: R-algebroid, R-functor, modules of R-algebroids, pre-crossed modules of R-
algebroids, crossed modules of R-algebroids, free modules of R-algebroids, free crossed mod-
ules of R-algebroids, pullback crossed modules of R-algebroids, induced crossed modules
of R-algebroids, free product of two R-algebroids, coproduct of two crossed modules of R-

algebroids.
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BOLUM 0

ONSOZ

0.1 Giris

Caprazlanmis modiiller temel cebirsel yapilardan biri olup, ¢aprazlanmis modiil kavram ilk
olarak J. H. C. Whitehead, [30], [31], tarafindan tanimlanmistir. Whitehead, relatif homotopi
gruplarinin cebirsel yapilari lizerine yaptig1 calismasinda caprazlanmig modiillere yer vermistir.
Caprazlanmig modiillerin homotopi teori, gruplar iizerinde homoloji ve kohomoloji, cebirsel
K-teori, devirli (cyclic) homoloji, kombinator grup teori ve diferansiyel geometri olmak iizere
matematigin bir cok alaninda 6nemli rolii vardir. Bu konuda yapilan 6nemli ¢alismalardan

bazilar [8], [10], [11], [24] ve [28] de bulunabilir.

Asosyatif ve degismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil kavrami, M. Gerstenhaber,
[13], A. S.-T. Lue, [18], S. Lichtenbaum - M. Schlessinger, [17], R. Lavendhomme and J.
Roisin’in, [16], ¢calismalarinda karsimiza cikar. Lie cebirlerinin ¢caprazlanmig modiilleri C. Kas-
sell and J. L. Loday tarafindan [15] de incelenmistir. Z. Arvasi ve T. Porter [3], [4], [5],[6] ve
[25] deki ¢alismalarinda degismeli cebirler i¢cin ¢aprazlanmis modiillerle ilgili 5nemli sonuglar
elde etmiglerdir. T. Porter [26] da interest C kategorisinde ¢aprazlanmis modiilleri ve [27] deki
calismasinda Koszul komplekslerle ¢aprazlanmis modiiller arasindaki iligkileri incelemistir. G.

J. Ellis [12] de yiiksek boyutlu cebir caprazlanmig modiillerini incelemistir.

Gruboidlerin gruplara gore daha genel bir yap1 olmasi gibi ([9], [14]), cebiroidler de cebir-
lere gore daha genel bir yapidir. Bir R-cebiroid ¢ok objeli bir R-cebir, ya da bir R-cebir tek ob-
jeli bir R-cebiroid olarak diisiiniilebilir. R-cebiroidin kategoriksel olarak ilk tanim1 B. Mitchell,
[20], [21], [22], tarafindan * herbir homseti bir R-modiil yapisina sahip olan ve kompozisy-
onu R-bilineer olan kiiciik kategori” bi¢iminde yapilmis ve Mitchell bu yapi iizerinde ilging
sonuclar elde etmistir. Mitchell’in bu tanim1 ve R-cebiroidlerin temel 6zellikleri bu ¢alismanin

ilk boliimiinde ayrintilariyla verilmistir.

G. H. Mosa [23] de R-cebiroid ¢aprazlanmis modiil tanimin1 vermis, bazi1 6zelliklerini
incelemis ve double R-cebiroidler ile R-cebiroid caprazlanmis modiilleri arasindaki iligkileri
ele almistir. On-caprazlanmis modiillerden caprazlanmis modiil elde etmek grup ve grupoidler

icin ne kadar 6nemli ise cebir ve cebiroidler i¢in de o derece Onemlidir. Nizar [29] da R-cebir



caprazlanmis modiillerinin es-¢arpimini olustururken, 6n-¢aprazlanmig modiil 6zelligi tasiyan
bir cebir morfizminden bir caprazlanmig modiil elde edebilmek i¢in Peiffer idealini kullanmagtir.
Biz de, bu ¢alismanin ikinci boliimiinde R-cebiroid on-caprazlanmis modiilleri i¢in Peiffer cift
yonlii idealini olusturup, bu ideali kullanarak bir R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilii elde ettik.
Buna gore eger M =(u: M — A), PXAlg(R) de bir 6n-¢aprazlanmig modiil ise tm = sm’

kosulunu saglayan her m,m’ € M i¢in
/
[m,m']; = m" —mm' ve [mm]y = *"'m' —mm'

bigimindeki elemanlara m ile m’ niin Peiffer komutatorleri denir. M (x,y) nin [M,M], (x,y) =
{[m,m']1,[m,m]2 : m,m' € M, x = sm, tm = sm’, rm’ =y} kiimesinin elemanlar1 tarafindan
iiretilen alt grubu [M,M](x,y) ile gosterilirse ikinci boliimde gosterecegimiz iizere
[M,M] (x,y) bir R-modiil olup [M,M] = {[M,M] (x,y) :x,y € Ap} R-modiiller ailesi M
nin Peiffer ideali adi verilen ¢ift yonlii bir idealidir. Boylece M = ﬁ =

{ﬁ (x,y) = % IX,y E Ao} olmak tizere u“" morfizmi

us M — A
m +— u'm=um

biciminde tanimlanirsa M =(u" : M — A) bir ¢aprazlanmig modiil olur.

On-caprazlanmis modiilden Peiffer ideali ile caprazlanmis modiil elde edilisi
f{:r : Mcr — M/Cr
m o fi'm=fim

olmak tizere

(—)": PXAlg(R) — XAlg(R)
M — M
f:(flvfz) — fcr:( fr7f2)

bi¢ciminde bir funktor olusturur. Bu funktor i: XAlg(R) — PXAlg(R) gomme funktorunun
sol-ek’idir. Boylece (—)' funktoru PXAlg(R) kategorisindeki ¢arpimlart korur. (—)" nin bu
ozelligi dordiincii boliimde iki R-cebiroid caprazlanmig modiiliiniin es-¢arpimini elde ederken

kullanilmustir.

Uciincii boliimde R. Brown, P. J. Higgins ve R. Sivera’min [10] da gruplar ve gruboidler
tizerine ele aldiklar1 ¢alismalar model alinarak sirasiyla R-cebiroid serbest modiilleri, serbest

on-caprazlanmis ve caprazlanmig modiiller, geri gekme caprazlanmis modiilleri ve indirgenmis



caprazlanmis modiiller incelenmistir. Ilk olarak K herhangi bir kiime ve A herhangi bir R-
cebiroid olmak iizere ® : K — Ay X Ap biciminde tanimli tiim fonksiyonlarin objelerini
olusturdugu Setsp/Alg(R) kategorisi ve sabit bir A R-cebiroidi igin Setsy/ (Alg(R)/A) kat-
egorisi tanimlanmustir. Sonra Setsp/ (Alg (R) /A) kategorisinin bir @ : K — A x Ao objesi
lizerinde serbest R-cebiroid A-modiilii, F (®), tanimlanip her k € K ve ta = 01k ve sa’ = myk
kosulunu saglayan her a,a’ € A i¢in aka' seklindeki iirete¢ elemanlariyla F(®) nin ingaasi

yapilmistir.

Ardindan K herhangi bir kiime ve A herhangi bir R-cebiroid olmak iizere K dan A ya
tanimli fonksiyonlarin objelerini olusturdugu Sets/Alg(R) kategorisi ile sabit bir A R-cebiroidi
icin Sets/ (Alg (R) /A) kategorisi tanimlanmugtir. Sonra Sets/ (Alg (R) /A) kategorisinin bir @ :
K — A objesi tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid 6n-¢aprazlanmig A-modiilii, Fp (®) =
(0 : Fp(®w) — A), tammlanmustir. Fp (®) nin ingaasi i¢in, ® : K — A fonksiyonu tarafindan
indirgenen w4, : K — A X A fonksiyonu iizerine serbest F(wa,) A-modiilii, Fp (®) olarak
almip Fp (@) den A ya

0: Fp(w) — A
akd  — 0(akd)=a(wk)d
biciminde tanimlanan © fonksiyonun etki koruyan bir R-cebiroid morfizmi oldugu
gosterilmigtir. Sonra da elde edilen Fp (®) = (6: Fp(®) — A) 6n-caprazlanmis modiiliiniin

serbest On-caprazlanmig modiil kosullarini tagidig1 gosterilmistir.

Daha sonra, Sets/(Alg(R)/A) kategorisinde serbest caprazlanmis modiil tanimlanip
ingaas1 ayni kategoride elde ettigimiz serbest dn-gaprazlanmig modiile (—) funktoru uygu-

lanarak gerceklestirilmisgtir.

M. Alp “Pullback crossed modules of Algebroids” isimli, [1], calismasinda R-cebiroid geri
cekme ¢aprazlanmig modiil yapisini tanimlamistir. Biz de bu ¢alismada M. Alp’in R-cebiroid
geri cekme caprazlanmis modiilii i¢cin yapti§1 tanimi biraz daha genisletip, elde edilen geri
cekme ¢aprazlanmig modiiliiniin evrensellik 6zelligini tagidigin1 gosterdik. Buna gore f: A —
B bir R-cebiroid morfizmi, N = (1 : N — B) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiilii, N x r A
kiimesi N x A nin fa = mn esitligini saglayan tim (n,a) ikililerinin olusturdugu alt kiimesi
ve bu kiimeye ait herbir (n,a) ikilisinin kaynak ve hedefi s(n,a) = sa ve t (n,a) = ta olmak
lizere her x,y € Ag i¢in f*N(x,y) = {(n,a) e NxsA:s(n,a) =xvet(n,a) =y} bi¢iminde,
F*N={f"N(x,y) : x,y € Ao} bigiminde ve 1 - morfizmi

(n,a) — a



biciminde tanimlanirsa f*N = (n po f*N—>A) bir c¢aprazlanmig modiil olur.  Bu

caprazlanmig modiile N nin f iizerinden geri ¢ekme ¢aprazlanmig modiilii denir.

Bu boliimde son olarak R-cebiroid indirgenmis ¢caprazlanmis modiilleri incelenmistir. Buna
gore f : A — B bir R-cebiroid morfizmi, N = (n: N — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmis
A-modiilii, Fp(fn) = (0:Fp(fn) — B) N lizerine fm tarafindan belirlenmis serbest 6n-
caprazlanmig B-modiilii ve Fp (f1) nin

blnlbllbznzb’z — (bl (fT]nl ) bllbz) ”219/2
binibybanab — biny (byba (fmnz) b))
bnb' +bnib' —b(n+ny) b’

b(“n)b' = (b(fa))nb'

b <na> b —bn((fd') V)

(r-b)nb' —b(r-n)b
bn(r-b')—>b(r-n)b

formatindaki tiim elemanlarin tirettigi ¢ift yonlii ideali I olmak tizere 1, morfizmi

Ny, : f*N:—FP(If”) — B
bnb’ — b((M)n)b

biciminde tanimlanirsa f, N = (T] £ N — B) bir ¢aprazlanmis modiil olur. Bu ¢aprazlanmig

modiile N den f ile indirgenmis ¢aprazlanmig modiil denir.

Ayrica bu kisimda f : A — B bir R-cebiroid morfizmi ise f, : XAlg(R)/A — XAlg(R)/B
indirgenmis c¢aprazlanmis modiil funktorunun, f* : XAlg(R)/B — XAlg(R)/A geri ¢ekme

caprazlanmis modiil funktorunun sol-eki oldugu da ispatlanmistir.

Dordiincii boliimde, A sabit bir R-cebiroid olmak iizere, iki R-cebiroid caprazlanmis A
modiiliiniin es-¢arpimi, biri R-cebiroidlerin serbest carpimindan biri de R-cebiroidlerin yar1 di-
rekt ¢arpimindan olmak iizere iki ayr1 sekilde elde edilmistir. ilk olarak R. Brown’in [7] de
gruplarin serbest ¢arpimi i¢in kullandigr metot model alinip, obje kiimeleri ayni1 olan iki R
cebiroidin serbest carpimi indirgenmis kelimeler kullanilarak tanimlanmistir. Daha sonra R.
Brown, P. J. Higgins ve R. Sivera’nin [10] da grup caprazlanmig P-modiillerinin es-¢arpimi
icin yaptiklar1 calismalardan yola cikilarak iki R-cebiroid ¢aprazlanmig A modiiliiniin eg-
carpimu elde edilmigtir. Buna gore M =(u: M — A) ve N=(n: N — A) birer R-cebiroid

caprazlanmis A-modiilii ve M x N, M ile N nin serbest carpimi olmak iizere y* 1 morfizmi

uxn:MxN — A
m > (uxn)m=pum
n — (uxm)n=mnn



biciminde tanimlanirsa M+N = (uxm:M*xN — A) bir On-¢aprazlanmig modiil olup,
PXAlg(R)/A kategorisinde M ile N on-¢aprazlanmig modiillerinin es-carpimidir. Bdylece
MxN ye (=) funktoru uygulanarak XAlg(R)/A kategorisinde M ile N c¢aprazlanmisg

modiillerinin es-carpimi elde edilir.

Ikinci olarak N. M. Shammu’nun [29] da R-cebir ¢aprazlanmig modiillerinin es-¢arpimini
R-cebirlerin yar1 direkt carpimindan elde ettigi metoda benzer sekilde, R-cebiroid caprazlanmig
modiillerinin es-¢arpimi R-cebiroidlerin yar1 direkt ¢carpimindan da elde edilmistir. Buna gore
M=(u:M— A) ve N=(n: N — A) birer R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii ve M x N, M

ile N nin yar1 direkt ¢arpimi olmak iizere u x 1 morfizmi

uxn: MxN — A
(m,n) +— (uxm)(m,n)=um+nn
bi¢iminde tanimlanirsa M X N = (M x N — A) morfizmi bir dn-¢aprazlanmig modiil olup
PXAlg(R)/A kategorisinde M ile N on-¢aprazlanmig modiillerinin es-¢arpimidir. Boylece
(M x N)' caprazlanmig modiilii XAlg(R)/A kategorisinde M ile N ¢aprazlanmig modiillerinin

es-carpimi olur.

Bu boliimde son olarak (M xN)" ile (M x N)“ caprazlanmig modiillerinin izomorfik

oldugu gosterilmistir.

0.2 Tezin Yapisi

Birinci boliimde, kategori, funktor, R-cebir, R-kategori, R-cebiroid, R-funktor, altcebiroid,
cift yonlii ideal, boliim cebiroidleri, cebiroidlerin birbirine etkisi ve cebiroid modiillerinin
tanimlar1 ve temel ozellikleri verilmistir. Ikinci boliimde, R-cebiroid on-caprazlanmis ve
caprazlanmis modiilleri, temel 6zellikleri, bir 6n-¢aprazlanmis modiiliin Peiffer ideali, Peif-
fer ideali ile bir 6n-caprazlanmis modiilden ¢aprazlanmig modiil elde edilisi ve (—)" funk-
toru incelenmistir. Ugiincii béliimde R-cebiroid serbest modiilleri, serbest on-¢aprazlanmus
ve caprazlanmis modiilleri, geri cekme caprazlanmig modiilleri ve indirgenmis ¢aprazlanmig
modiilleri incelenmigtir. Dordiincii boliimde, iki R-cebiroidin serbest ¢arpimi ve iki R-cebiroid

caprazlanmig modiiliiniin es-¢arpimi incelenmistir.



BOLUM 1

Cebirden Cebiroide

1.1 Giris

Bu boliimde, ¢aligmamizin temelini olusturan cebiroid kavramini, temel 6zelliklerini ve
cebirden farkini inceledik. Bu ¢alismada cebir yerine cebiroidi tercih etmemizin sebebi ce-
biroidin cebire gore daha genel bir kavram olusudur. Asagida da tanimlarini verdigimiz lizere
bir cebiroid cok objeli bir cebir olarak ya da tersine bir cebir tek objeli bir cebiroid olarak kabul

edilebilir.

R degismeli birimli bir halka olmak iizere bu bdliimde inceledigimiz temel kavramlar
sirastyla kategoriler, funktorlar, R-cebir, R-kategori ve R-funktor, R-cebiroid, altcebiroid, ¢ift
yonlii ideal, boliim cebiroidleri, cebiroidlerin birbirine etkisi ve cebiroid modiilleri olup katego-
riler ve funktorlar i¢in R. Brown, [7] , ve Maclain’in, [19], R-kategori, R-cebiroid ve R-funktor
icin B.Mitchell, [20], [21], [22], S. M. Amgott, [2], ve G. H. Mosa’nin, [23], tanimlamalarini
kullandik.

1.2 Kategoriler ve Funktorlar

Tanim 1.1 [7], Bir C kategorisi
1. ‘C nin objelerinin smifi’ ad1 verilen ve Ob (€C) = Cy ile gosterilen bir simiftan,

2. Ob(C) deki her x,y igin, elemanlarina x den y ye morfizmler adi verilen bir C(x,y)

kiimesinden,

3. Ob(C) deki her x,y,z i¢cin kompozisyon ad1 verilen ve

x: C(x,y)xC(y,z) — C(x,2)
(¢,c) —  'xc

bi¢iminde € (x,y) nin her ¢ morfizmi ile C(y,z) nin her ¢/ morfizmi i¢in € (x,z) de bir ¢/ x ¢

morfizmi veren bir ikili islemden olusur ve bu verilenler asagidaki aksiyomlar1 saglar:



C1. (Asosyatiflik) Her ¢ € C(x,y), ¢’ € C(y,z) ve ¢ € C(z,t) i¢in
C”*(C/*C):(CN*C/)*C
dir,

C2. (Birimlerin varlig1) Ob(C) deki her x i¢in C(x,x) de bir e, = idy = 1, eleman her
c € C(w,x) ve ¢’ € C(x,y) i¢in

/ /
lyxc=c ve c'xly=c
olacak bicimde mevcuttur.

Not 1.2 1. Her x,y objesi ig¢in C(x,y) ye € nin bir homseti denir ve Hom (x,y) ile de

gosterilebilir.

2. Tim homsetlerin bilesimi, yani € nin tiim morfizmlerinin kiimesi Mor (C) = C; ile

gosterilir.
3. Farkl (x,y) ikilileri i¢in € (x,y) ler ayriktir.
4.c € @ ise ¢ € C(x,y) olacak bicimde x, y objeleri mevcut demektir.
5.c€C(x,y) ise bu durumdac:x — yyadax 5y yazilabilir.

6. Eger ¢ € C(x,y) ise x e ¢ nin kaynagi denir ve sc = x ile gosterilir. Ayni sekilde y ye de ¢

nin hedefi denir ve ¢ = y ile gosterilir. Boylece
s,t : Mor (€) — Ob (C)

biciminde iki morfizm elde edilmis olur.

7. Her x objesi i¢in e, = id, = 1, morfizmi biriciktir. Karisiklik olmadig: siirece ey, id, ve

1, yerine e, id ya da 1 yazilabilir.

8. Bu calisma boyunca ¢cogu yerde, herhangi bir anlam karmasasi yoksa, ¢ € € yerine c € C

yazilacaktir.

Kategorinin tanimi yonlendirilmis graf yardimi ile de verilebilir:



Bir C yonlendirilmis grafi bir Cy objeler kiimesi, bir C; morfizmler (oklar) kiimesi ve
Cy % Co fonksiyonlarindan olusur. s ile ¢ ye sirasi ile kaynak ve hedef fonksiyonlar1 denir

ve C yonlendirilmig grafi bu fonksiyonlarla birlikte € =(C, Cy,s,¢) ile gosterilir. Ayrica her
x,y € € i¢in C(x,y)={c € €| : sc = x,tc = y} kiimesine € nin bir homseti denir. ¢,¢’ € €,
icin tc = sc’ ise ¢ ile ¢’ ne bilegkesi alinabilir morfizmler denir ve € nin bileskesi alinabilir

morfizmlerinin kiimesi C; x¢, C; ile gosterilir. Yani € x¢, €1 = {(c,c’) : tc = s} dir.

C =(Co, Cy,s,t) bir yonlendirilmis graf olsun. € ye ‘birim’ ad1 verilen bir

e: C — €
X +— ex=ey

fonksiyonunu ve kompozisyon adi verilen bir

* (‘31X@061 — 61
(c,d)  +—— (xc

fonksiyonu ekleyelim. Eger bu fonksiyonlar her x € C, ¢ € € ve (c,c’),(c/,c”) € €1 x¢, C
icin

(se)x = (te)x=x

s(cd"x¢c)=sc, t( xc) =t

€k C=C*ese=C

4. "x("xc)=("*)*c

W=

kosullarini sagliyorsa bu fonksiyonlarla birlikte C ye bir kategori denir ve C =(Cy, Cy,s,t,¢e,%)

ile gosterilir.

Ornek 1.1 1. Set kategorisi objelerini tiim kiimelerin ve morfizmlerini tim fonksiyonlarm

olusturdugu kategoridir.

2. Gr kategorisi objelerini tiim gruplarin ve morfizmlerini tiim grup homomorfizmlerinin

olusturdugu kategoridir.

3. Ab Kkategorisi objelerini tiim abelyan gruplarin ve morfizmlerini abelyan gruplar

arasindaki tiim grup homomorfizmlerinin olusturdugu kategoridir.

4. Top kategorisi objelerini tiim topolojik uzaylarin ve morfizmlerini topolojik uzaylar

arasindaki tiim siirekli doniigsiimlerin olusturdugu kategoridir.

Ornek 1.2 Bir grup tek basina tek objeli bir kategoridir. Grup elemanlar1 bu kategorinin mor-

fizmlerini olusturur.

Tanmim 1.3 Eger Ob (C) bir kiime ise C ye bir kiiciik kategori denir.



Tanim 1.4 C ve D birer kategori olsun. Eger

1. D nin her objesi C nin de bir objesi,

2. D nin her x,y objesi i¢in D (x,y) C C(x,y),

3. D deki morfizmlerin kompozisyonu € dekilerle ayni,

4. D nin her x objesi i¢in D (x,x) in birimi € (x,x) inki ile ayn1
ise D ye C nin bir alt kategorisi denir.

Eger D nin her x,y objesi i¢in D (x,y) = € (x,y) ise D ye € nin bir dolu alt kategorisi denir.

Ornek 1.3 1. Gr kategorisi Set kategorisinin bir alt kategorisi, Ab kategorisi de Gr kate-

gorisinin bir dolu alt kategorisidir.
2. C bir kategori ise herbir x € Ob(€) i¢in € (x,x), C nin bir dolu alt kategorisidir.

3. C bir kategori ise Ob (D) = Ob(C) ve Mor (D) = {1, : x € Ob(D)} olacak bi¢cimde elde

edilen D kategorisi C nin bir alt kategorisidir.

Tanim 1.5 € ve D birer kategori olsun. Bir 7 : € — D doniisiimii eger € nin her x objesine
karsilik D de bir Tx objesi ve C nin her ¢ : x — y morfizmine karsilik D de bir Tc: Tx — Ty

morfizmi veriyor, ve asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa T ye bir funktor denir:
F1 : C nin her x objesi i¢in T (1,) = 17y dir.

F2 : € nin ¢’ = sc kogulunu saglayan her ¢, ¢’ morfizmi igin
T (c*c') =TcxTc
dir.

Sonuc¢ 1.6 Her 7" funktoru,
ObT: Ob(C) — Ob(D)
X — Tx

ve
MorT : MorC — MorD

c:x—y — Tc:Tx—Ty

bi¢iminde birer doniisiim olmak tizere T = (Ob7 ,MorT) ikilisinden olugur.
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Ornek 1.4 1. @ bir kategori olmak iizere C den C ye
Ie: e — C
X — X
C:X—Yy > cix—>Yy

doniigtimiine birim funktor denir.

2. C bir kategori ve D, C nin bir alt kategorisi ise D den C ye
i: D — C
X — X

CiXxX—ry —> Cc:x—>Yy

doniisiimiine gomme funktoru denir.

3.Bir kategorinin objeleri iizerindeki cebirsel yapiy1 ihmal eden funktora forgetfull funk-

toru denir:
U : Gr —  Set
(A,+) — A
f:(A+)— B,+) — Uf:A—B

a— fa

doniistimii gruplar i¢in forgetfull funktorudur.

4. A bir grup ve Aap, A nin, her a,b € A i¢in a+ b — a — b bicimindeki elemanlar: tarafindan

tiretilen alt grubu ise A/Aap degismeli olup

Fap : Gr — Ab
A — A/App
f:A—)B — FAbf:A/AAb —)B/BAb
a+Aap — fa+ Bap

doniisiimiine abelyenizasyon funktoru denir.
Tanim 1.7 C ve D iki kategory ve F,G : € — D iki funktor olsun.
o= {0, € MorD: oy, : Fx — Gx, x € Cp}
doniisiimler ailesi her x,y € Cg ve her f : x — y morfizmi icin
Gfxoy=0yxFf

kosulunu gergekliyorsa o ya F' den G ye bir dogal doniisiim denir ve o : F' = G bigciminde
gosterilir. Eger her x € € i¢in o, bir izomorfizm ise & ya F ile G arasinda bir dogal izomorfizm
ve F ile G ye de dogal izomorfik denir. F ile G dogal izomorfik ise bu durum F = G bi¢iminde

gosterilir.
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1.3 R-cebir

Tanmm 1.8 R degismeli birimli bir halka olmak iizere, iizerinde R-bilineer bir ikili islem tanimli

bir R-modiile bir R-cebir denir.

Buna gore, eger A bir R-cebir ise A da

AxA — A
(a,d') — ad

bi¢iminde, her a,d’,a” € A ve r € R i¢in

1. a(d+d") = ad+ad’
2. (d+d)a = da+d'a
3. r-(ad) = (r-a)d =a(r-d)

kosullarin1 gercekleyen bir ikili iglem mevcuttur.

Sonug¢ 1.9 Her a € A icin
a0=0a=0

dir.

Tanim 1.10 A bir R-cebir ise A da tamimhi R-bilineer ikili igleme A-carpimi denir. Eger A-
carpimu asosyatif ise A ya asosyatif cebir, A-carpimi degismeli ise A ya degismeli cebir, A-

carpimui birimli ise A ya birimli cebir denir.

Ornek 1.5 1. R nin iizerinde tanimli carpma islemi kendisi iizerine bir etkisidir. Bu etki ile R

bir R-cebirdir.
2. Q bir Q-cebirdir.
3. Q ile Z birer Z-cebirdir.
3. Hern € Z" igin Z/n ile nZ bir Z-cebirdir.
4. Q[x] bir Q-cebirdir.

5. Q[x] ile Z [x] birer Z-cebirdir.

Sonug¢ 1.11 1. Bir asosyatif R-cebir bir halka olusturur.

2. A bir halka olmak iizere bir f : R — A halka morfizmi mevcutsa A bir asosyatif R-

cebirdir.
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Tamim 1.12 iki R-cebir arasindaki carpim koruyan bir R-modiil morfizmine R-cebir morfizmi

denir.

Buna goére f: A — B bir R-cebir morfizmi ise her a,d’,a” € A ve r € R i¢in

l. fla+d) = fa+fd
2. flad) = (fa)(fd)
3. f(r-a) = r-(fa)

kosullarini saglar. Tiim R-cebirler bu morfizm ile Al(R) kategorisini olusturur.

Not 1.13 1. Bu calisma boyunca, belirtilmese bile, R degismeli birimli bir halka olarak

alinacaktir.

2. Bu calisma boyunca R etkisi olarak R nin sol etkisi alinacaktir.

1.4 R-kategori ve R-cebiroid

Bu kisimda R-kategori ve R-cebiroidin tanimu verilecektir. Burada yapacagimiz R-kategori
ve R-cebiroid tanimlarinda islem kolaylid1 i¢in ¢ morfizmi ile ¢ morfizminin, varsa, kompozisy-
onu ¢’ * ¢ = c¢c’ bigiminde gosterilecek ve bu ¢alismanin bundan sonraki béliimlerinde de bu

sekilde kullanilacaktir.

Tanim 1.14 R degismeli birimli bir halka olmak iizere, herbir homseti bir R-modiil yapisina

sahip olan ve kompozisyonu R-bilineer olan kategoriye bir R-kategori denir.

Buna gore A kategorisi bir R-kategori ise:

(i) Her x,y € Ag i¢in A (x,y) bir R-modiildiir, yani A (x,y) bir degismeli grup olup R nin

A (x,y) tizerine
RXA(xay) — A(xay)
(r,a) —  r-a

biciminde, her a,a;,a; € A (x,y) ve r,r1,r € R igin

. r-(ai+ay) = r-aj+r-a;
2. (rn+mn)a = ri-a+rn-a
3. (rin)-a = ri-(rn-a)
4. lg-a = a

kosullarin1 gercekleyen bir etkisi vardir.
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(if) A nin kompozisyonu her x,y,z € Ag, a,a,az € A(x,y), d',a|,d> € A(y,z) ve r € R i¢in

l. (a1+a)d = ajd+ad
2. a(d)+dy) = ad|+ad
3. r-(ad) = (r-a)d =a(r-d)

kosullarinm1 gercekler.
Sonug 1.15 Her x,y,z € Ag, a € A(x,y) ve d’ € A(y,z) i¢in

a0a(yz) = Oa(ry)d = Oa(rz)

dir.
Tanmm 1.16 Bir kiiciik R-kategoriye bir R-cebiroid denir.

Not 1.17 Eger bir R-cebiroidin birim morfizmi yoksa birimsiz bir R-cebiroid elde edilir. Bu
calismada kullanacagimiz R-cebiroidler birimsiz olabilecektir. Eger bir R-cebiroidin 6zellikle

birimli ya da birimsiz olmasi gerekirse bu durum belirtilecektir.

Sonug¢ 1.18 Tek objeli bir R-cebiroid asosyatif bir R-cebirdir.

1.5 R-funktor

Tamm 1.19 Iki R-kategori arasinda taniml1 R-lineer bir funktora R-funktor denir.

Buna gore A ve B birer R-kategori ve T : A — B bir R-funktor ise her x,y € Ao, a,a1,a> €

A(x,y) ve r € R i¢in
. T(a1+a) = Tay+Ta
2. T(r-a) = r-Ta

dir.

Bu funktor ile tiim R-kategoriler Cat (R) kategorisini olusturur.
Sonu¢ 1.20 7 : A — B bir R-funktor ise her x,y € Ag i¢in T (()A(x7y)) = Op(x,) dir.

Tanim 1.21 Tki R-cebiroid arasindaki R-funktora R-cebiroid morfizmi denir.

Tiim R-cebiroidler bu morfizm ile Alg(R) kategorisini olusturur. Dikkat edilirse AI(R) kat-
egorisi Alg(R) kategorisinin bir dolu alt kategorisidir.

Eger A ile B iki R-cebiroid ise A dan B ye taniml tiim R-cebiroid morfizmlerinin kiimesi

Homg (A,B) ile gosterilir.
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Ornek 1.6 [23], A ile B birer R-cebir ve her f,g € Homg (A,B) icin Hom(f,g), f den g
ye tanimli tiim dogal doniisiimlerin kiimesi olsun. Kategoriksel olarak A tek objeli bir R-
cebiroiddir. Bu obje e olsun. Bu durumda dogal doniigiimiin tanimi1 geregi her oo € Hom(f, g)

icin o (e) = dle € B olup, her a € A i¢in

Ol (ga) = (ga) * 0o = Olo * (fa) = (fa) Ol

dir.

Buna gore her o, 0’ € Hom(f,g) ve a € A igin

(0o +0) (ga) = 0le(ga)+o(ga)
= (fa)oe+(fa)oy,
= (fa)(ou+oy)

oldugundan, Hom(f,g) de (au+a'), = Ole + 0, bigimde bir toplama islemi tanimlanabilir.
Ayrica her a € Hom(f, g) ve a € A igin

Op = (Otat(—0))(ga)
= O (ga)+(—0t)(ga)

ve
O = (fa)(0te+(—0))
= (fa)ou+(fa)(—0u)

olup de(ga) + (—)(ga) = (fa)oe + (fa)(—0) dir. Bu esitlikte oo (ga) = (fa)o
oldugundan (—a,) (ga) = (fa) (— ) elde edilir. Oyle ise her e € Hom(f, g) igin (—t), = —0le
olacak bigimde tanimlanan —a € Hom(f,g) doniisiimii o nin toplama islemine gore ter-
sidir. Ac¢ik¢a Hom(f,g) de toplama isleminin birlesme ve degisme 6zellikleri de mevcut olup,
0. = Op esitligini saglayan 0 doniisiimiiyle Hom( f, g) toplama islemine gore bir degismeli grup

olur.

Diger taraftan her o € Hom(f,g) ve r € R i¢in r- o doniigiimii (r- o), = r- Ole bi¢iminde

tanimlanirsa, her a € A icin

(r-0), (ga) =

ve boylece r- o € Hom(f, g) olup, Hom(f, g) acik¢a bir R-modiil olur.
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Son olarak, her f,g,h € Homg (A,B), oo € Hom(f,g) ve o € Hom(g,h) i¢in o
doniigiimii (o), = a0, biciminde tanimlanirsa her a € A igin
(ao), (ha) = (owoy,) (ha)

(0tq (ha))
o ((ga) 06/.)
EOL. (ga

) oty

fa)Ot-)
(fa) (cect])

= (fa) (o),

olup oo’ € Hom(f,h) dir. Boylece, tanimlanan bu kompozisyon agik¢a R-bilineer oldugundan
Hom (A,B) = {Hom (f,g) : f,g € Homg (A,B)} biciminde tanimlanan R-modiiller ailesi bir R-

cebiroid olur.

Sonug 1.22 A ile B, R-cebiroid iken de R-cebir iken de Hom (A,B) bir R-cebiroid olur. Bu

tezde R-cebiroidlerle ¢calismamizin bir sebebi de budur.

1.6 Altcebiroid, cift yonlii ideal ve boliim cebiroidleri

Tanim 1.23 A ve B birer R-cebiroid olsun. Eger
1. B nin her objesi A nin da bir objesi,
2. B nin her x,y objesi i¢in B (x,y), A (x,y) nin bir R-altmodiilii,
3. B deki morfizmlerin kompozisyonu A dakilerle ayni,

4. A birimli iken B de birimli olup, B nin her x objesi i¢in B (x,x) in birimi A (x,x) inki ile

ayni, ise B ye A nin bir R-altcebiroidi denir.

Ornek 1.7 A bir R-cebiroid ise {A (x,x): x € Ag} ve herbir x € A i¢in A (x,x) A mn bir R-

altcebiroididir.

Tanim 1.24 A bir R-cebir olsun. A nin ¢arpma iglemini koruyan ve, varsa, carpimsal birimini

de iceren her R-altmodiiliine A nin bir R-altcebiri denir.
Ornek 1.8 7, Q nun bir Z-altcebiridir.

Tanmm 1.25 [23], A bir R-cebiroid ve I = {I(x,y) C A(x,y):x,y € Ag}, A nin bir R-
altmodiiller ailesi olsun. Eger her w,x,y,z € Ag, @’ € A(w,x), d’ € A(y,z) ve a € 1(x,y) igin

d'a€1(w,y) ve ad” € 1(x,z) ise I ya A nin bir ¢ift yonlii ideali denir.
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Ornek 1.9 1. A bir R-cebiroid ise 0p= {OA(W) o Ao} , A nin bir ¢ift yonlii idealidir.

2. Her n € Z" igin nZ, Z nin bir ¢ift yonlii idealidir.

Not 1.26 A bir R-cebiroid ve I, A nin bir ¢ift yonlii ideali olsun:
1. I bir R-cebiroiddir.
2. A birimsiz ise I, A nin bir R-altcebiroididir.

3. A birimli ve I, A nin tiim birimlerini iceriyorsa I = A olur.

Onerme 1.27 [23], A ve B ayni obje kiimesine sahip iki R-cebiroid ve Ob (f) = I, olmak
tizere f : A — B bir R-cebiroid morfizmi ise Cekf = {a €EA: fa= OB(sm,a)}, A nin bir ¢ift

yonlii idealidir.

Ispat: Her w,x,y,z € Ag, d’ € A(w,x),d” € A(y,z) ve a € Cekf (x,y) i¢in

flda) = (fd)(fa) = (fd') Op(ry) = OB(uy)
ve
f(ad") = (fa) (fd") = Op(xy) (fd") = Op(x2)

olup @’a € Cekf (w,y) ve aa” € Cekf (x,z) dir. Oyle ise Cek f , A mn bir ¢ift yonlii idealidir.

Tanim 1.28 [23], A bir R-cebiroid ve I, A nin ¢ift yonlii bir ideali olsun. Her x,y € Ap i¢in
A(x,y) /T(x,y) bolim R-modiilleri arasinda her x,y,z € Ag i¢in

(A(xy) [1(x,)) xA12) /1(1,2) — (Ax2) /[1(x,2))
((@+1(x,y), (@ +1(n2)))  — (a+1(xy))(d' +1(1,2)) = ad' +1(x,2)

bi¢iminde tanimlanan kompozisyon asosyatif ve R-bilineerdir. Boylece bu kompozisyon ile

A/T={A(x,y) /1(x,y) :x,y € Ao}

ailesi bir R-cebiroiddir. Bu R-cebiroide bir boliim R-cebiroidi denir.
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1.7 Cebiroidlerin birbirine etkisi ve cebiroid modiilleri

Tanmm 1.29 [23], A ve M aym1 Ag obje kiimesine sahip iki R-cebiroid olsun. Her x,y,z € Ag
icin
M(X,y) X A(y,z) — M(X,Z)
(m,a) —  m°

bi¢iminde taniml ve her w,x,y,z,1 € Ag, m,my,my € M (x,y), m' € M (w,x), a,ay,a2 € A(y,z),
a € A(z,t) igin

. mT%2 =mpm - m® 4. (m*)* =m

2. (mp4+m)=m{+m§ 5

3. ormt=(r-m)*=m"
aksiyomlart ile eer A birimli ise

6. mbv=m

aksiyomunu da saglayan doniisiimler ailesine A nin M {izerine bir sag etkisi denir.

Benzer sekilde her w,x,y € Ag i¢in

A(w,x) xM(x,y) — M(w,y)
(a,m) —  %m

bi¢iminde tanimli ve her v,w,x,y,z € Ag, m,my,my € M (x,y), m' € M(y,z), a,ay,az € A (w,x),

a € A(v,w) igin

1. @ty — dig g Gy 4. “(“m) = day,
2. Ymp+mp)=“m+ “my 5. “(mm’)= (“m)m’
3. r-m=%r-m)=""m

aksiyomlart ile eger A birimli ise

6. bk'm=m

aksiyomunu da saglayan doniisiimler ailesine A nin M {izerine bir sol etkisi denir.

Eger A nin M iizerine hem sag hem sol etkisi mevcut iken her w,x,y,z € Ag, m € M (x,y),

ac A(wx)ved € Aly,z) igin

aksiyomu da saglaniyorsa A nin M iizerine bir asosyatif etkisi vardir denir.

A ve M iki R-cebir ise A nin M iizerine asosyatif etkisi ayn1 sekilde tanimlanabilir.

Not 1.30 Bu calisma boyunca bir R-cebiroidin ya da R-cebirin kendi iizerine etkisi kendi kom-

pozisyonu olarak alinacaktir.
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Tanim 1.31 A ve M birer R-cebiroid olsun. Eger A nin M iizerine bir asosyatif etkisi varsa M
ye bir A-modiil denir. Ayrica eger M bir A-modiil ise bu durum kisaca (M, A) ile gosterilir ve

(M, A) ikilisine bir R-cebiroid modiilii denir.

Tamim 1.32 (M, A) ve (N,B) birer R-cebiroid modiilii olsun. f: M — Nile g: A— B
dontistimleri A iizerinde esit iki R-cebiroid morfizmi olmak iizere, her w,x,y,z € Ag, m €

M(x,y), a € A (w,x) ve d’ € A(y,z) i¢in

fem) = < (fm) ve f(me) = (fmp

esitlikleri saglaniyorsa (f,g) : (M, A) — (N, B) ikilisine bir R-cebiroid modiil morfizmi denir.

Boylece tiim R-cebiroid modiillerinin objelerini ve tiim R-cebiroid modiil morfizmlerinin
morfizmlerini olusturdugu R-cebiroid modiil kategorisi elde edilir. Bu kategori ModAlg(R) ile
gosterilir. Ayrica A iizerinde birim doniigiim ile tiim R-cebiroid A-modiilleri ModAlg(R) nin

bir alt kategorisini olusturur. Bu kategori de ModAlg(R) /A ile gosterilir.

Ayni sekilde tiim R-cebir modiilleri ile tiim R-cebir modiil morfizmleri ModAl (R) kat-
egorisini, tiim R-cebir A-modiilleri ve morfizmleri de ModAl (R) nin bir alt kategorisi olan
ModAl(R) /A kategorisini olusturur. Ayrica ModAl(R), ModAlg(R) nin, ModAl(R) /A da
ModAlg(R) /A nin bir dolu alt kategorisidir.



BOLUM 2
R-Cebiroid On-Caprazlanmis ve Caprazlanmis Modiilleri

2.1 Giris

Bu boliimde ilk olarak R-cebiroid 6n-¢aprazlanmis ve caprazlanmis modiillerini inceledik.
Bu incelemede 6n-caprazlanmig ve ¢aprazlanmig modiil tanimlari igin G. H. Mosa’nin [23] deki
calismalarindan faydalandik. On-gaprazlanmis ve caprazlanmis modiillerin diger 6zellikleri
icin yaptigimiz incelemeleri ise T. Porter ve Z. Arvasi’nin [25] ve [3] de cebir ¢aprazlanmig
modiilleri i¢in yaptiklart calismalarin paralelinde gerceklestirdik. Sonraki kisimda R. Brown,
P. J. Higgins ve R. Sivera’in [10] da (Nonabelian Algebraic Topology, 72-76) grup On-
caprazlanmis P-modiillerinin Peiffer altgrubunu elde etmek icin kullandiklar1 yonteme ben-
zer bir yontem ile bir R-cebiroid On c¢aprazlanmig modiiliiniin Peiffer idealini elde ettik.
Ardindan Peiffer ideali ile bir R-cebiroid On-¢aprazlanmis modiiliinden R-cebiroid ¢aprazlanmig

modiiliiniin elde edilisini ve son olarak da (—)' funktoru ile 6zelliklerini inceledik.

2.2 On-caprazlanms ve caprazlanmis modiiller

Tanim 2.1 A ve M ayn1 A obje kiimesine sahip iki R-cebiroid ve A nin M iizerine bir asosyatif
etkisi mevcut olsun. Bir u: M — A R-cebiroid morfizmi her w,x,y,z € Ag, m € M (x,y), m’ €

M(y,z),a € A(w,x) ve d € A(y,z) igin

CM1) u(“m) = a(um) ve #(ma') = (um)d

esitliklerini gercekliyorsa, yani A etkisini koruyorsa, u: M — A ye bir R-cebiroid on-

caprazlanmis modiilii; ve ek olarak
CM2) m" = mm/ = My

esitliklerini gercekliyorsa 1 : M — A ye bir R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilii denir.

Demek ki, her ¢caprazlanmis modiil CM2 kosulunu saglayan bir 6n-caprazlanmis modiildiir.

Tanmm 2.2 M =(u:M — A) ve N =(n:N — B) iki R-cebiroid (6n-)¢aprazlanmig modiil

ve f1 : M — Nile f, : A — B birer R-cebiroid morfizmi olsun. fj ile f> morfizmleri eger her
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w,x,y,2 € Ag, m € M(x,y),a € A(w,x) ve d' € A(y,z) i¢in

L fi(m) = P4(fim) ve fi (m“/) = (fim)™
2. Mfiym = (frau)m

esitliklerini saghyorsa f = (f1,f2) : M — N morfizmine bir (6n-)¢aprazlanmis modiil mor-

fizmi denir.

Bu tanimdaki 2. esitligin anlam

M /i N
u n
A - B

diyagraminin degismeli olmasidir.

Boylece tiim R-cebiroid on-caprazlanmig modiilleri ve morfizmleri bir kategori olusturur
ve bu kategori PXAlg(R) ile gosterilir. Ayrica A {izerindeki doniisiim birim doniisiim alinarak
elde edilen tiim 6n-gaprazlanmig A-modiilleri PXAlg(R) nin bir alt kategorisi olan PXAlg(R)/A
kategorisini olusturur. Ayni morfizm ile tiim R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilleri XAlg(R)
kategorisini, tiim R-cebiroid caprazlanmis A-modiilleri de XAlg(R) nin bir alt kategorisi
olan XAlg(R)/A kategorisini olusturur. Bu kategorilerden XAlg(R) kategorisi PXAlg(R) nin,
XAlg(R)/A kategorisi de PXAlg(R)/A nin bir dolu alt kategorisidir.

Ornek 2.1 A bir R-cebiroid ve I, A nin ¢ift yonlii bir ideali olsun. A nin I iizerine etkisi her

w,x,y,2 € Ag, a € A(w,x),d € A(y,z), b €I(x,y) igin
%b=ab ve b*=bd
bi¢ciminde tanimlanirsa
i:1—A
gdémme morfizmi bir caprazlanmis modiil olur.

Onerme 2.3 [23], M = (u: M — A) bir R-cebiroid caprazlanmis modiilii ise Goru =
{um : m € M}, A nin bir ¢ift yonlii idealidir.
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Ispat: Her w,x,y,z € A ve a € Goru(x,y) icin um = a olacak bigimde en az bir m € M (x,y)
vardir. Bdylece her d’ € A (w,x) ve d’ € A(y,z) igin

da=d (um)=p (a/m>
ve

ad' = (um) d' _y (ma”)
olup d'a € A (w,y) ve ad” € A(x,z) dir. O

Sonu¢ 2.4 M = (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii ise Ceky, M nin bir ¢ift
yonlii idealidir. (Onermel.27 den)

Onerme 2.5 M =(u:M — A) ve N =(1: N — A) iki R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii

ise N nin M iizerine 1 den indirgenen bir asosyatif etkisi vardir.

Ispat: Acikca, her w,x,y,z € Ag icin

M(xay)XN<y7Z) — M(X,Z) ve N(W,X)XM(X,y) — M(W7y)
(m,n) — m'=m" (n,m) — "m= "m

biciminde tanimlanan fonksiyonlar N nin M {izerine bir etkisini olusturur. [

Onerme 2.6 M =(u:M — A) ve N =(1 : N — A) iki R-cebiroid ¢aprazlanmis A-modiilii
olsun. Eger bir (f,15) : M — N ¢aprazlanmig modiil morfizmi mevcutise = (f : M — N)

bir R-cebiroid caprazlanmis modiiliidiir.

Ispat: tn = sm,tm = sn’ = sm’ kosulunu gercekleyen her n,n’ € N ve m,m’ € M igin
CM1)  f("m)=f(V'm) = V' (fm) =n(fm)
7 () = (m) = (m)™ = (g

ve

M ! N
H n
A A

Ia
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diyagrami degismeli oldugundan
CMZ) mfm/ - mnfM/ = mIA‘uml et m‘um/ e mml — ,lem/ g nfmml — fmm/
dir. J

Tanim 2.7 M, N, A obje kiimeleri A olan birer R-cebiroid ve M = (u: M — N) ile N =
(M : N — A) birer ¢aprazlanmis modiil olsun. Eger ra = tn = sm,tm = sa’ = sn’ kosullarim

saglayan her a,a’ € A, n,n’ € N ve m € M i¢in A nin M iizerine

/

Lo u(®m)= (um) Veu(m“/> = (m)“
2. m" =m" ve'm= "m
esitliklerini saglayan bir asosyatif etkisi varsa, bu etkiye A nin M iizerine N ninki ile uyumlu

bir etkisi denir.

Onerme2.8 M = (u: M — N) ile N = ( : N — A) birer R-cebiroid caprazlanmis
modiilii olsun. Eger A nin M {izerine N ninki ile uyumlu bir asosyatif etkisi varsa

W= (®w=nu:M— A) bir caprazlanmig modiildiir.

Ispat: Acik¢a o bir R-cebiroid morfizmi olup ta = sm,tm = sa’ = sm’ kosullarim saglayan
her a,a’ € A ve m,m’ € M i¢in
CM1) @ (“m) = (u) (“m) = (“ (um)) = a((nu)m) = a(om),
o (m) = () (m”) =n ((wn)”) = (uym)d' = (om)d
ve

CM2) mom' — pwm’ ot pmy (M)t my
dir [

Tanim 2.9 M = (u: M — A) ve N = (n : N — B) birer R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii

olsun. Eger
1. N, M nin ve B de A nin bir altcebiroidi,
2. B nin N iizerine etkisi, A nin M iizerine etkisinden indirgenmis,ve

3. M morfizmi
n: N — B
n o — Mn=un

bi¢ciminde tanimlanmug ise N = (1 : N — B) ¢aprazlanmig modiiliine M = (u: M — A) nin

bir altcaprazlanmig modiilii denir.
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Ornek 2.2 M = (u: M — A) bir R-cebiroid caprazlanmis modiilii ise M’ = {M (x,x) ,x € Ao}
ve A" = {A(x,x),x € Ap} sirastyla M ile A nin birer altcebiroidi olup, ¢/ morfizmi

W M A
m +— ydm=um

bi¢iminde tanimlanirsa, agikga M’ = (¢/ : M’ — A’), M nin bir altgaprazlanmig modiilii olur.

Onerme 2.10 M = (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilii, M birimsiz, N M nin

bir R-altcebiroidi ve
n: N — A
n o — Mn=un
olsun. N = (n:N — A) nin M nin bir alt¢aprazlanmig modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N nin M nin bir ¢ift yonlii ideali olmasidir.

Ispat: (=) N, M nin bir alt¢aprazlanmis modiilii ise tm” = sm, tm = sm’ kosullarim
saglayan her m € N ve m’,m” € M i¢in m*" = mm’ € N ve " m = m"m € N olup N, M nin bir

cift yonlii idealidir.

(<) M bir ¢aprazalanmig modiil oldugundan rm” = sm, trm = sm’ kosullarin1 saglayan her
meNvem',m" € Migin m* = mm' ve * m = m"m dir. Eger N nin M nin bir ¢ift yonlii ideali
ise mm',m""m € N dir. Béylece A nin N iizerine, M iizerine etkisinden indirgenmig asosyatif bir

etkisi mevcut olup N = (1 : N — A), M nin bir alt¢aprazlanmig modiiliidiir. O

Tanmm 2.11 M= (u: M — A) ve N = (n : N — B) birer R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii

olsun. Eger
1. N, M nin ve B de A nin bir ¢ift yonlii ideali,
2. B nin N iizerine etkisi, A nin M iizerine etkisinden indirgenmis,

3. M morfizmi
B

n: N
n nn = un

—
—
biciminde tanimlanmus,

4. N, A nin etkisi altinda kapali, ve

5. tb = sm, tm = sb’ kosulunu saglayan her m € M ve b,b’ € B i¢in ’m ve m? elemanlari
N nin elemant ise, N = (n : N — B) caprazlanmig modiiline M = (u: M — A) nin bir

caprazlanmis ideali denir.
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Ornek 2.3 1. A bir R-cebiroid ve I, A nin bir ¢ift yonlii ideali ise I : I — I birim morfizmi ile

i:]— A gobmme morfizmi, /5 : A — A caprazlanmis modiiliiniin birer caprazlanmis idealidir.

2. M = (u:M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii ise

ug: M — Goru
m +— um

morfizmlerinin herbiri M nin bir ¢aprazlanmig idealidir.

3. M= (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilii ise 0p = {OA(W) :x,y € Ao}

olmak iizere
tp: Ceku — 0Oa
m — um= OA(sm,tm)

morfizmi M nin bir ¢aprazlanmis idealidir.

Onerme 2.12 M = (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii, N ile B sirasiyla M
ile A nin birer ¢ift yonlii ideali ve u : % — % fonksiyonu
M —

—. A

M- N B

m—+N (sm,tm) +—— p(m+N(sm,tm)) = um+B (sm,tm)

bi¢iminde tanimlanmis olsun. 1 : % — % morfizminin bir R-cebiroid morfizmi olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart her x,y € Ag i¢in (N (x,y)) C B (x,y) olmasidir.

Ispat: (=): m: ¥ — & bir R-cebiroid morfizmi olsun. Her x,y € Ag, m € M (x,y) ve

n € N(x,y) i¢in
pm+pn+B(x,y) = u(m-+n)+B(x,y)
= u(m+n+N(x,y))
fi(m+N(x,y))
= ﬂm+B(x7y)

olup un € B (x,y) yani u(N (x,y)) C B (x,y) dir.

(<) : u(N(x,y)) € B(x,y) olsun. u bir R-cebiroid morfizmi oldugundan g nin bir R-
cebiroid morfizmi olabilmesi i¢in iyi tamimli olmasi yeterlidir: x,y € Ag, m € M(x,y) ve
um + B (x,y) # um’ + B (x,y) olsun. Bu durumda pm — um’ = uy(m—m') ¢ B(x,y) yani
u(m—m') ¢ u(N(x,y)) olup m—m’ ¢ N(x,y) yani m+ N (x,y) # m’ + N (x,y) dir. Demek
ki g iyi tanimhidir. [J

Onerme 2.13 M = (u: M — A) bir R-cebiroid caprazlanmis modiilii, N ile B sirastyla M

ile A nin birer ¢ift yonlii ideali olsun. Her w,x,y,z € Ao i¢in % nin % tizerine

& (wyx) x ¥ (x,) — B wy)

(@a+B(w,x),m+N(x,y)) — “BUY(m4N(x,y)) = 9m+N(w,y)
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ve
Mxy) x4 (,2) — M(x2)

(m+N(x,y),d +B(32) — (m+N(x,y)* B0 = me 1N (x,2)

biciminde asosyatif bir etkisinin tanimlanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
i) N nin, A nin etkisi altinda kapali, ve

ii) tb = sm, tm = sb’ kosulunu saglayan her m € M ve b, b’ € B i¢in bm,mb, € N olmasidir.

A
B

z|<

Ispat: (=) : Yukandaki sekilde tanimlh doniisiimler 4 nin M iizerine bir etkisini

olustursun.

i) Her w,x,y,z € Ag, m € M(x,y), n € N(x,y), ve a € A (w,x) i¢in

Ym+ “n4N(wy) = “BOY ni4n+N(x,y))
—  a+B(wyx) (m—l—N(x,y))
= “m+N(wy)

olup “n € N (w, y) dir. Benzer sekilde her a’ € A (y,z) i¢in n? € N (x,z) oldugu da gésterilebilir.

ii) Her w,x,y,z € Ag, m € M(x,y), a € A(w,x), b € B (w,x)igin

“m+ bm4+Nw,y) = “Pm+N(w,y)
B0 (1 N ()
—  a+B(wyx) (m—l—N(x,y))
= “‘m+N(w,y)

olup ?m € N (w, y) dir. Benzer sekilde her &' € B (y,z) icin m” € N (x,z) oldugu da gosterilebilir.

(<) : N, A nin etkisi altinda kapali ve th = sm, tm = sb’ kosulunu saglayan her m €
M ve b,b' € B igin bm,mb/ € N olsun. Etki fonksiyonlarimiz A nin M iizerine etkisi ile

tanimlandigindan, etki fonksiyonlarimizin iyi tanimli olduklarin1 gdstermek yeterlidir:

w,x,y € Ag, mym' € M(x,y), a € A(w,x) ve ‘“m+ N(w,y) # m’ + N(w,y) olsun.
Bu durumda m— “m’ ¢ N(w,y) yani “(m—m') ¢ N(w,y) olup N A nin etkisi altinda
kapali oldugundan m — m’ ¢ N(x,y) dir.  Oyle ise m + N(x,y) # m' 4+ N(x,y) olup
(a+B(w,x),m+N(x,y)) # (a+B (w,x),m +N(x,y)) dir. Benzer sekilde x,y,z € Ay, m,m’ €
M(x,y). d € A(yz) ve m” +N(x,2) # ()" +N(x,2) ise (m+N(x,y),d +B(yz)) #
(m' +N(x,y),d +B(y,z)) oldugu da gosterilebilir.
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w,x,y € Ag, m € M(x,y), a,d’ € A(w,x) ve “m+N (w,y) # “m+N (w,y) olsun. Bu du-
rumda “m— “m ¢ N (w,y) yani a—d ¢ N(w,y) olup, tb = sm, tm = sb’ kosulunu saglayan
her m € M ve b,b/ € B i¢in ®m,m” € N oldugundan, a —d’ ¢ B(w,x) dir. Oyle ise
a+B(w,x) #d +B(wx) olup (a+B(w,x),m+N(x,y)) # (a’ +B(w,x),m+N(x,y)) dir.
Benzer sekilde x,y,z € Ag, m € M(x,y), a,d € A(y,z) ve m*+N(x,z) # m? +N(x,z) ise
(m+N(x,y),a+B(y,2)) # (m+N(x,y),d +B(y,z)) oldugu da gosterilebilir. Demek ki z iyi

tanimlidir. O

Onerme 2.14 M = (u: M — A) bir R-cebiroid caprazlanmig modiilii, N ile B sirastyla M

ile A nin birer ¢ift yonlii ideali olmak iizere u : % — % onerme 2.12 deki gibi tanimlanmig bir

R-cebiroid morfizmi ve % nin % tizerine 6nerme 2.13 deki gibi tanimlanmaisg bir asosyatif etkisi

mevcut ise u bir caprazlanmis modiildiir.

Ispat: Her w,x,y,z € Ag, m € M(x,y), m' €M (y,2),a € A(w,x) ve d' € A(y,z) icin

CM1)
A (B0 (m N (x,y)) =

I
Q=T =
<2 R

CJ

_|_

o]

=

=

ve benzer sekilde f <(m +N (x,y))“U“B(y’Z)) =u(m+N(x,y))(d +B(y,z)) dir,

CM2)

AmENCY) (m' 4N (y,z)) = HmFBOY) (! +N (3, 2))
Hmm" +N (x,7)
mm' +N (x,z)

= (N (ry)) (N (3,2))

ve benzer sekilde (m+ N (x,y))F"" *N0D) = (m 4+ N (x,)) (m’ + N (y,2)) dir. O

Tanim 2.15 M = (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii ise onerme 2.14 deki gibi
elde edilen M = (u: % o %) caprazlanmig modiiliine M nin bir boliim ¢aprazlanmig modiilii

denir.

Ornek 2.4 1. A bir R-cebiroid ve I, A nin bir ¢ift yonlii ideali ise I Al % — % caprazlanmis

modiilii /o : A — A caprazlanmig modiiliiniin bir bolim ¢aprazlanmis modiiliidiir.
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2. M = (u:M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii ise 0p = {OA(W) 1X,y € AO}

olmak iizere Vv A
M _C eku — A= m
m+ Ceku (sm,tm) ——  um

morfizmi M nin bir boliim caprazlanmis modiiliidiir.

Sonu¢2.16 M = (u : % — %) bolim ¢aprazlanmigs modilinde N = Oy =

{OM(W) 1X,Y € Ao} alinirsa

u: M
m

S wi>

—
—> m-+B(sm,tm)

caprazlanmis modiilii elde edilir.

Sonuc 2.17 M = (u: % — %) bir boliim caprazlanmig modiilii ise B nin N iizerine A nin M

tizerine etkisinden indirgenen bir etkisi vardir. (dnerme 2.13 den)

Sonug 2.18 M = (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiilii, N M nin ve B de A nin

bir ¢ift yonlii ideali, z morfizmi

=I
=z

biciminde ve 1 morfizmi

biciminde tanimlanmus ise M = (1 : % — %) nin bir boliim ¢aprazlanmis modiilii olmasi i¢in
gerek ve yeter sart N = (1 : N — B) nin M nin bir ¢aprazlanmis ideali olmasidir. (6nerme

2.12 ve 2.13 den)

Onerme 2.19 M = (u: M — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmis modiilii ve N, M nin bir cift

yonlii ideali ise
— A
m~+N (sm,tm) +—— um

u:

z|<

morfizminin M nin bir bolim caprazlanmis modiilii olabilmesi icin gerek ve yeter sart her

x,y € Ag icin N (x,y) C Ceku (x,y) olmasidir.

Ispat: (=) Onerme 2.12de B =04 = {OA(W) tX,y € Ao} almak yeterlidir.

(<=) Onerme 2.12 de B = 05 = {OA(x’y) IX,yE Ao} alip A nin % tizerine etkisini, her
w,x,y,Z € Ag icin

Awx)x Yy — Hwy)

(a,m+N(x,y)) +—= *(m+N(x,y))= ‘m+N(w,y)
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ve
Mxy)xApz) — ¥(x2)

(m+N(x,y),d) — (m+N(x,y)" = m? +N(x,z)

biciminde tanimlamak yeterlidir. []

2.3 Bir on-caprazlanmis modiiliin Peiffer ideali

/

Tanmm 2.20 M =(u: M — A), PXAlg(R) de bir 6n-caprazlanmis modiil olsun. tm = sm

kosulunu saglayan her m,m’ € M i¢in
/
[m,m']; = m —mm' ve [mm]y, = *"'m' —mm'

bi¢imindeki elemanlara m ile m’ niin Peiffer komutatorleri denir.

Dikkat edilirse bu iki komutatér Ceku niin elemanlaridir. Bir caprazlanmis modiilde bu
iki komutatoriin ikisi de sifirdir. Eger bir on-caprazlanmis modiilde bu komutatorlerin ikisi de

sifirsa o On-caprazlanmis modiil bir ¢caprazlanmis modiildiir.

Her x,y € My = Ag i¢in M(x,y) nin tiim Peiffer komutatorleri tarafindan, yani
IM,M] (x,y) ={[m,m']1,[m,m']2 : m,m" € M, x = sm,tm = sm’,tm" = y} kiimesinin eleman-
lar1 tarafindan iiretilen alt grubunu [M, M] (x,y) ile gosterelim. M(x,y) degismeli oldugundan
[M,M] (x,y) de degismelidir.

Onerme 2.21 [M,M] (x,y) R etkisi altinda kapalidur.

Ispat: Her [m,m']; € [M,M] (x,y) ve r € R igin

r-[mm']y = r-(m" —mm')
= r-(m”’"l —r-(mm')
= (rr-m)"" —(r-m)m
= [r-mm];
ve
r-[mm']y = r-(m" —mm)

r (m"ml> —r-(mm')
= m* —m(rom)
— m:u(r'ml) _m(r.m/)
= [m,r-m'];

dir. Yani r-[m,m']; = [r-m,m']; = [m,r-m']1 € [M,M] (x,y) dir. Benzer sekilde r- [m,m'], =
[r-m,m']y = [m,r-m'], € [M,M] (x,y) oldugu da gosterilebilir. [J
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Sonu¢ 2.22 [M,M] (x,y) bir R-modiildiir.

Onerme 2.23 [M,M] = {[M,M] (x,y) : x,y € Ag} R-modiiller ailesi M nin bir ¢ift yonlii ide-

alidir.

iSI)&—:lt: Her w?'x?y?Z e AO? m,/ E M(W7x)7 [[m7m/]]17 [[m7m,]]2 e [[M7M]] (x7y)7 m”/ E M(y7Z)
icin
m" [[m,m/]]l - m'“m, _ mm/)

/
— m// m,um) _m//mml

— (m:im)”m// — (m"m)m’
= [m"'m,m'];
olup [m"m,m']; € [M,M] (w,y) ve
[, m |y = (™ — ! > m"
— m,um’ P ——

/o I /o M

1o m'm )_m,u(mm )

!/
= (m" ) m" — mm'm" + mH
—  gpum'm") (m/m///) — () (™) + <m,um’> m'"
— m,u(m’m’”) —m (m/m///) _ [(mym')um"' _ <m,um’) m///}

_ [[mymlm/ll]]l _ [[m’“""/,m”’]]l

olup [m,m'm"]; — [m*" ,m"], € [M,M] (x,z) dir. Benzer sekilde m" [m,m']> = [m"m,m'], —
[ m], € [IM\M](w,y) ve  [m,m]om"” = [m,m'm"], € [M,M](x,z) oldugu da
gosterilebilir. [

Not 2.24 [M,M] ye M nin Peiffer ideali denir.

Onerme 2.25 [M,M], A etkisi altinda kapalidir.

Ispat: Her w,x,y,z € Ag, a € A(w,x), [m,m']1,[m,m']> € [M,M] (x,y), d € A(y,z) igin
Am,m']; = @k — )
a(m,um’) -

— (am),“m/ _ (am) ml

= [[amvml]]l
olup [“m,m]1 € [M,M] (w,y) ve
O TR —
o — ()
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olup [m, (m’)a/]]l € [M,M] (x,z) dir. Benzer sekilde “[m,m'], = [“m,m'], € [M,M] (w,y) ve
[m,m']¢ = [m, (m) o € [M,M] (x,z) oldugu da gosterilebilir. O

2.4 On-caprazlanmis modiilden Peiffer ideali ile caprazlanmis modiil
elde edilisi

M=(u:M — A), PXAlg(R) de bir 6n-¢aprazlanmig modiil olsun. [M,M], M nin bir

cift yonlii ideali oldugundan [[M M = { [[MMM]] (x,y) = % X,y € Ao} boliim R-modiilleri

ailesi iizerine, M den , her x,y € Ay icin
ﬁ()gy)xﬁ(x?y) — m(xvy)
(m+[MM] (x,y),m+[MM] (x,y)) +— m+m'+[MM](x,y)
biciminde bir toplama iglemi, her x,y,z € Ag i¢in
[[N}V[W (x,y) x [[N}W—M]] (v,2) — [U\/}\/I—M]] (x,2)
(m=+[M,M] (x,y),mi + [M,M] (v,2)) +—— mmi+[M,M] (x,z)
bi¢iminde bir kompozisyon ve [M,M], R etkisi altinda kapali oldugundan her x,y € Ag, r € R
icin
M
RX[[ H(XY) — [[MMHOC)’)
(rm+MM] (x,y)) — 7 m+[[M M] (x,y)

biciminde bir R etkisi indirgenebilir. Bu islemler ve etki ile bir R-cebiroid olur.

[[M M]

Ayrica [M,M], A etkisi altinda kapali oldugundan A nmin M iizerine etkisinden [M,M]

tizerine de her w,x,y,z € Ag icin

A(w,x) [[MM]] (xy) — m(way)
(@m+MM](xy)) — “(m+[MMI(xy) = m+[MM] (n)
T ) xAb) — s
(m+IMM] (5y).@) — (m+IMM](e2)" = m -+ [MM] (3,2)

biciminde bir asosyatif etkisi indirgenebilir. Boylece bu etki ile [[MMM]] bir A-modiil olur.

M = olsun. Eger, her x,y € Ag i¢cin ve m € M (x,y) i¢in M (x,y) nin elemanlarini

M
[M.M]
da m—+ [M,M] (x,y) = m bi¢ciminde kisaltirsak M" iizerindeki iglemler ve etkiler agagidaki gibi
ozetlenebilir: Her w,x,y,z € Ag, m,m; € M(x,y), m € M(y,z),a € A(w,x), d € A(y,z) ve

r € R i¢in
1. m+m = m+m
2. mm' = mm'
3. rm = r-m
4. “m = Im
5. nd md
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dir.
Diger taraftan her x,y € Ag ve [m,m'], [m,m'], € [M,M] (x,y) i¢in

= u (m“’"l — mm’ )

u(lm,m']y) =
u m"’"’) — pt(mm’)

= (um) (um') — (um) (um')

= OAxy)
ve benzer sekilde

H ([[maml]]Z) = OA(x,y)
oldugundan, y morfizmi
us M — A

m — u'm=um

biciminde bir fonksiyon indirger.

Onerme 2.26 (i) MS=(u" : M* — A) bir caprazlanmis modiildiir.

(ii) ¢ : M — M bolim morfizmi olmak tizere her N =(n : N — A) ¢aprazlanmig

A-modiilii ve her (o, 74) : M — N on-¢aprazlanmig A-modiil morfizmi i¢in o0 = o0 olacak

bicimde yani

diyagramin degismeli yapacak bicimde biricik bir (o', 15) : M — N ¢aprazlanmis A-modiil
morfizmi mevcuttur (evrensellik 6zelligi).
Ispat: (i) Once u* nin bir R-cebiroid morfizmi oldugunu gosterelim: Her x,y,z € Ao,

m,m; € M (x,y), m € M(y,z) ve r € R igin



pt(m+my) = p (mtm)
= p(m+m)
= um-+um|
— Hcrm+ycrm—l

p (r-m) = ™ (Fm) = p(r-m) =r- (um) = r- (u"m)

dir.
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Simdi de ¢ nin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu gosterelim: Her w,x,y,z € Ag, m €

M(x,y),m e M(y,z),a € A(w,x),d € A(y,z) i¢in

CM1)
p () = (Tm) = p(“m) = a(um) = a (um)
veE
e (m> =u (m_) =u <’") = (um)d' = (u"'m)d
dir,
CM2)
e’ T
— m,um’

mH IM,M] (x,z)
i, + M )

= e 4 [_ (mum’ —mm’) +[M,M] (x, z)}

mm’ + [M,M] (x,z)
mm’
= mm'

.« . Clo™ —_ 7 1
ve benzer bicimde # "'m' = mm’ dir.

(if) o morfizmini
o: MT — N
m +— om=dm
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bi¢iminde tanimlarsak, agik¢a (o, 15 ) ¢aprazlanmig A-modiil morfizmi olup her m € M igin
(o'0) m = o (¢m) = o/'m = oum

oldugu goriiliir. Ayrica aym kosullar1 saglayan ikinci bir morfizm o ise her m € M i¢in

o'm = o (gm) = (o"¢) m = oum = o'm

olup o’ = o/ dir. O
Not 2.27 M €XAlg(R) ise M = M olup her m € M i¢in m = m dir.

Onerme 228 M =(u : M — A), PXAlg(R) de bir on-caprazlanmis modiil ve
V={V(x,y) :x,y € Ap} ailesi M nin R ve A etkisi altinda kapali bir iirete¢ ailesi olsun.
Her x,y € Ag i¢in [V, V]g (x,y) ={[m,m']1,[m,m']o:m,m’ € V,x=sm, tm =sm’, tm' =y}
olmak iizere [V, V]y={[V, V] (x,y) :x,y € Ag} Peiffer komutatorleri ailesi M nin [M,M]

Peiffer idealinin bir iireteg¢ ailesidir.

Ispat: IM,M] Peiffer idealinin, her x,y € Ap icin [M,M]g(x,y)
{Im,m']1,[m,m]2:m,m e M, x=sm, tm=sm', tm' =y} olmak iizere, [M,M], =
{IM,M]g (x,y) : x,y € Ao} ailesi tarafindan iiretildigini biliyoruz. [V, V], tarafindan iiretilen
cift yonlii ideal [V, V] = {[V, V] (x,y) : x,y € Ao} ise agik¢a her x,y € A igin [V, V], (x,y) C
IM,M]; (x,y) oldugundan her x,y € Ag i¢in [V, V] (x,y) € [M,M] (x,y) CCeku (x,y) dir.

V, R etkisi altinda kapali oldugundan [V,V], ve [V,V] de R etkisi altinda kapali
olup ﬁ = { AUl (x,y) = % X,y € Ao} R-modiiller ailesi A dan indirgenen toplama

islemi ve kompozisyon ile bir R-cebiroid olur.

Diger taraftan V, A etkisi altinda da kapali oldugundan [V, V], ve [V, V] de A etkisi alinda

kapal1 olup A nin [[V i tizerinde her w,x,y,z € Ag i¢in
A(W,X) X ﬁ (X,y) — [[\}VIT]] (W_7y)
(a,m) — ‘m= m
ve

[[\}\/IT}]OC?)))XA(%Z) — ﬁ@@z)

(77,d’) — = m
biciminde bir asosyatif etkisi tanimlanabilir. Bu etki ile [[V V] bir A-modiildiir. Ayrica her
x,y € Ao igin u([V, V] (x,y)) = {OA(W)} oldugundan
H: %V]] — A
m —— gm=um
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morfizmi bir R-cebiroid morfizmidir ve A etkisini korur. Yani u : — A bir on-

M
v.V]
caprazlanmis modiildiir. $imdi z niin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu gorelim:

Her x,y € Ao icin V(x,y) = {m=m+[V, V]] (x,y) :m €V (x,y)} olmak iizere V =

{V(x, y)ix,y € Ao} olsun. Acik¢a V ailesi R-cebiroidinin iirete¢ ailesi olup her

[[VV]]
w,x,y,2 € Ag, m' € V(w,x), me V(x,y) ve m" € V(y,z) icin [m',m]y = #"'m —m'm €

[V, V] (w,y) ve [m,m"]; = m*"" —mm" € [V, V] (x,z) oldugundan

ve

dir.

Her w,x,y,z,t € Ag igin, myx € V(w,x), my, € V(y,z) ve my € V(z,t) sabit olmak

z
lizere, P(x,y) = {mE AUl (x,y) : “mwxm:mwxm:mwxﬁ ve mH ™ = Ty, = ﬁmmyz}

olsun. Agik¢a V (x,y) C P (x,y) C [[V V] (x,y) dir.

[[V V] bir A-modiil oldugundan her my,7; € P (x,y) igin

m

(mr+7mz) = =y A
= My My + My M)
= NMyx (m_1+m_2)

=

ﬁ wx

ve herm € P(x,y) i¢cin —m = —m € (x,y) oldugundan

[[V V]

() =

I

|
=
3

5

3

1|
(I
S
S =
3| 3
—

dir. Benzer sekilde

(1 + )M ™ = (g + 1) iy, ve (—m)F ™ = (—mm) iy,

oldugu da gosterilebilir.

Diger taraftan her my,m; € P (x,y) i¢in

Ty FmTHm2) i + pmy
— m—mﬂm1_|_m—wxﬂm2
= My M| + My M)
= My (M1 +72)
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ve

mwx'u(_m) = Myy

dir. Benzer sekilde

TR iy = Gy + )y ve M = ()

olur. Demek ki her my,m; € P (x,y) igin my +m; € P(x,y) ve her m € P(x,y) i¢in —m € P (x,y)
dir. Oyle ise P (x,y) C [[\l\d—vﬂ (x,y) bir degismeli gruptur.

Ayrica @i bir R-cebiroid A-modiil morfizmi oldugundan, her m € P(x,y) , r€é R ve a €
A (w,x) i¢in

veE

dir. Benzer sekilde

(rem) = (r-m)my; = "0

oldugu da gosterilebilir. Boylece her m € P(x,y) ve r € Ri¢in r-m € P (x,y) olup P(x,y) bir

R-modildiir.

Ek olarak her w,x,y,z,t € Ag, m € P(x,y) ve m” € P(y,z) i¢in

M Myyx (mm) — (.u mwxm) "

ve
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dir. Benzer sekilde

hmy y(mm”)

(mm”) (n_im )m ;= Ny

oldugu goriilir. Demek ki her m € P(x,y) ve m” € P(y,z) igin mm” € P(x,2) olup
P ={P(x,y):x,y € Ag} ailesi bir R-cebiroiddir. Oyle ise V = {V (x,y) :x,y € Ao} ailesi

[[V A
R-cebiroidinin iirete¢ ailesi oldugundan ve her x y € Ap igin V (x,y) CP(x,y) oldugundan her

X,y € Ag icin [[\}\4—\4] (x,y) CP(x,y) olup P= [[v VT dir. Bunun da anlam1 g : — A bir

[[V A
caprazlanmis modiildiir.

Boylece her x,y,z € Ag, m € M(x,z), m € M(z,y) i¢in

m'

mim = i’ =

~

= mm’ =

3
3

olup m*" — mm' = [m,m']; € [V, V] (x,y) ve benzer sekilde

,umml — mml

olup "m' — mm’ = [m,m'], € [V,V](x,y) dir. Yani her x,y € Ag i¢in [M,M](x,y) C
[V,V](x,y) dir. Ispatin baginda her x,y € Ag icin [V,V](x,y) € [M,M](x,y) oldugunu
gormiistiik. Oyle ise her x,y € A i¢in [V, V] (x,y) = [M,M] (x,y) olup [V, V] = [M,M] dir.
0J

2.5 (—)“ funktoru

Her M=(u: M — A),M'=(/ : M — B) € ObPXALG(R) ve her f = (f1,/2) :
M — M’ € MorPXALG(R) i¢in

f]cr: M —y Mer
m o fi'm= fim

biciminde tanimlanirsa ( i fz) acikca bir R-cebiroid ¢aprazlanmig modiil morfizmi olur.

Boylece M On-caprazlanmig modiiliinden M ¢aprazlanmis modiiliiniin elde edilisi bize

PXAlg(R) den XAlg(R) ye

biciminde bir funktor verir.
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Onerme 2.29 Her M=(u : M — A) M=/ : M — B),M'=@" : M" — C) €
ObPXAlg (R) ve her f = (f1, o) : M — M, f' = (f],f5) : M'— M" € MorPXAlg (R) igin
F = (f' )" esitligi mevcuttur.

Ispat: Her m € M icin

(fefir)ym = fi (fim) = A (fim) = f{ (fim) = (f1f1) (m) = (f1/1)"m

oldugundan f{f" = (f] 1) dir. Oyle ise

L= (AS0) (5 R) = (S5 1) = (RA) T AR) = (F)°
olur. UJ

Onerme 2.30 (—)°" : PXAlg(R) — XAlg(R) funktoru i: XAlg(R) — PXAlg(R) gomme

funktorunun sol-eki’dir.

Ispat: XAlg(R)((—)",—) ile PXAlg(R)(—,i(—)) arasinda bir dogal izomorfizm bul-

maliy1z. Eger aradigimiz dogal izomorfizmi @ ile gosterirsek

®: ObPXAlg(R) x ObXAlg(R) — Sets
(M,N) +— Dd(M,N)

bi¢iminde elde edilen ® (M, N) doniisiimii her M €ObPXAlg (R), N €ObXAlg(R) i¢in
® (M, N) : XAlg (R) (M, N) — PXAlg(R) (M, N)

seklinde M ve N de dogal, 1-1 ve orten bir fonksiyon olmalidir. Eger g = (g1,82) : M — N

bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi ise

hl : M — N
m +— hm=gm
olmak tizere h = (hy,g2) : M — N bir 6n-¢aprazlanmig modiil morfizmi olup A" = (hﬁr, gz)
(g1,82) = g dir. Yani XAlg(R) (M, N) nin her eleman1 bir f = (f1, f») € PXAlg(R) (M,N)
icin £ = (f{", f») bicimindedir. Oyle ise ® (M,N) yi

@ (M,N): XAlg(R) (M=, N) — PXAlg(R)(M,N)
fE= () — MMN) (") =f=(f1,/)

bi¢ciminde tanimlayabiliriz. Bu gekliyle ® (M, N) fonksiyonu agik¢a iyi tanimli bir fonksiyon-
dur. Simdi @ (M, N) nin tagimasi gereken 6zelliklere bakalim:
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1. @ (M,N) 1-1 dir: Her f" = (f{", f2) , /' = (fi", f3) € XAlg(R) (M, N) igin " 5 f'"
olsun. Bu durumda f» # f3 veya f$" # f] dir. Eger f> # f} ise
S (MN) (f") = f = (fi.f2) # (fi. 5) = [ = (MN) (f)
dir. Eger f{ # £, ise en az bir m € M igin
fim= fi'm# f{ m = fim
olur ki bu f # f| demektir. Bdylece yine
OMN)(f) = f = (fi.2) # (fi. o) = F =2 MN) (f)

esitsizligine ulagilir.

@ (M, N) ortendir: Her f € PXAlg (R) (M, N) i¢in agik¢a f" € XAlg (R) (M, N) olup
(M, N) (f*) = f dir.

3. ®(M,N), M de dogaldir: (—)°, (—) ile sagdan kompozisyon olmak lizere her g €
PXAlg (R) (M, M) igin

XAlg (R) (M, N) —— 2N pxAle (R) (M, N)
(g")° g
/Ccr !
XAIg (R) (M, N) —— o PXAIg (R) ()

diyagrami degismelidir, ¢iinkii her " € XAlg (R) (M, N) i¢in

(@ OCN) (1)) (F) = SN ()" 1)
- <M N) (g

( N) ((F'9)7)

dir.
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4. ® (M,N), N de dogaldir: (—), , (—) ile soldan kompozisyon olmak iizere her i €
XAlg (R) (N,N') i¢in

XAlg (R) (e, N) — 28N pxale (R) (M, N)
h (1)) s =he

Ccr / /
XAlg (R) (M7, N) —— o PXATg (R) (M. N)

diyagrami degigmelidir, ¢iinkii her " € XAlg (R) (M, N) i¢in

(({(h)e @(M,N)) [ = Zoj(tq’(M,N)(fcr))
hf

® (M, N (1))
D (M, N') (A f)
® (M, N) (hf)

D ( )(

M N/) fCI')
= (DM, N')he) ()
dir. (I

(=) : PXAlg(R) — XAlg(R) funktoru i: XAlg(R) — PXAlg(R) gomme funktoru-
nun sol-eki olmasi egcarpimlari korudugunu gosterir. 4. boliimde XAlg (R) de escarpimi elde

ederken (—)' funktorunun bu 6zelligini kullanacagiz.



BOLUM 3

R-Cebiroid Serbest Modiilleri, Serbest Caprazlanmis
Modiilleri, Geri Cekme Caprazlanms Modiilleri ve
Indirgenmis Caprazlanmis Modiilleri

3.1 Giris

Bu boliimde R. Brown, P. J. Higgins ve R. Sivera’in [10] de gruplar ve gruboidler lizerine
yaptiklar1 calismalart (71-76, 231-233) model alarak sirasiyla R-cebiroid serbest modiillerini,
serbest On-caprazlanmis ve caprazlanmis modiillerini, geri cekme ¢aprazlanmis modiillerini ve

indirgenmis ¢aprazlanmis modiillerini inceledik.

Ik kisimda K herhangi bir kiime, A herhangi bir R-cebiroid iken K dan Ag x Ag a tanimli
fonksiyonlarin objelerini olusturdugu Setsy/Alg(R) kategorisini ve sabit bir A R-cebiroidi i¢in
Setsg/ (Alg(R)/A) kategorisini tanimlayip, ® : K — Ag x A fonksiyonu Setso/ (Alg(R)/A)
kategorisinin bir objesi ise K iizerinde  tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid A-modiiliinii

elde ettik.

Ikinci ve iigiincii kistmlarda R-cebiroid serbest o©n-caprazlanmis ve c¢aprazlanmis
modiillerini inceledik. Once K herhangi bir kiime ve A herhangi bir R-cebiroid olmak
lizere objelerini K dan A ya tanimli fonksiyonlarin olusturdugu Sets/Alg(R) kategorisini ve
sabit bir A R-cebiroidi igin Sets/ (Alg(R)/A) kategorisini tanimlayip, ® : K — A fonksiy-
onu Sets/ (Alg(R)/A) kategorisinin bir objesi olmak iizere, K iizerinde ® tarafindan belir-
lenen serbest R-cebiroid On-caprazlanmis A-modiiliinii; sonra da elde ettigimiz serbest on-
caprazlanmig modiile (—)" funktorunu uygulayarak K iizerinde ® tarafindan belirlenen serbest

R-cebiroid caprazlanmig A-modiiliinii elde ettik.

Dordiincii ve besinci kisimlarda sirasiyla, f : A — B bir R-cebiroid morfizmi olmak iizere,
bir R-cebiroid ¢aprazlanmis A-modiiliiniin f iizerinden geri cekme ¢aprazlanmis modiiliinii ve
bir R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiiliinden f ile indirgenmis ¢aprazlanmis modiilii inceleyip,
[« indirgenmis ¢aprazlanmig modiil funktorunun f* geri cekme ¢aprazlanmig modiil funktoru-

nun sol-eki oldugunu gosterdik.

Bu boliim boyunca kullanilacak olan A ve B R-cebiroidleri birimli olacaktir. Ayrica bu



41

boliimde alt indis olarak kullanilacak olan tiim i, j,n, s, ler birer dogal say1 olacaktir.

3.2 R-cebiroid serbest modiilleri

M ve A birer R-cebiroid ve M bir A-modiil olsun. Boylece

O: M — AygxAyp
m +— om=(sm,tm)

bi¢ciminde bir fonksiyon vardir. Buradan hareketle K bir kiime ve A bir R-cebiroid olmak iizere
objelerini

o: K — AgxAg
k — k= (0k, k)

biciminde fonksiyonlarin olusturdugu, morfizmlerini de f : K — K’ bir fonksiyon ve g :

A — B bir R-cebiroid morfizmi olmak iizere,

K ! K’
(0} o
A() X Ao 20}20 Bg x By

diyagramini komutatif yapan (f,go x go) ikililerinin olusturdugu Sets(/Alg(R) kategorisi elde
edilir. Eger B = A ve go X go = Ia,xa, alinirsa Setsy/ (Alg(R)/A) kategorisi elde edilir.

Tanmim 3.1 K bir kiime, A bir R-cebiroid ve ® : K — Ay x A fonksiyonu Setso/ (Alg(R)/A)
kategorisinin bir objesi olsun. F(®) bir R-cebiroid A-modiilii ve i : K — F () bir fonksiyon
olmak tizere her N R-cebiroid A-modiilii ve her k € K i¢in f (k) € N(wik, k) kosulunu

saglayan her f : K — N fonksiyonu i¢in f = o olacak bi¢cimde yani
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diyagramin1 degismeli yapacak bi¢imde biricik bir o : F(®) — N A-modiil morfizmi mev-
cutsa i fonksiyonu ile birlikte F(®) ya K iizerinde o tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid

A-modiili denir.

Serbest modiil izomorfizm farkiyla biriciktir.

Onerme 3.2 @ : K — Ag x A fonksiyonu Setso/ (Alg(R)/A) kategorisinin bir objesi ise K

tizerinde o tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid A-modiilii mevcuttur.

Ispat: Her k € K ve ta = w;k ve sa’ = wok kosulunu saglayan her a,d’ € A i¢in akd’
seklindeki tiim elemanlar kullamilarak ta| = say, ta) = sa3,...ta, , = sa, olmak kosulu ile
elde edilen a1k d|azkad}...ank,al, bigimindeki tim kelimelerin kiimesini F (K) ile gosterelim.

I .
Her p; = a,lk,lail .a; k

inagn € F(K) i¢in sp; = sa;, ve tp; = tagn olsun. Eger her x,y € Ay i¢in

spi = x ve tp; = y kosulunu saglayan tiim kelimelerin olusturdugu serbest toplamsal degismeli

grubu F () (x,y) ile gosterirsek, F () (x,y) nin herbir elemant Y p; bigiminde olup F (®) (x,y)
i

tizerinde her r € R i¢in

(r-a1)kid}...ankna, = aiki(r-a})...azkna,
(r-a1)kid}...ankna, = aikid)(r-az)...ankna,
(r-a1) kid)...ankna, = arkid)...anky (r-a),)

seklinde tanimlanan bagint1 a¢ik¢a bir denklik bagintisidir. Boylece F () (x,y) tizerinde

RXF(O‘)) (xay) — F((D) (x7y)
(r,aka") — r-(akd") = (r-a)kd
(rharkid)...ankna)) —— r-(arkid)...apkna),) = (r-ay) kid}...ank,a,

(” ZP") o (pr) =L(rpi)
1 1 1
bi¢ciminde bir R-etkisi tanimlanabilir. Bu tanimlama ile F () (x,y) bir R-modiil olur. Ayrica

F(0)={F(0) (x,y) : x,y € Ao}
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ailesi lizerinde her x,y,z € Ay icin

F(o) (x,y) xF () (y2) — F(0)(x2)

.o oA R A . 4 oA . Ao . A R A
(a,]k,lw ~ap ki,a; ajkja; ..apkja; ) — aka;..aka ajkja;..a;k;a;

J1Z g In™ Jn " In JIZ gt In™ Jn

(Zm&lm) — (ZP:’) (Zm) =Y.pipj
i j i J LJ

bi¢ciminde bir kompozisyon tanimlanirsa F (®) ailesinin bir R-cebiroid oldugu goriiliir.

- I’

Ek olarak, A nin F () iizerine her w, x,y,z € Ay i¢in

A(W,X) X F(O‘)) (xay) — F(O‘)) (W7y)
(a,a1k1dy...ankndl) +—— *(arkia)...ankna),) = (aa))kid...azkna,

(a,Zpi) — <Zpi> =L pi
ve

F(('O) (xvy) XA(y7Z) — F((D) <X7Z) ,
(arkid)...anknd),,d') —  (ar1kid)...anknal)" = arkid)...anky (a,d’)

/

(Zpi,a/) — (ZPi) =¥yp!

biciminde bir asosyatif etkisi tanimlanabilir ve bu etki ile F (@) bir A-modiil olur.

i fonksiyonu

i: K — F(o)
ko — (k) =1kl (= 1okl o)

biciminde ve her N A-modiilii ve her k € K i¢in f (k) € N (m;k, m2k) kosulunu saglayan her

f : K— N fonksiyonu i¢in o fonksiyonu

o: F(o) — N
aka' —  ol(akd) = fK¢
arkid)...apknal, — o (aikidy...ankya,) = o(arkia))...a(azknal,)
Lpi — ZPi) = Lop;

bi¢ciminde tanimlansin.

(i) a bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii



1. herx,y € Ag ve Y.p;,Y.pj € F(®) (x,y) i¢in
|

o (ZpiJerj) = 06( D pz)
I J t=i,j

= Lop;
'

= Z(Xpi —I—ZOij
1

J
= a <Z_pi) +o (Z_Pj)
i J
2. her X, ¥,2 € AO» Zpi € F<O‘)) (X,Y) , V€ ZPS € F<(D) (y,z) lgln
i K

G(ZP@M) = Ot(Zpips)

= ga (pips>
= Y(ap;) (aps)

i,s

- (zen) (20
= efe)e(en)

3.herr € Rve Y p; € F(®) i¢in
i

() = w(zim)
l - ZOC(l(r ail)klla;f ai ki a;")
= L (7 ) ()
_ Z;,( Ny ( (ki )° )).“ain (fkin)a;”)
— Z"<” iy (fkll) .. fin (fki")a;n>)
— i(r (o (ai ki, -..ai, ki, ) )

dir.

(if) o bir A-modiil morfizmidir. Ciinkii her w,x,y,z € Ag, a € A(w,x), d € A(y,z) ve
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Lpi € F(0) (x,y) igin

() - ()

_ a .oA .o
= o Z (a,lk,lai1 ...a,nk,nain)
1

— ZOL ((aail ) ki] a/' N ‘ainkina;n)
1

= E (" () o (1))
= () ) (k)

1

e (o () (1 )

1

= 4 ZO(. (ailkilagl...ainkina’. ))
i

In
= Z(XPi)
1

= {e()

N

IS

ve benzer bicimde

oldugu goriiliir.

(iii) o evrensellik 6zelligini saglar. Ciinkii her k € K igin (o) (k) = o (1k1) = ' fk! = fk
dir.

(iv) Evrensellik ozelligini saglayan bagka bir R-cebiroid morfizmi o : F(®) — N ise her
akd' € F(o) igin

o (akd') = of (a (1k1)“’>

I
N
N N N N N N N
)
=
S~—
Q

olup o = o elde edilir.

o~

Ayrica, eger i:K—F (o) morfizmi ile birlikte bu kosullar1 tagiyan baska bir R-cebiroid

—_~— —_~—

A-modiilii F (o) ve evrensellik 6zelligini saglayan biricik R-cebiroid morfizmi & : F () — N
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ise N = F (o) aldigimizda i = o ve N = F/(\(;) aldigimizda i = aii olup i = Olati ve | = 0Ol dir.
Oyle ise qo = Ip () Ve 000 = Iﬁ(\m/) oldugundan o bir izomorfizmdir. [J

Setso/ (Alg(R)/A) nmn her ® : K — Ag X Ag, @ : K' — Ag x Ay objesi ve her
(fi:dagxAy) : (@: K — Ag x Ag) — (@' : K' — Ag X Ag) morfizmi i¢in

Ffi: F (o) — F(o)
akad' —  Ffi(akd') = a(fik)d
aikid}...ankna, — Ffi(a1kid)...ankna),) = F fi(a1kia})...F fi (ankna,)
—

Lpi Ffi (Zpi) =LF fipi

biciminde tanimlanirsa (F f1,15) agik¢a bir R-cebiroid A-modiil morfizmi olur.

Boylece R-cebiroid serbest modiiliiniin elde edilisi bize

F:  Setso/(Alg(R)/A) — ModAlg(R)/A
0:K—AgxAy +— F(o)=(F(w),A)
(fi,dagxay) t @ — @ — F(f1,Ia0xa,) = (Ff1,Ia) : F (®) — F (@)

biciminde bir funktor verir.

Onerme 3.3 F funktoru,

U: ModAlg (R) /A — Setso/ (Alg(R)/A)
(N,A) — U(N,A): N — ApXxAy
n — (sn,tn)
f=(1da): (NJA) — (NLA) v Uf=U(fi,Ia) = (fi:Ia0xa,) : U (N,A) — U (N, A)

forgetful funktorunun sol-eki’dir.

Ispat: (ModAlg(R) /A)(F(—),(—)) ile (Setso/(Alg(R)/A))(—,U(—)) arasinda bir

dogal izomorfizm bulmaliyiz. Aradigimiz dogal izomorfizmi @ ile gosterirsek

®: Ob(Setsy/(Alg(R)/A)) x Ob(ModAlg(R)/A) — Sets
(0:K— AgxAp,(N,A)) — P(0:K— AgxAp,(N,A)) =P (0,N)
biciminde elde edilen ®(w,N) doniigimi her ® € Ob(Setsp/(Alg(R)/A)), (N,A) €
Ob(ModAlg (R) /A) igin
@ (o,N) : (ModAlg (R) /A) ((F(®),A),(N,A)) — (Setso/ (Alg(R)/A)) (®,U (N, A))

seklinde, ® ve (N, A) da dogal, 1-1 ve 6rten bir fonksiyon olmalidir.

Eger f = (f1,1a) : (F(®),A) — (N, A) bir A-modiil morfizmi ise

fi: K — N
k — fik=fi(1k1)
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bi¢iminde bir f; fonksiyonu mevcuttur. Bu durumda F f; morfizmi F () den F (U (N,A)) ya
taniml1 bir morfizm olup
N

T (and') = “n®
n(ainidy...aimay) = m(aymdy) ... n(ama;)

T (ZP:‘) = LTp;

n: F(U(NA))
ana’
aindy...ama,

Lpi

1

L1l

A-modiil morfizmi ile bileskesi fi i verir. Gergekten de her aka’ € F () igin

(noFfl> (akd) = m(Ff (aka’))
= 7la <f~1k> a/>
= n(afi (lk})a/)
= 4f) (1k1)*
= £ (")
= fi(akd")

dir. Oyle ise ® (®,N) yi

®(o,N): (ModAlg(R)/A)((F(w),A),(N,A)) — (Setso/(Alg(R)/A))(®,U (N,A))

f=(fda) — @@N)()=F=(Ailaea)
biciminde tanimlayabiliriz. Dikkat edilirse her k € K i¢in s(1kl) = @ik ve 1 (1kl) = myk
oldugundan
(VA F) 0 = vNa) (Fio)
= UN,A)(fi(1k1))
= (sf1(1kl),tf1 (1k1))
(s(1k1),z(1k1))
((le, 0)2]()
= IAQXAO (m]kuwzk)
= (Tagxa,0) (k)
dir, yani
K 4 N
() U(NvA)
A() X A() A() X A()

IAO X AO
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diyagrami degismelidir. Oyle ise her f € (ModAlg(R)/A)((F(®),A),(N,A)) icin
B(ON) () = F = (Fi.Iagen, ) € (Setso/ (Alg(R)/A) (0,U (N, A)) dir.

Simdi ® (®,N) nin 6zelliklerini inceleyelim:

1. ®(®,N) iyi tanimhdir: Yukarida her f € (ModAlg(R)/A) ((F(®),A),(N,A)) igin
@ (0,N) (f) € (Setsp/ (Alg(R)/A)) (0,U (N,A)) oldugunu gérmiistiik. Simdi @ (w,N) (f) =
f# f'=®(w,N) (f) kosulunu gercekleyen her £, f/ € (ModAlg (R) /A) ((F(»),A),(N,A))
icin f # f’ oldugunu gorelim. Eger f# ]"7 ise fi (k) # ]7’ 1 (k) esitsizligini saglayan en az bir
k € K meveuttur. Boylece f1 (k) = fi (1k1) ve f'; (k) = f1 (1k1) oldugundan fi (1k1) # fi (1k1)
elde edilir. Oyle ise f # f’ olur.

2.@(o,N) 1-1dir: f, f' € (ModAlg(R) /A) ((F(®),A),(N,A)) icin eger (® (®,N) (f)) =
(®(,N) (")) ise her k € K icin f1 (1k1) = fi (k) = f, (k) = f1 (1k1) olup ta = wk ve
sa’ = wyk kosulunu saglayan her a,a’ € A igin 4f (1k1)a/ =1 (1k1)a/ elde edilir. Buradan,
af (1k1)Y = fi (ﬂ(lkl)“') = fi (akd') ve “f] (1k1)* = £ (“(1k1)"') — f! (aka') oldugundan,
fi(aka') = f{ (akd') esitligine ulasilir. Oyle ise fi = f] ve boylece f = f” olur.

3. ®(m,N) ortendir: Her
h= (h], IAOXAO) : (COZK—)A()XA()) — (U(N,A) :N—>A()><A())

morfizmi i¢in

f:(fl7IA0><A0): (F((D),A) — (NvA)

1

morfizmini
fi: F () — N
akd —s 4 (k)
arkd,...apnkya, —  fi(aikd))...fi (anknay,)
Lpi — L(f1pi)

olacak bicimde tamimlarsak acik¢a f bir A-modiil morfizmi olup her k € K icin

(@ (@,N) ()); (k) = fi (k) = fi (1k1) =" (k)" = ik yani @ (0,N) (f) =/ olur.

4. ®(o,N), ® da dogaldir: (—)°®, (—) ile sagdan kompozisyon olmak iizere her g €
(Setso/ (Alg(R)/A)) (0, 0) igin
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(ModAlg (R) /A) ((F(®),A),(N,A)) — 2N (Setso/ (Alg(R) /A)) (0,U (N, A))
(Fg)* g°
(ModAlg (R) /A) ((F(&) A), (N, A)) —————— (Setso/ (Alg (R) /A)) (&/,U (N,A))

diyagrami degismelidir. Gergekten de her 2 € (ModAlg (R) /A) ((F(@'),A),(N,A)) ve k € K
icin
((g°® (',N)) (h)), ()

Ve (@ (0.N) (Fg)*) (1)), (k)

I I
==

—~
—_—

=

oQ
—_

dir.

5. ®(m,N), (N,A) da dogaldir: (—),, (—) ile soldan kompozisyon olmak iizere her g €
(ModAlg (R) /A) (N, A), (N, A)) igin

(ModAlg (R) /A) ((F(®),A),(N,A)) — 2N (Setso/ (Alg(R) /A)) (@,U (N, A))
g (Ug)
(ModAlg (R) /A) ((F (©) A), (N, A)) oo (Setso/ (Alg (R) /A)) (0,U (N'.A))

diyagrami degismelidir. Gergekten de her 1 € (ModAlg(R) /A) ((F(®),A),(N,A)) ve k € K
i¢cin
(k)

(@ (,N) g.) (h)), (k) 1
(k)

(P (0, N') (goh))
(P (o, N) (gh)),

(gh), (1k1)
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(Ug)e®(0,N))(h)), (k) = ((Ug)(P(m,N)(h))), (k)
= ((Ug)(®(w,N)(h))), (k)
= (Ug),((®(a,N)(h)), (k))
= ((Ug) (h1(1k1)))
= g1 (Ml (1k1))
= (gih1) (1k1)
= (gh), (1k1)

dir. (I

3.3 R-cebiroid serbest on-caprazlanmis modiilleri

K bir kiime ve A bir R-cebiroid olmak iizere objelerini ® : K — A biciminde fonksiyon-
larinin olugturdugu, morfizmlerini de f : K — K’ bir fonksiyon ve g : A — B bir R-cebiroid

morfizmi olmak tizere

K ! K’
(0} o
A - B

diyagramim degigsmeli yapan (f,g) ikililerinin olusturdugu kategoriyi Sets/Alg(R) ile
gosterelim. Eger B = A ve g = I alinirsa Sets/ (Alg(R)/A) kategorisi elde edilir.

Tanim 3.4 K bir kiime, A bir R-cebiroid ve ® : K — A fonksiyonu Sets/ (Alg(R)/A) kat-
egorisinin bir objesi olsun. Fp(®) = (8:Fp(®) —> A) bir R-cebiroid On-gaprazlanmig A-
modiilii ve ig : K — Fp (@) fonksiyonu 6ig = o esitligini saglayan bir fonksiyon olmak iizere,
her N = (m: N — A) R-cebiroid 6n-¢aprazlanmis A-modiilii ve nf = ® kosulunu saglayan
her f : K — N fonksiyonu i¢in atix = f ve no. = 0 olacak bigimde biricik bir a: Fp (0) — N
R-cebiroid A-modiil morfizmi mevcutsa, ik fonksiyonu ile birlikte Fp (®) ya K iizerinde ®

tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid 6n-¢aprazlanmis A-modiilii denir.

Dikkat edilirse o nin bir A-modiil morfizmi olmas: ve o = 6 olmast (o, Ia) : Fp () — N

ikilisinin bir 6n-caprazlanmig modiil morfizmi olmasini gerektirir. Ayrica tanimda verilen ve
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istenen kosullar gbzoniine alindiginda

diyagraminin degismeli oldugu goriiliir.

Serbest On-caprazlanmis modiil izomorfizm farkiyla biriciktir.

Onerme 3.5 ®: K — A fonksiyonu Sets/ (Alg(R)/A) kategorisinin bir objesi ise K iizerinde

o tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid on-caprazlanmis A-modiilii mevcuttur.

Ispat: o tarafindan
W4, : K — AgXxAg
ko (s(ok),1 (0k))

biciminde bir fonksiyon indirgenebilir. Onceki kisimda ma, nin belirledigi F (wa,) serbest A-

modiiliind,
ixk: K — F ((DAO)
k +— 1k1

fonksiyonu ve her w,x,y,z € Ay, aka’ € F(®) (x,y), d’ € A(w,x), d"” € A(y,z) i¢in

a (aka’) = (a' ’a) ka' ve (aka’)a =ak (a’a” ')

biciminde A-etkisi ile elde etmistik. Simdi tanimda gecen 0 ve o0 morfizmlerini elde edelim:
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(i) Fp(®) = F(wa,) alip 6 fonksiyonunu

0: Fp (CO) — A
akd — 0(akd') = a(wk)d
p=aikid|...ankya, — Op=0(aikid})...0 (askna),)
Lpi — 0 (Zpl‘) = 1Opi
l 1 l

biciminde tanimlayalim:
1. Acik¢a 0 bir R-cebiroid morfizmidir.

2. Her w,x,y,z € Ao, akd’ € Fp(®) (x,y), d’ € A(w,x), d"” € A(y,z) i¢in

9(“” (aka’)) = 0((d"a)kd")
= (d"a)(0k)d
= d'(a(wk)d)
= d"0(akd)
ve benzer sekilde 9((aka’ )“m> = (0(akd'))d"” oldugu goriiliir. Yani Fp(®) =

(0 : Fp(®w) — A) bir 6n-caprazlanmig modiildiir.
3. Her k € K igin (0ig) k = 0 (ixk) = 0 (1k1) = 1 (wk) 1 = wk dir. Yani 8ix = o dir.

(ii) Her N =(n : N — A) dn-¢aprazlanmig modiilii icin ve 1f = o kosulunu saglayan her

f : K— N fonksiyonu icin o fonksiyonunu

o: Fp () — N
aka' —  ol(akd) = fK¢
p=aikid|...ankya, — o(p) =o(arkid}),,,a(ak.a),)
Lpi — a ZPi) = Lop;

biciminde tanimlayalim:

1. Her akd’ € Fp(®) i¢in ta = s(0k) = s(Mfk) = s(fk) ve sd’ =t(wk) =t(nfk) =
t (fk) oldugundan o (aka') = “fk% € N dir. Buna ek olarak f iyi tanimli oldugundan o da iyi

tanimlidir.
2. Acgikca o bir R-cebiroid morfizmidir.

3. Her w,x,y,z € Ag, akd’ € Fp (®) (x,y), d’ € A(w,x), d" € A(y,z) i¢in
o ( (aka')) — o((d"a)kd)
a

= gy
 («(r0)
= ' (a(aka'))
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ve benzer sekilde o ((aka’ )am) = (ou(akd ))am olup a bir A-modiil morfizmidir.

4. Her akd’ € Fp (®) igin

(N (aka’) =

_ (In0) (akd')

dir. Yani na. =0 olup (a, 1) : Fp (®) — N bir 6n-¢aprazlanmig A-modiil morfizmidir.
5. Her k € K icin (aiig ) k = o (ixk) = o (1k1) = ' fk! = fk dir. Yani aig = f dir.

o. nin biricikligi ve ik ile Fp(®) nin izomorfizm farkiyla biricikligi onceki evrensellik

ozelliklerinde oldugu gibi gosterilebilir. [

Sets/ (Alg(R)/A) nmn her ® : K — A, « : K — A objesi ve her (f,Ia) :

(0:K—A) — (0 : K — A) morfizmi i¢in

Fp(f1): Fp () — Fp(0)
akad' —  Fp(f1)(akd') = a(fik)d
arkia)...apkna, — Fp(fi)(aikid}...anknay,) = Fp (f1) (a1kia)) ...Fp (f1) (anknay,)
I B (E6) =X

bi¢ciminde tanimlanirsa (Fp (f1),Ia) agikca bir R-cebiroid 6n-caprazlanmis A-modiil morfizmi

olur.

Boylece R-cebiroid serbest 6n-¢aprazlanmis modiiliiniin elde edilisi bize

Fp:  Sets/(Alg(R)/A) — PXAIg(R)/A
0:K— A — Fp(®)=(0:Fp(0) — A)
=)0 — o — Fp(f)=Fp(fi,Ia) = (Fp(f1),1a) : Fp () — Fp(®')

biciminde bir funktor verir.
Onerme 3.6 Fp funktoru, U : PXAlg(R)/A — Sets/ (Alg(R)/A) forgetful funktorunun sol-

eki’dir.

Ispat: (PXAlg(R)/A) (Fp(—),(—)) ile (Sets/ (Alg(R)/A))(—,U (—)) arasinda bir dogal

izomorfizm bulmahiyiz. Aradiimiz dogal izomorfizmi ® ile gosterirsek, N = (n: N — A)
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olmak tizere

®: Ob(Sets/(Alg(R)/A)) x Ob(PXAlg(R)/A) — Sets
(0:K—AN) — P(0:K— A/N)=P(0,N)

biciminde elde edilen & (w,N) dontgimi her ® € Ob(Sets/(Alg(R)/A)), N =
(M:N — A) € Ob(PXAlg(R)/A) i¢in

@ (o,N) : (PXAlg(R)/A) (Fp(®),N) — (Sets/ (Alg(R)/A)) (0,UN =n)

seklinde, ® ve N de dogal, 1-1 ve orten bir fonksiyon olmalidir.

Eger f = (f1,1a) : Fp(®) — N bir 6n-¢aprazlanmig A-modiil morfizmi ise

fi: K — N
k> fi(1kl)

bi¢iminde bir f; fonksiyonu mevcuttur. Oyle ise ® (o, N) yi

®(@.N): (PXAIZ(R)/A) (Fp(@).N) — (Sets/ (Alg(R)/A)) (0.n)
f = (fidn) — ®@N)()=F=(fila)

bi¢ciminde tanimlayabiliriz. Dikkat edilirse her £ € K i¢in

(nfi)) () = n(fiw)

= n(fi(1k1))
= (Ia8)(1k1)
= IA((Dk)
= (Iaw) (k)
dir, yani
K Ji N
0 n
A I A

diyagrami degismelidir. Demek ki

®(@,N) (f) =T = (Fi.In) € (Sets/ (Alg(R)/A)) (@,n)
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dir.
Simdi ® (®,N) nin dzelliklerini inceleyelim:

1. ® (o, N) iyi tanimlidir: Yukarida her f € (PXAlg(R)/A) (Fp (®),N) i¢in @ (o, N) (f) €
(Sets/ (Alg(R)/A)) (®,n) oldugunu gordiik. Simdi @ (0,N)(f) = f # f' = ®(o,N)(f)
kosulunu gercekleyen her f, f' € (PXAlg(R)/A) (Fp(®),N) i¢in f # f’ oldugunu gorelim.
Eger f # f ise fi (k) # ]7’1 (k) esitsizligini saglayan en az bir k € K mevcuttur. Buradan
fi(k) = fi(1k1) ve f') (k) = f1 (1k1) oldugundan fi (1k1) # f{ (1k1) elde edilir. Oyle ise
f# f olur.

2. ®(o,N) 1-1 dir: f,f € (PXAlg(R)/A)(Fp(®),N) i¢in eger ®(w,N)(f) =
@ (w,N) (f') ise her k € K icin f1 (1k1) = fi (k) = f', (k) = f1 (1k1) olup ta = s(wk) ve
sa’ =t (k) kogulunu saglayan her a,d’ € A igin % f (lkl)a/ =4f (1k1)a/ elde edilir. Boylece,
af (1k1)Y = fi (a(lkl)“') = fi (aka') ve *f! (1K1Y = £ (a(lkl)"') — £l (aka') oldugundan
fi=f} ve f = f' esitliklerine ulagilir.

3. ®(m,N) ortendir: Her
h=(h,Ip): (0:K—A) — UN=(M:N-—A)

morfizmi i¢in

f:(fl,IA): FP(O)) — N

morfizmi
fi: Fp (m) — N
akd —s 4 (hk)”
arkd,...ankya, —  fi(aikd))...fi (anknay,)

Y pi — Yf1DPi

i i
olacak bi¢cimde tanmimlanirsa acik¢a f = (f1,1a) bir on-¢aprazlanmig A-modiil morfizmi olup
her k € K igin (@ (o, N) (f)), (k) = f1 (k) = i (1k1) = ' (hk)" = hik yani & (0,N)(f) = h
dir.

4. ®(0,N), ® de dogaldir: (—)°, (—) ile sagdan kompozisyon olmak iizere her g €
(Sets/ (Alg(R)/A)) (0, ) igin
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PXAlg (R) /A (Fp (0),N) —— 2N (Sets/ (Alg (R) /A)) (o,1)
(Fg)* g
PXAl (R) /A (Fp (6), N) —— (Sets/ (Alg (R) /A)) (o/ )

diyagrami degismelidir. Gergekten de her 1 € (PXAlg(R)/A) (Fp (') ,N) ve k € K igin

((g°® (o', N)) (h)); (k)

ve

dir.

5. ®(o,N), N de dogaldir: (—), , (—) ile soldan kompozisyon ve her g €
(PXAlg(R)/A) (N,N') i¢in

PXAlg (R) /A (Fp (0),N) — 2N (Sets/ (Alg (R) /A)) (0,1)
g (Ug)
PXAlg (R) /A (Fp (@) N') = (Sets/ (Alg (R) /A)) (©.1)

diyagrami degismelidir. Gergekten de her & € (PXAIlg(R)/A) (Fp(®),N) ve k € K i¢in

)
((@(0,N)ge) (h), (k) = (P (a,N)(goh)), ()
(@ (o, N') (gh)),

(gh), (1k1)

1 (k
(k)



Ve (Ug). ® (@,N)) (), (K

dir. O
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3.4 R-cebiroid serbest caprazlanmis modiilleri

Tanim 3.7 K bir kiime, A bir R-cebiroid ve ® : K — A fonksiyonu Sets/ (Alg(R)/A) kate-

gorisinin bir objesi olsun. FX (®) = (9 : FX(®w) — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiili

ve i : K — FX(w) fonksiyonu di = o esitliini saglayan bir fonksiyon olmak iizere, her

N = (m:N— A) R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii ve Mf = ® kosulunu saglayan her

f : K — N fonksiyonu i¢in o = f ve no. = d olacak bi¢imde biricik bir o : FX(®w) — N

R-cebiroid morfizmi mevcutsa, i morfizmi ile birlikte FX (®) ya K iizerinde o tarafindan belir-

lenen serbest R-cebiroid caprazlanmis A-modiilii denir:

Dikkat edilirse a nin bir A-modiil morfizmi olmasi ve ot = d olmasi (o, I ) : FX (®0) — N

ikilisinin bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olmasini gerektirir.

Serbest caprazlanmis modiil, izomorfizm farkiyla biriciktir.
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Onerme 3.8 ®: K — A fonksiyonu Sets/ (Alg(R)/A) kategorisinin bir objesi ise K iizerinde

o tarafindan belirlenen serbest R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii mevcuttur.

Ispat: Onceki kisimda K iizerinde o tarafindan belirlenen
Fp(®) = (0:Fp(w)— A)

serbest 6n-caprazlanmig A-modiiliinii elde etmistik. (—) funktorunu kullanarak Fp (®) 6n-

caprazlanmis modiiliinden
(Fp () = (6 : (Fp(0))" — A)

bi¢iminde bir ¢caprazlanmig modiil ve Fp (o) ile birlikte elde ettigimiz ig morfizminden de

K S Fe(e) T (Bp(e)

k +— ixk=1kl +—— (1k1)" =1kl
bi¢iminde bir bileske R-cebiroid morfizmi elde edebiliriz. 0 = 8" ve FX (®) = (F(®))* olmak
lizere tanimda istenen i ve FX (®) i
__.cr

=1k

Ve

FX (0) = (Fp (@)

olarak alalm. Simdi bu tanimlama ile i ve FX (®) in serbest ¢aprazlanmig modiil taniminda

istenen kosullar gercekledigini gorelim:

(i) Her k € K i¢in (di)k = 9 (ik) = 9 (ifk) = 6" (1k1) = 6 (1k1) = 1 (k)1 = ok olup

di = o dir.

(ii) Her N =(n:N — A) ¢aprazlanmig modiilii ve nf = ® kosulunu saglayan her f :
K — N fonksiyonu i¢in o fonksiyonunu
N
a (aka’) = “fk“/
op =a (alklall) 1,0 (anknal,)

a (Z_Pi) = Lopi

1

o: FX (o)
aka'

- /
p = aikia...a,k,a,

Lpi
l

AN

biciminde tanimlayalim:

1. Her aka’ € FX (o) igin ta = s(wk) = s(nfk) = s(fk) ve sa’ =t (wk) =t (Mfk) =
t (fk) oldugundan o (aka’) = “fk% € N dir. Buna ek olarak f iyi tamimh oldugundan o da iyi

tanimlidir.



2. Acikca o bir R-cebir morfizmidir.

3. Her w,x,y,z € Ao, aka’ € FX (0) (x,y), d’ € A(w,x), d" € A(y,z) igin

ve benzer sekilde o ((W) am) = (oc (W) )a

4. Her aka' € FX (o) i¢in

(Mar) (aka')

o (@ (aka’))
a W)

olur. Yani o bir A-modiil morfizmidir.

dir. Yani na = d olup (o, 1) : FX (@) — N bir ¢aprazlanmig A-modiil morfizmidir.

5. Her k € K igin (o) k = o (ifk) = o (1k1) = ! fk' = fk dir. Yani oii = f dir.
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o nin biricikligi ve i ile FX (®) nin izomorfizm farkiyla biricikligi onceki evrensellik

ozelliklerinde oldugu gibi gosterilebilir. [

Sets/ (Alg(R)/A) nin her ® : K — A, ® : K — A objesi ve her (f1,Is) :

(0:K—A) — (0 : K — A) morfizmi i¢in

FX(f): FX(o)

aka’

arkd}...ayknal,

Lpi
1

— FX (')
— FX(f1) (akd') = a(fik)d
—  FX(f1) (alkla'p--dnkn%)

=FX(f) <alk—ﬂll) ~FX (f1) (anknd},)
— FX(f1) (E) :);Fx(fl)(ﬁ)

biciminde tanimlanirsa (FX (f1),Is) agik¢a bir R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiil morfizmi

olur.
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Boylece R-cebiroid serbest ¢caprazlanmig modiiliiniin elde edilisi bize

FX:  Sets/(Alg(R)/A) — XAlg(R)/A
o:K— A — FX(0)=(d:FX(w) — A)
f:(fl,IA)i(D—>0)/ — FX(f):FX(fl,IA)
= (FX(f1),Ia) : FX (0) — FX (®')

biciminde bir funktor verir.

Onerme 3.9 FX funktoru, U : XAlg(R)/A — Sets/ (Alg(R)/A) forgetful funktorunun sol-
eki’dir.

Ispat: Bu 6nermenin ispati 6n-¢aprazlanmis modiillerdeki gibi yapilabilir. [J

3.5 R-cebiroid geri cekme caprazlanmis modiilleri

Tanim 3.10 A ve B birer R-cebiroid, f : A — B bir R-cebiroid morfizmi ve N = (1 : N — B)
bir R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiilii olsun. f*N = (n i f'N— A) bir ¢caprazlanmis R-
cebiroid A-modiilii ve (ﬁ f ) : f*N — N bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere her
M = (u:M — A) R-cebiroid ¢aprazlanmis A-modiilii ve her (v, f) : M — N ¢aprazlanmig

modiil morfizmi i¢in v = fh ve pu = 1 p+h olacak bi¢imde yani

diyagrami degigsmeli olacak bi¢imde biricik bir 2 : M — f*N A-modiil morfizmi mevcutsa fA

morfizmi ile birlikte f*N ¢aprazlanmig modiiliine N nin f izerinden geri ¢cekme caprazlanmig
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modiili denir.

Dikkat edilirse /2 nin bir A-modiil morfizmi olmasi ve u =1 .1 olmasi (h,15) : M — f*N

ikilisinin bir ¢aprazlanmig A-modiil morfizmi olmasini gerektirir.

Geri ¢ekme ¢aprazlanmis modiilii izomorfizm farkiyla biriciktir.

Onerme 3.11 N = (n:N — B) bir R-cebiroid ¢aprazlannus B-modiilii ve f : A — B bir

R-cebiroid morfizmi ise N nin f {izerinden geri ¢cekme ¢aprazlanmis modiilii mevcuttur.

Ispat: N x;A, NxA nn fa =nn esitligini saglayan tim (n,a) ikililerinin
olusturdugu alt kiimesi olsun. Bu kiimeye ait herbir (n,a) ikilisinin kaynak ve hedefini
s(n,a) = sa ve t(n,a) = ta olarak tammmlayip ve her x,y € Ag icin f*N(x,y) =
{(n,a) eENxyA:s(n,a)=xvet(n,a)=y} kiimesini olusturabiliriz. ~ Her x,y € Ay i¢in
f*N(x,y) tizerinde

S N@y) x f'N(xy) — fN(xy)
((n,a),(n1,a1)) —  (n,a)+ (n1,a1) = (n+ny,a+ay)

biciminde bir toplama islemi ve

Rx f*N(x,y) — f*N(x,y)
(r,(n,a)) +— r-(nya)=(r-n,r-a)
biciminde bir R-etkisi tanimlanabilir. Bu tanimlamalar ile f*N (x,y) bir R-modiil olur. Dikkat
edilirse N(n+n)) =nn+nn; = fa+ fad = fla+d) ve n(r-n) =r-nn) =r-f(a) =
f(r-a) olup yukaridaki iglemler iyi tamimlidir. Toplama iglemi ile R-etkisine ilaveten f*N =
{f*N(x,y) : x,y € Ao} ailesi iizerinde her x,y,z € Ag i¢in

FN@Y) < f*N(y,z2) — f'N(xz2)
((n,a),(n,d")) —  (n,a)(n,d) = (nn',ad)

bi¢ciminde bir kompozisyon tanimlanirsa f*N agikca bir R-cebiroid olur. Kompozisyonda, rn =
t(mn) =t (fa) = f(ta) = f(sd') =s(fd)=smn') =sn' veta=t(n,a) =y=s(n',d) =sd
olup nn’ ve ad’ iyi tammhdir. Ek olarak n (nn') = (nn) (Mn') = (fa) (fd') = f(ad'), s(ad") =
sa=xvet(ad') =td =z oldugundan (nn',ad’) € f*N(x,z) dir. Ayrica f*N, her w,x,y,z € A
icin
Aw,x) X f'N(x,y) — [f*N(wy)
(d",(n,a)) — @ (n,a) = (f“”n,a”a)

ve
F'N(x,y) xA(y,z) — f*N(x,2)

((n,a),d") — (n,a)a/ = (nf“/,aa’>
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biciminde tanimli A-etkisi ile bir A-modiil olur.

fve M fonksiyonlar

f: N — N
(n,a) — n
ve
Mg f'N — A
(n,a) — a

biciminde tanimlansin.

(i) Ny« : f*N — A bir R-cebiroid morfizmidir: Ciinkii her x,y,z € Ao, (n,a),(n1,a1) €
f*N(x,y), (n',d") € f*N(y,z) ve r € R i¢in

1.
M (@) + (@) = My Gt atan)
= a+a
= Mg (n,a) +Nyp (n1,01)
2.
M p+ ((n,a) (n/7a/)> = MNy= (”nlaaa/)
= ad
= Ny (a0 )
3.

Ny (r-(n,a)) =g (r-n,r-a) =r-a=r-n(n,a)
dir.

(ii) ny+ : f*'N — A bir caprazlanmig modiildiir: Ciinkii her w,x,y,z € Ao, (n,a) €
['N(x,y), (',d') € f'N(y,2),d" € A(wx), d” € A(y,z) icin

CM1)
nf* (a// (n’a)> — T]f* <fa//n7a//a> _ a//a — a//nf* (n,a)
ve
N ((ma)aw) . (nfa///’aa///> —ad" = (nf* (n’a)) a"
CM2)
(n,a)"* (') (n,a)a/ = (nf“/,aa/> = (n"nl,aa') = (nn',aa') = (n,a) (n',a')
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ve
Ny (m.a) (n',d') = *(n,d) = (f“n',aa/) = ("n',ad’) = (nn',ad’) = (n,a) (n',d’)
dir.
(i) f: f*N — N bir R-cebiroid morfizmidir. (ispat1 (i) dekinin benzeri)

(iv) (fA, f) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmidir: Ciinkii her w,x,y,z € Ay, (n,a) €
[*N(x,y), d € A(w,x),d" € A(y,z) igin

1.
f(a/ (n,a)) :f<fa/n,a/a> = fdy = 1 (f(n,a))
ve
f((n,a)a”> :f<nf“”,aa”> = nf4 = (f(n,a) e
2.
(nF) () =n (Fn.@)) =mn= fa=f (g (n,0) = () (m.0)
dir.

Simdi de, her M = (u: M — A) R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii ve her (v, f) : M —
N caprazlanmig modiil morfizmi i¢in 4 fonksiyonunu

h: M — f*N
m +— (vm,um)

biciminde tanimlayalim:

(i) h iyi tammhidir: Her m € M i¢in vim € N, ym € A dir. Diger taraftan (v, f) bir
caprazlanmig modiil morfizmi oldugundan nv = fu ve boylece her m € M i¢in m (vin) = f (um)
dir. Oyle ise (vm,um) € f*N olup s (vm,um) = s (um) = sm ve t (Vvm,um) = t (um) = tm dir.

Ek olarak v ile u 1yi taniml1 olduklarindan /4 de iyi tanimhidur.

(ii) h bir R-cebiroid morfizmidir: v ile u birer R-cebiroid morfizmi oldugundan 4 nin de bir

R-cebiroid morfizmi oldugu gosterilebilir.

(iii) h bir A-modiil morfizmidir: Her w,x,y,z € Ag, m € M(x,y), a € A(w,x),d € A(y,z)
icin

h(em) = (v (m) p (“m)) = (74 (vm) ,a(m) ) = (v, ) = ()
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ve benzer bigimde h (m“/) = (hm)® olur.
(iv) Her m € M igin

(M p<h) m=n e (hm) =M - (Vm,um) = um

dir.

(v) Her m € M i¢in
(71)m =7 im) = F (v, pm) = v
dir.

Dikkat edilirse (iif) ve (iv) tin bir sonucu olarak (h, 1) : M — f*N ikilisi bir caprazlanmig
A-modiil morfizmidir.

Eger

h: M — f*N
m +— Zm = <Zlm,zzm)
morfizmi Vv = fﬁ ve u=nm f*% esitliklerini saglayan bagka bir morfizm ise her m € M i¢in hym =

f(%m > =vmve sz =My (Zm) =umolup h = h dir.

Ayrica, eger f: f*N — N morfizmi ile birlikte f*N = (n}v* : f“N — A> ayn1 kosullar
saglayan baska bir geri ¢gekme ¢aprazlanmig modiilii ve her M = (u: M — A) R-cebiroid
caprazlanmis A-modiilii i¢in evrensellik 6zelligini saglayan biricik A-modiil morfizmi M —
f*Nise M = f*N alindiginda . = nF?i esitligi, M = f*N alindiginda Mg =1y esitligi ve
buradan Mg =M ghh ile Ns = T]th esitlikleri elde edilir. Oyle ise hh = I« ve hh = IFN
olup A bir izomorfizmdir:
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Her N = (n:N—B), N’ = (" : N’ — B) R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiilii ve her

(g1,I8) : N — N’ R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiil morfizmi igin

f*gl . f*N - f*N/
(n7a) — (f*gl) (naa) = (gln,a)

bi¢ciminde tanimlanirsa (f*g;,/a) agikca bir R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiil morfizmi olur.

Boylece R-cebiroid geri cekme caprazlanmis modiiliiniin elde edilisi bize

o XAlg(R)/B — XAlg(R)/A
N s PN
g=(g1.I8) : N—N +—— f*g=f"(g1,I8) = (f*g1,In) : f*N — f*N

biciminde bir funktor verir.

Onerme 3.12 A, B, C birer R-cebiroid ve f : A — Bile f: B— C birer R-cebiroid morfizmi
ise f*f"* funktoru (f'f)" funktoruna dogal izomorftur: f*f™* = (f'f)*.

Ispat: Ispatimizi dort asamada gergeklestirecegiz.

(i) Ispatin ilk kisminda sirastyla f*N, (£*f*)N ve (f'f)*N modiillerinin elemanlarimi

inceleyecegiz:

l.Her N=(n:N — C) € XAlg(R)/C i¢in f*N B-modiilii nn = f'b esitligini saglayan

(n,b) ikililerinden olugur.
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2. Her f*N = (- : f*N — B) € XAlg(R)/B igin (f*f*)N = f*(f*N) A-modiilii
Np- (n,b) = fa esitligini saglayan ((n,b),a) ikililerinden olusur. ~Ancak M~ (n,b) = b
oldugundan b = fa olup (f* )N nin elemanlari ((n, fa) ,a) bigimindedir.

3. Her N = (m:N — C) € XAlg(R)/C icin (f'f)"N A-modiilii nn = (f'f)a esitligini

saglayan (n,a) ikililerinden olusur.

Ayrica

)
=)

(f*f*)N /N N
(M) e Ny n
A - B ; C
ve
)R P E—
(s r)* n
A r C

diyagramlar1 degismelidir.

(ii) Her N = (m: N — C) € XAlg(R)/C i¢in an

on: (fFfIN — (ff)N
((n,fa),a) —  (n,a)

biciminde tanimlansin.
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1. o bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii her x,y,z € Ao, ((n, fa),a),((n1,fa1),a1) €
(f*f"IN(x,y), (o', fd'),d") € (f*f*)N(y,2) ve r € Rigin

an (((n, fa),a)+ ((n1, far) ,a1)) an ((n, fa) + (n1, far) ,a+ay)
on ((n+ny, fa+ fd'),a+ay)
(n+n1,a—l—a1)
(n,a)+ (ny,ar)

on ((n, fa),a)+on ((n1, far),ar)

an ((n, fa) (', fa') ,ad’)
an ((nn', fafd') ,ad")
(nn',ad")

(n,a) (n',d)

on ((n, fa) ,a)on((n', fd'),d)

on (((n, fa),a) (', fa') ,d’))

on (r-((n, fa),a)) = on((r-(n,fa),r-a))
= OCN(((r~n,r-fa),r-a))
= (r-m,r-a)
= r-(n,a)
= r'(OCN((I’l,fa),(l))
dir.

2. o bir A-modiil morfizmidir. Ciinkii her w,x,y,z € Ag, d’ € A(w,x), d’ € A(y,z)
ve ((n, fa),a) € (f*f")N(x,) igin

o (7 ((n.fa),a)) = o (/¥ (n, fa).da)

= oN (f,f)“/n,fa’fa) ,a’a)
oN E(f/f)“ln,f(a’a)> ,a'a)
<(f’f)a’n’a/a>

“ (n,a)

“(on ((n, fa),a))

ve benzer sekilde o (((n,fa) ,a)“”) = (o ((n, fa),a))"" dir.

3. 0 = (0N, Ia) @ (F*f*)N — (f'f)" N bir caprazlanmis A-modiil morfizmidir: Her
((n7fa> ,Cl) € (f*f/*)N lgln

(nppyan) (1, fa) @)

N gy (an ((n, fa) ,a))

1
—~Q 3

I
N
>
e
=
= 3
N
~
~—
~
=
)
Q
S~—
Q
S~—

olup
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(f*f*)N - (f'f)'N
(M) e N(spy*
A A A

diyagrami degismelidir.

(iii) Simdi de By fonksiyonu ters yonde
Bn: (ff)’N — (ff*)N
(n,a)  — ((n,fa),a)
biciminde tanimlansin. Yukaridakilere benzer islemlerle By = (By,Za) in de gaprazlanmis A-

modiil morfizmi oldugu gosterilebilir.

Agtkca anPy = Iy pyN Ve ByON = I(p+ )N oldugundan o ve bdylece oy birer izomor-

fizmdir.

(iv) Her N=(n:N—C),N' = (n': N — C) € XAlg(R)/C ¢aprazlanmig modiilii, her
g = (g1,1a) : N — N’ caprazlanmig modiil morfizmi ve her ((n, fa),a) € (f*f*)N(x,y) igin

(') e1) on) ((n, fa),a) = ((f’f):g1)((OCN)((n,fa),a))
= ((f'f) &1) (n,a)
= (g1n,q)
= OLN/((gln,a),a)
= o ((f"g1) (n,a
= o ((f* (1))
= o (((f ") g1)
= (o~ ((f* ") &1)

a)

,a),a))
,a),a))
(n,a),a)

n
n

),
((
((
)(

olup

N

(f*f")N (f'f)'N

(e (') g1

(fFIN —— (ff)'N
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diyagrami degismelidir. Bdylece, A iizerindeki doniisim birim doniisiim oldugundan,
((f'1)"8) o = o ((f* ™) g) esitligi yazilabilir.

Demek ki o= { (ot : (f*f™*)N — (f'f)"N) : N € XAlg(R)/C}: f*f™* — (f'f)" ailesi

bir dogal izomorfizmdir. [

3.6 R-cebiroid indirgenmis caprazlanmis modiilleri

Tanim 3.13 A ve B birer R-cebiroid, f : A — B bir R-cebiroid morfizmi ve N = (n: N — A)
bir R-cebiroid caprazlanmigs A-modiilii olsun. f,N = (n £ TN — B) bir caprazlanmig R-
cebiroid B-modiilii ve (7, f ) : N — fiN bir caprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere her
M = (u: M — B) R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiilii ve her (v, f) : N — M ¢aprazlanmig

modiil morfizmi igin v = hf ve n . = uh olacak bi¢cimde yani

diyagrami degismeli olacak bicimde biricik bir / : f,N — M B-modiil morfizmi mevcutsa f
morfizmi ile birlikte f,N caprazlanmis modiiliine N den f ile indirgenmis ¢aprazlanmis modiil

denir.

Dikkat edilirse / nin bir A-modiil morfizmi olmast ve 1, = ph olmast (h,Ig) : N —M

ikilisinin bir ¢aprazlanmis B-modiil morfizmi olmasini gerektirir.
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Indirgenmis ¢aprazlanmis modiil, izomorfizm farkiyla biriciktir.

Onerme 3.14 N = (n:N — A) bir R-cebiroid ¢aprazlanmis A-modiilii ve f : A — B bir

R-cebiroid morfizmi ise N den f ile indirgenmis ¢caprazlanmig modiil mevcuttur.

Ispat: Ispatimizi alt asamada gergeklestirecegiz.

(i) Fp(fm) = (0:Fp(fn) — B), fn tarafindan belirlenmis N iizerine serbest On-

caprazlanmis B-modiil olsun. Buna gore

1. Fp (fn) nin iiretecleri her n € N ve th = s ((fM) n), sb’ =t ((fM) n) kosulunu saglayan
her b,b’' € B i¢in bnb' bicimindedir.

2. B nin Fp (fn) tizerinde her w,x,y,z € By i¢in

B (w,x) x (Fp(fm)) (x,y) — (Fp(/M))(w,y)
(b, bnb') —s Y (bnb') = (1'b) nb’

ve

(Fp (/M) (x,) xB(v,2) — (Fp(fM))(x,2)
(bnb',b") — (bnd))? = bn (V")

biciminde asosyatif bir etkisi mevcuttur.

3. 0 morfizmi
0: Fp(fm) — B
bnb'  — b((fm)n)d

biciminde olup bir B-modiil morfizmidir.

4. Her n € N i¢in
(6in)n =8 (inn) = 0 (1n1) = 1((/m)n) 1 = (f)n

olup

N N Fp(fn)
n 0
A B




diyagrami degismelidir.

(i) Fp (1) min
binibybanoby — (b1 (fmm) by b2) naby
blnlbllbznzblz — b1n1 (bllbz (fT]I’lz) blz)
bnb' +bnib' —b(n+n;)b
b(“n)b"—(b(fa))nb'
b <n"> b —bn((fd')¥)
(r-b)nb' —b(r-n)b’
bn(r-b")—b(r-n)b
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formatindaki tiim elemanlarin irettigi cift yonli ideali I olsun. Acgik¢ca I, R ve B etk-

isi altinda kapalidir. Bu ideal kullanilarak Er (If ) — {FP(If n) (x,y) = M)()x’y) tXy € BO}

I(x,y

boliim R-modiilleri ailesi olusturulabilir. I nin iiretecleri diisiiniildiigiinde bu aile iizerinde her

bum b, bynybly, bnb! +bmyb, b(n) b/, b <n) Y, (r-b)nb' € Fp(fn) icin

bini b\ bonobly = (by (fMn1) by ba) nably = biny (byba (fMnz) b))
bnb' +bnib' =b(n+ny)b

b(‘n)b' = (b(fa))nb’

b(n?)b =bn((fd)b)

(r-b)nb' =b(r-n)b' =bn(r-b')

ve bdylece B} (b ((fn)n2)bs)...(b: ((fM)ne)b,) = b} € B olmak iizere
b]ﬂ]bllbznzb/z...b,nlb; € Fp (fT]) igin

bin1 b\ bonobly...byngb; = biny (B (b ((fM)n2) By) .. (b ((fN) 1) b)) = binib]

oldugu goriiliir.

Bu aile iizerinde, Fp (fm) den, her x,y € By i¢in

Fp (f ) (x,y) X (f ) (x,y) — (fﬂ) (x,y)

(Bt i) — Dbl +bymb = bnbl + bymb, = b(ntn1) b

(Eﬁ) o SPATE =SP4 S = TR,
i j 1 J 1 J l J

her

biciminde bir toplama islemi indirgenebilir. Bu islem ile p; = bilnilb§1 ...b,}nitbgt olmak lizere

(f ) pin ): pi bicimindeki her elemaninin

Zpl sz — Zbilnilbx
l
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biciminde yazilabilecegi sonucuna ulagilir. Oyle ise m ailesi bnb’ bicimindeki iireteg ele-

manlari ile bunlarin sonlu toplamlart olan Y b;n;b} bicimindeki elemanlardan olusur. Bdylece
i

her x,y € By ve ):bin,-bg,):bjnjb’j € m (x,y) igin
i J

Zbil’lib; +ijnjb;- Z btl’ltb/
i J t=i,j

yazilabilir.

Diger taraftan (f ") {izerinde, Fp (fm) den, her x,y,z € By i¢in

Fp (fﬂ) (x,y) x (f )(y, ) — FP(IfT]) (x,2)

(blnlb/l,bznzb/2> — blnlbllbznzbé = blnlbllbznzbé = bll’l1 (bllbz (fT]I’lQ) b/2>
(;binib;a%‘,bjnjb;') — (Xl:blnlb:) (%:%”ﬁ;) = iz;binib;bjnjb;

_ Ebini (bﬁbj ((m)ny) b3'>

biciminde bir kompozisyon ile, I R etkisi altinda kapali oldugundan, her » € R ve x,y € By i¢in

R % (fﬂ)( y) — FP(Ifn)(x,y)

(r,bnb") — r-bnb' = (r-b)nb'
(7‘, Zblnlbf) _— I (Zblnzb:) = Z(r'bi) nib;
i i i

bi¢ciminde bir R-etkisi indirgenebilir. Bu islemler ve etki ile M bir R-cebiroid olur.

Ayrica I, B etkisi altinda kapali oldugundan -~ (f ") {izerinde her w,x,y,z € Bg icin
F F
B (w,x) x U (xy) s E2UM ()
(b",bnb') — bnb! =V (bnb') = (b)) nb/
(b”,zbin,-b;) — (Zb,n,-b;) Y (b"b;) nib,
l l i

veE

B (6 ) xB(y,2) — UM (x )

(bnb’,b") — Db = (bnb)?" = b (DD
b///
(zb b, b”’) — (Zbinib;) — Y bini (bb™)
l l

biciminde bir asosyatif B-etkisi tanimlanabilir. Bu etki ile Fp (/M) bir B-modiil olur.
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(iii) (1) = 0 = {Op(y,) : x,y € Bo} oldugundan 6 morfizmi (fn) lizerine

F
nf* . p(Ifn) — v B

bnbl  —s g, (bb) =0 (bnb') = b((fn)n) b’
Ybinib; — My, (Zbinib§> =Xny <binib§> = Ybi ((fm)m) b;
4 1 1 4
bi¢iminde bir R-cebiroid morfizmi indirger. Bu morfizm her w,x,y,z € By, b” € B (w,x), b €

B (v,z) ve bnb’ € m (x,y) igin

ny, <bHW> = nf* b (bnb/))
= n,, (0" )nb/>)

(b”b)(( fMmyn) b’
b (b((fm)n)b")
b

= 0" (ny, (bnd'))

ve benzer sekilde

ng, (B"") = (n, (bnb)) B

esitliklerini saglar. Boylece her w,x,y,z € Bg, b"” € B(w,x), b € B(y,z) ve Lbnb: €
i

(fn) (x
e (7 (5950 - . (27599)
| = Ny (bﬂszibE)
- 2. (9)

— bNan* <bll’llb:>
i

— b” (T]f*Zblnlb:)
b///
. ((Z.bmz-bz-) ) ~ (ny. (mpmar) ) o

esitlikleri de saglamir. Oyle ise

F
FP({H)=(nf*: P(If”)—>B)

,y) igin

ve benzer sekilde

bir 6n-caprazlanmig modiildiir.

(iv) Her x,y,z € Bo, binib) € (f ) (x,) Ve banably € (f ) (v,z) i¢in

blnlb’l 11, (banabh) _ bln—lb,l(bz((fn)ng)b’z)

(i) (ba((fn)m2)b))
bum (biba ((fn)m2) b))
blnlbll bzanlz

= binib} bynyb),
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ve benzer sekilde

N Crb) oo b) = by b, banob,

dir. Boylece her x,y,z € Bo, Lbin;b] € w (x,y) ve Lbjn;b’; € w (y,z) igin
i j

. (be) (an* <bb))
(Zbinib;) ! = <Zbinib;> !

— Z<bl lblnf*(bnl))

i,j

= IXJ: (binibg bjnjb/j)

= <Zblnlb;> (ijnjb/]>
! J
Zbinib; oo ! !
! ijnjbj = Zbinibi ijnjbj
J ! J

U, FEU )

ve benzer sekilde

olur. Demek ki

bir gaprazlanmig modiildiir. Boylece, ==~ ve Ip (If n) isirasiyla f,N ve f, N ile gosterdigimizde,

fiN = (nf* : iN — B)

caprazlanmis modiiliinii elde etmis oluruz.

(v) f fonksiyonunu

H J5
— fn=ixn= Ly mmnli(mn)

bigiminde tamimlayip 1)) li((myn) 1 Ls((rm)mP1i((rq)n) = 1nl biciminde kisaltahm. sn =

sny, tn = tny = sn’ kogulunu saglayan her n,n,n’ € N ve r € R i¢in

f(n+n)=1(n+n)1=1nl+1n1=1nl+1n/1 = fn+ fn

(1) Ly (pmym)

(") 1, ((fn) >

n (M) ') 1y(pmyw))
n (Ly((nyn) 1s<< ((

") L))
Limm 1 ((fn)) Loy
nly((rmymy Ls((myn)™ Le((pmym)
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ve

refn=r-Inl=(r-nl=1(r-n)1=f(r-n)
oldugundan f bir R-cebiroid morfizmidir.
Ayrica ta = sn, tn = sa’ kosulunu saglayan her n € N, a,d’ € A icin
(M) (“n) = f (M (“n)) = f(a(n)) = (fa) (f (nn)) = (fa) ((fn)n)

olup s((fn) (“n)) = s (fa), 1 ((fn) (“n)) =t ((fM)n) ve 1 (fa) = s((fn)n) dir. Bdylece
f(en) =

> <“”> an))
)

Il
A/—\ —

I
—_|=
\
8
&
S 2 \/

ve benzer sekilde f (n?) = (f n) ) elde edilir. Bunlara ek olarak her n € N i icin

Ny (fn) =y (Inl) =1((/M)n) 1 = (fM)n

oldugundan (7, f) ikilisi bir ¢aprazlanmis modiil morfizmidir:

il

N f«N
n N
A B
f

(vi) Her M = (u: M — B) R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiilii ve her (v, f) : N — M
caprazlanmis modiil morfizmi i¢in 4 fonksiyonu
h: fN — M
bkl —s h(bnb') = b (vn)®
Lhinb, — h (zﬁ> = 2 (bmib}) = X ( (vm)")
1 1 1

1
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biciminde tanimlansin:
1. Her bnb’ € f,N icin agikca (Vn)b/ € M olup v iyi taniml1 oldugundan 4 de 1yi tanimhidir.

2. h bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii her x,y,z € By, Yp;,Y.p; € fiN(x,y), ¥ps €
i j s

f*N (y7 Z) 1(;‘11'1
h (zbinib;+zb,~njb;.> = h( Y b,n,bg)
i J t=i,j

— Y& (b,ntb§>

11,

= ;h <bil’lib;> + %h <bjnjb}>
= h (Zb,n,bi) +h (Zbﬂ’l]b/j>
i J

h<):b,~n,~b§stnsbg) = h(xbinibgbsnsb§>
- Zh(bn,w ((fn)ns)b))
= ):( (Vn ()5 )b )

veE

olup, her bnb’, Y bin;b. € f.N ve r € R i¢in
i

h(r-bnb’) =h <(r-b)nb’> — (rb) (Vn)bl =r- (b (Vn)b/> = rh(W)

h <r. (Zbini%)) = h (Z(wbi)nib;

Ve

- r : (zh (bin,-b;>)

= r-h (Zbﬂ’lﬁ)i)
i
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3. h bir B-modiil morfizmidir. Ciinkii her w,x,y,z € Bg, b” € B (w,x), b"" € B(y,z) ve bnb/,

Ybinib; € fN(x,y) igin
1

veE

olup benzer sekilde

ve

oldugu da gosterilebilir.

h (’7”%)

()

W)

Vn)b/

— o~

4. (h,Ig) bir R-cebiroid ¢aprazlanmis B-modiil morfizmidir. Ciinkii her bnd’, Y bin;b. € f.N
i

icin

ve

(uh) (bnb')

) (b
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dir.

5.Hern € Nigin

dir.

hnin biricikligi ve £, N ile f nin de izomorfizm farkiyla biricikligi 6nceki evrensel yapilarda

oldugu gibi gosterilebilir. [

Her N=(M:N— A), N’ = (0’ : N’ — A) R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii ve her

(g1,1a) : N — N’ R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiil morfizmi i¢in

f*gI: f*_N — f*N/
bnb' — (f:81) (bnb') =b(g1n)

bigiminde tanimlanirsa, (f.g1,Is) acik¢a bir R-cebiroid ¢aprazlanmig B-modiil morfizmi olur.

Boylece R-cebiroid indirgenmis ¢caprazlanmis modiiliiniin elde edilisi bize

fe: XAlg(R)/A — XAlg(R)/B
N —  fiN
g:(gl,IA):N—>N/ — f*g:f*(gI,IA):(f*gl,IB)3f*N—>f*N/

bi¢iminde bir funktor verir.

Onerme 3.15 A, B, C birer R-cebiroid ve f : A — Bile f : B— C birer R-cebiroid morfizmi
ise f| f« funktoru (f’f), funktoruna dogal izomorftur: f]f. = (f'f),.

Ispat: Ispatimizi bes asamada gerceklestirecegiz.

(i) Ispatin ilk kisminda sirasiyla fiN, (f.fi)N ve (f'f), N caprazlanmsg modiillerini in-

celeyecegiz:

1. Her N = (m:N — A) € XAlg(R)/A c¢aprazlanmig modiilinden f ile indirgenmis
caprazlanmis modiil f,N = (n £ N — B) olup f.N B-modiiliiniin iiretecleri her n € N ve
tb = s((fm)n), t((fn)n) = sb’ kosullarint saglayan her b,b’ € B igin bnb’" bigiminde ve 1,

morfizmi
ng: SN — B
bnb'  — b((fM)n)b

Ybhinib, — ¥y, (b,nib;)
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bicimindedir.

2. Her f*N:(n £t f*N—>B) € XAlg(R)/B c¢aprazlanmig modiilinden [ ile
indirgenmis ¢aprazlanmis modiil (f]f) N =/, (fiN) = <(T] f*) ’E (flfa) N — C) olup
(fifo)N = fL(f«N) C-modiiliiniin iiretecleri her bnb’ € f.N ve tc = s(f'b), t (f'b') = sc’
kosullarin saglayan her ¢,c¢’ € C igin W bi¢imindedir. (f.f.)N nin iiretegleri arasinda
her ZW € fiN ve tc = s(f'bi), t(f'b;) = sc’ kosullarin1 saglayan her c¢,¢’ € C igin

i
c <Zb,n—,b;) ¢’ bicimindeki elemanlarin da bulunmasi gerektigi diisiiniilebilir. Ancak bu ele-

1
manlar da zaten,

c ():binibg) d=Yc (b,-n,bé) d=Yc (binib§> ¢
i i i
oldugundan, ¢ (bnb’ ) ¢’ bicimindeki elemanlarca iiretilmektedir. (T] f*) 7 morfizmi ise

M), (AN — C
c(onb) e — c((fmy) (bub))
Zc (W) c — Z (T]f*)f, (C (bz”—zb:> C’)

bi¢imindedir.

3. Her N = (n:N — A) € XAlg(R)/A ¢aprazlanmig modiiliinden f’f ile indirgenmis
caprazlanmig modiil (f'f), N = (T](f/f)* (f'f),N— C) olup (f'f),N C-modiiliiniin
iiretegleri her n € N ve tc = s((f'fm)n), t ((f'fm)n) = sc¢’ kosullarim saglayan her ¢,c¢’ € C
icin cnc’ bigiminde ve N(yy), morfizmi

N, s (N —
cnd’ = c((f'fm)n)c

Yemic; = XN(py), (Ci”i“?
1

i

bicimindedir.

Ayrica

|
Y

N | £N ‘ (fLfo)N
A B C
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veE

N (f'f).N
n (s 5),
A C
ff

diyagramlar1 degismelidir.

(ii) Her N = (m: N — A) € XAlg(R)/A i¢in oN

on: (i )N — (ff).N

c(bnb)c  — o <c (bnb) c’) = (D) ((F0) )

e (i) ax (e (i) ") = o (e (bunb])

bi¢iminde tanimlansin.

1. oy bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii her x,y,z € Cy, Y.¢; (b,n,-bﬁ) ¢ Ycj (b in jb’j) c} €
i J

(fif*)N(xvy) ) ZY,CS (bsnsbfv) Cfv € f*N (y,z) lgln

o <Za (binib§> ci+Xe; (bjnjb}> C'j) = oN (t L (bf”f’#) g
1 J =LJ

N
= 0oN (Xi:Ci (bll’lll#) C; + 0N (%Cj (bﬂ’lﬂ?&) C/j
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ve

oN (Zj‘,ci (binibé) cégcs (bsnsbg) cg) = oy <Z ( (b ;i b’) s (bsnsb}) ¢ ))

= Lox(a bnb') s (M) (BsnsBh)) c’))

= ( 'bi)) ni ((f'57) (cies (f (bs ((fM) ns) D)) )
f'B))ni ((f'0) cies ((f'bs) ((f'f) ns) (f'B5)) c§)

/%

\

I
DY pgie

Ci

=Z

|
DY pgex

(
( (
(c F'bi))ni ((f'B7) €}) (cs (f'bs)) ns ((f7D5) )
( i ((f'b) ci)Ees (f7bs)) s ((fB) <5)

_ ):aN(c bnb’)c’;z <I>
_ < (Bt} < (bynb}) c )

olup, her ¢ (bnb') ¢’ Tei (b " b’) e (f/f)Nve r € R icin

:):

(b
 (f'bi))ni ((
(f"bi)) mi (( (
ci (f"bi)) i (((f'B)) i) (es (') (((F 1)) ms) ((f7B5) €5))
(f"bi)) mi (( )
ci (f'bi)) i ((
(b

C

OLN<r~c(bnb’)c’> = r-c) (bnb’) c )
= (( )(fb))n((f’b’) )
= (r-(c(f'D))n((f'0)¢)
= r-(c(f'b))n((f'V'))

r-on (e (Bnb) ')

) o (- (L)) = o (ZHS
- yox ( (bindl)
=X (r-aN (c,- (W) c?))
_ r.)lf_ocN (c,- (bln—,b§> ¢/

dir.

2. an bir C-modiil morfizmidir. Ciinkii her w,x,y,z € Co, ¢ € A(w,x), " € A(y,2)
ve ¢ (bnb') ¢/, X ei (b,nibg) ¢t € (fifi)N(x,y) i¢in

oN (CN (c (bnb’ ) ¢ >>

(( 1 )(bnb’) C’>
(BN (7))
(7B (7))

= (o (c (Bnb) ')
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ve

dir. Benzer sekilde

olN ((Zci (b,-n,-b§> ci) CW) = (OLN (Zci (b,nib;) c§> ) .

oldugu da gosterilebilir.

ve

3. oy = (o, Ic) : (fLfi) N— (f'f), N bir ¢aprazlanmig C-modiil morfizmidir. Ciinkii
her ¢ (bnb/) ', Xei (binib]) ¢, € (L) N igin
i

(N, o) (Bt ) =

|
_'3
M
Q
Z
ﬁ
@‘
S
@‘
Q
Q

f/
) (b
n>g ¥

1 | T R
/\Qﬁﬁﬁ/\‘j

I
~
(@]
—~
=
=
\/
\_/
A
@‘
S
w‘\
~
v

ve

(. 08) (e (b)) = Z§<> CE
Z "

olup

oN

(fife) (f'f)
(nf* )f,ﬁ n(f )
C C

Ic
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diyagrami degismelidir.

(iif) Simdi de By fonksiyonu ters yonde

Bn: (FN)N — (fifN

cnd — Bx (cnc’) =c( 1n1

Zc,n—,cﬁ — By (Zc,nc) ZBN cn,

bi¢iminde tanimlansin.

1. By bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii her x,y,z € Co, Y.cinici,Y.cjn jc’j e(f'f),N(xy),
i J

chnsc{v S (f/f)*N (y7 Z) lgln

ﬁN (ZC;’”[C‘; +chnjclj> == BN ( Z 'C[n[C;>
! J t=i,j

= X Bu(anc)

t=i,j

_ ;BN (Cinicé) +§,BN (CJn—JC/J>
= B (5emel) +By <’§’—”>

B (Zcinichcsnscg) = By (Zcinicfcsnscg)
N

i i,s

= Ty (e (cfes ((FHMIm) D)

lS

= gczlnz (cies (f ((fm)ng)) cr)
= gczlm (cies (f (1((fm)ns) 1)) c5)
’ 7 (0. D)) )
() D) <))
- g(c,-mc; cSTslcQ)
= Zc,ln,chcslnslc

- ZBN (camic] )ZBN (cancs)

— B (5emel) by (Zonet

veE
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olup, her cnc’, Y cinict € (f'f), N ve r € R igin
i

BN(r-(cnc’)) = BN( .

Ve

(- (559) - ()

= ZI:BN (r . cinicg)

SN

= r';BN (cln—,c;>

_ By (ZW>

dir.

2. By bir C-modiil morfizmidir. Ciinkii her w,x,y,z € Co, ¢” € C(w,x), " € C(y,z)
ve cnc’, Y.einich € (f/f), N (x,) igin
i

BN (C” (W)) = BN (

Ve

(7 (5] ) = (o)

dir. Benzer sekilde

B (n”") = (B (en))”
() ) - )

3. By = BnsIc) = (' f) . N — (f1f«) N bir ¢aprazlanmig C-modiil morfizmidir. Ciinkii

veE

oldugu da gosterilebilir.



her cnc’, Y.einich € (f/f), N igin
i

(1), By) (@)

Ve

(0, ) (56

olup

B

@)

diyagrami degismelidir.

Ic

(iv) Her ¢ (bnb') ¢, Yci (b,n,-bﬁ) ci € (flf«)Nigin
l

(BnON) <c (bnb’ ) c )

By [ oN <c (bnd') c’>>
B ((c(FB)n (7))

(c(f'D)) InI (') c")
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ve
(BNOLN) (Xi:ci (W) C;) = ;(BNOCN) <Cz (b nlb) ) ch <b ”lb/)
yani
Byow = Ip 5N
dir.
Diger taraftan cnc’, Zc,n—,c: € (f'f),Nigin
(axBy) (enc’) = E N (en c)))
= C(f W) 1 ((F Lirmm) )
= (c(ly (ff )) ((1; ((f’fn) )) ')
= C(l ))n(( sc’) )
ve
(ox) (Zame! ) = E (o) (cmict) = Zaane
yani
oNBN = I(s7).N
dir.

Oyle ise oy ve boylece 0wy birer izomorfizmdir.

(v Her N=(N:N—A),N = (n:N — A) € XAlg(R)/A ¢aprazlanmig modiili,

her g = (g1,1a) : N — N’ caprazlanmig modiil morfizmi ve her ¢ (W) ', e (bln—,bQ c; €
(fif+)Nigin
(FF).gr)om) (e (Bnb) ) = ((FF).1) (o (e (b))
= ((F').8) (B (7))
= (c(f'b)) (g1n) ((f'P') ()
= oNC (b (g1n) b’) led
= one ((fugr)bnb) ¢!
= on (fL(feg1))c (bnb) ¢
= (o ((fife)g1))c (bnb') ¢

veE

(D.e0a) (za () @) = L. 0000 (a (Bn) f)
= ;((XN/ (fifs)g) | e (blnlb;)
= (o (7)) (s (bt !
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olup

ON

(fifs)N (f'f).N
(fifo)g (f'f).&1
(FLFIN g (F1).N

diyagrami degismelidir.

Demek ki o = {(o = (an,Ic) : (fifi) N— (f'f), N) : N € XAlg(R)/A} : flfi —
(f'f), ailesi bir dogal izomorfizmdir. [J

Onerme 3.16 f : A — B bir R-cebiroid morfizmi ise f, : XAlg(R)/A — XAlg(R)/B
indirgenmis ¢aprazlanmig modiil funktoru f* : XAlg(R)/B — XAlg(R)/A geri ¢ekme

caprazlanmis modiil funktorunun sol-eki’dir.

Ispat: (XAlg(R)/B) (fi(—),—) ile (XAlg(R)/A)(—,f*(—)) arasinda bir dogal izomor-

fizm bulmaliyiz. Aradigimiz dogal izomorfizmi @ ile gosterirsek

®: Ob(XAlg(R)/A) x Ob(XAlg(R)/B) — Sets
(M,N) +— ®(M,N)

biciminde elde edilen ® (M, N) doniisiimii her M =(u: M — A) € Ob(XAlg(R)/A) ve N =
(m:N — B) € Ob(XAlg(R)/B) i¢in

(M, N) : (XAlg(R)/B) (£, N) — (XAlg(R)/A) (M, f*N)

seklinde, M ve N de dogal, 1-1 ve orten bir fonksiyon olmalidir:

Her (h,Ig) € (XAlg(R)/B) (f« (M), N) i¢in

SN (h): M — FN
m = N)(R)(m) = (A (Ls((gmmLe((sim)) s4m)

olmak iizere ® (M, N) fonksiyonunu

O (M,N): (XAlg(R)/B) (fLMN) — (XAlg(R)/A) (M, f*N)
(h,Is) — @(M,N) (hIg) = (P (M,N) (1), In)
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biciminde tanimlayalim:

(i) (h,Ig) bir caprazlanmigs B-modiil morfizmi oldugundan her m € M igin

N (h(Im1)) =y, (Im1) = 1((fu)m) 1 = f (um)

(Ima1) ve umy = umy olup

olup (h(1ml),um) € f*N dir. Ayrica m; = m; iken h (Imi1) = h
= ® (M, N) (h) (my) dir. Oyle ise

(h(Tm1) ,umy) = (h(1ma1) ,umy) yani @ (M,N) (h) (m;)
D (M, N) (h) ve boylece @ (M, N) iyi tanimlidir.

(i) @ (M, N) (h) bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii sm = smy, tm = tm; = sm’ kogulunu

saglayan her m,m;,m’ € M icin

D (M,N) (h) (m+my)

veE

@ (M,N) (h) (mm') =

|
/N
=
7\
S
—~
3
3
S~—
—_
N—

olup, her m € M ve r € R i¢in

S (MN) (h) (r-m) =

|
N\
=
VS
—
=
3
N~——
[E—
N—
=
—~
S
3
~—
N—

1
S SN o~
. . ~

dir.

(iii) @ (M,N) (h) bir A-modiil morfizmidir. Ciinkii her m € M ve ta = sm, tm = sd’

kosulunu saglayan her a,d’ € A i¢in

D (VN (1) (“m) =

|
RS
S
Y
g
Q
N—
[S—
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ve benzer bicimde

/

® (VN) () () = (@ (VN) () (m)*

dir.

(iv) @ (M, N) bir ¢caprazlanmis modiil morfizmidir. Ciinkii her m € M igin

(Mg, (@OVCN) (R)) (m) = ny, (@ VN) (h)) (m))
=y, (b (1) m)
= (Iag)m

dir.
(v) @ (M,N) 1-1 dir. Ciinkii her h,#" € (XAlg(R)/B) (/xM,N), m € M ve th = sm, tm = sb’
kosulunu saglayan her b,b’ € B i¢gin
B (M,N) (1) (m) = D (V) () (m)
ise
(h(Im1) ,um) = (K’ (1m1) ,um)

ve boylece
h(TmT) = K (Tm1)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi b ve o' ile etki ettirilerek sirasiyla

S}
~
=
<
—
—
ha
SN—"
SN—
S

h (1m1))”
b(m)b’> _ (b m)”)

esitlikleri elde edilir. Oyle ise & = h’ olup ® (M, N) 1-1 dir.

(vi) @ (M, N) ortendir. Her (g,1a) € (XAlg(R)/A) (M, f*N) i¢in g morfizmi

g: M — f*N
m — (g1m7g2m)

bigiminde bir morfizm olup (g, 1) bir caprazlanmis modiil morfizmi oldugundan
(g1,/): M —N
bir ¢caprazlanmig modiil morfizmi ve

g:M—A



90

bir A-modiil morfizmi, dolayisiyla bir 6n-¢aprazlanmis modiil olmalidir.

(g,1a) bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi oldugundan her m € M igin

pm = (Iap)m = (M7 g) m=ny. (gm) ="My, (g1m,g2m) = gom

dir. Oyle ise g morfizmi
g: M — f*N
m — gm=(gim,um)

bi¢cimindedir.

h fonksiyonunu

bmb' > h(bmb') = bgim?

Zblmlb; — h (Zb,m,bf) = Zh <bzmlb;>
i l !

biciminde tanimlayalim.
1. g1 iyi tanimli oldugundan 4 de 1yi tanimlidir.
2. g1 bir R-cebiroid morfizmi oldugundan /4 de bir R-cebiroid morfizmidir.
3. Her bmb/, Zblle; € fxM ve tb" = sb, tb' = sb"" kosulunu saglayan her b”,b"" € B i¢in
i

h(b”bmb/> - h( b”b)mb’)
_ b'bp b

Ve

(7 (gt ) ) =2 () = (s (simi) ) = (o)

dir. Benzer sekilde

n (bmb™") = (i (bmb))

b/// b///

oldugu da gosterilebilir. Demek ki % bir B-modiil morfizmidir.

Ve
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4. Her bmb', Y bin;b! € .M i¢in
i

() (Bd) = (Pgim””) = b((ng1) m)b' = b((fu)ym)b =iy, (bmb) = (Isy,) (i)

ve

) (i) = () (Bamif) =X (1) (i) = () (5 (i)

dir.
Oyle ise (h,Ig) € (XAlg(R)/B) (£:M,N) dir.

Son olarak her m € M i¢in

D (M, N) (h) (m)

olup @ (M,N) (h) = g dir. Boylece
D (M, N) (h,1) = (P (M, N) () ,1a) = (8,1a)
olup ®@ (M, N) ortendir.
(vii) ®(M,N), M de dogaldir: (—)* (—) ile sagdan kompozisyon ve her (g,Is) €
(XAlg(R)/A) (M, M) igin

fig: M — M
bmb'  —  f.g (bmb') =

b
Ybimb; —  fig <Zbimib§) =L/ (bimibQ
1 l l

olmak tizere

d(M,N)

(Alg(R) /B) (M, N) (Alg (R) /A) (M, f*N)

((f+8)".I8) (8°.1a)

(Alg(R) /B) (fxM,N) (Alg(R) /A) (M, f*N)

O(M'N)
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diyagram degismelidir. Gergekten de her (h,Ig) € (XAlg(R)/B) (f2:M',N) ve m € M i¢in

D (M, N) ((f+8)" h) (m) N) (h(f«g)) (m)

f*g (Tm1) ,um)
h T(gm)1),(W'g)m

h(1(gm)1) 1 (gm)

CD M’ ) (h) (gm)
)(h))g) (m)

( ( "\ N) (h))) (m)

(I
/\/\
/\/"\

S— N\ /\ /

/\/\

dir.

(viii) ©(M,N), N de dogaldir: (—), (—) ile soldan kompozisyon ve her (g,Ig) €
(XAlg(R)/B) (N, N') igin

f*g : f*N - f*N/
(n,a) — f*g(n,a) = (gn,a)

olmak tizere

(Alg(R) /B) (£M,N) — 2 (Alg(R) /A) (M, f*N)
(ge.IB) ((f*8)eIa)
(Alg (R) /B) (£MN') ——o— (Alg (R) /A) (ML SN)

diyagrami degismelidir. Gergekten de her (h,Ig) € (XAlg(R)/B) (fxM,N) ve m € M i¢in

D (M, N') (goh) (m) D (M, N') (gh) (m)

1 | A | A (A
~
*
09
—~
=
—~
—
3
—_
~—"
=
3
N~—

dir. O



BOLUM 4

R-Cebiroidlerin Serbest Carpim ve R-Cebiroid Caprazlanmis
Modiillerinin Es-Carpim

4.1 Giris

Bu boliimde ilk 6nce R. Brown’1in [7] de gruplarin serbest ¢arpimi i¢in kullandigi metodu

(319-320) model alarak obje kiimeleri ayni olan iki R-cebiroidin serbest carpimini elde ettik.

Ikinci kisimda R. Brown, P. J. Higgins ve R. Sivera’m [10] da grup ¢aprazlanmus
P-modiillerinin eg-carpimi icin yaptigr calismalardan (85-90) yola cikarak iki R-cebiroid

caprazlanmis A-modiiliiniin eg-carpimini elde ettik.

Ayrica ayni kismin devaminda N. M. Shammu’nun [29] (Algebraic and Categorical Struc-
ture of Categories of Crossed Modules of Algebras) da R-cebir caprazlanmis modiillerinin
es-carpimint R-cebirlerin yar1 direk ¢arpimindan elde ettigi metodla R-cebiroid ¢aprazlanmig
modiillerinin es-¢arpimini R-cebiroidlerin yar1 direk carpimindan da elde edip, serbest ¢carpim

ve yar1 direk ¢carpimdan elde edilen eg-carpimlarin birbirine izomorf olduklarin1 gosterdik.

Bu boliimde alt indis olarak kullanilacak olan tiim i, j,n,s,t ler birer dogal say1 olacaktir.

4.2 R-cebiroidlerin serbest carpimi

Birinci boliimde, tiim R-cebiroidlerin ve morfizmlerinin olugturdugu kategoriyi Alg(R) ile
gostermistik. Obje kiimeleri Ag olup, obje kiimeleri iizerindeki doniisiim birim doniisiim olan
tim R-cebiroidlerin kategorisini de Alg(R)/A,, ile gosterelim. Bu bolimde XAlg(R)/A, da

serbest carpimi inceleyecegiz:

Tanim 4.1 A ve B A ortak obje kiimeli birer R-cebiroid olsun. A xB Ag obje kiimeli bir R-
cebiroid ve ip : A —> AxBile ig : B— A x B birer R-cebiroid morfizmi olmak iizere, eger,
Ay obje kiimeli her C R-cebiroidi ile her f : A — C ve her g : B — C R-cebiroid morfizmi

i¢in
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A ‘A AxB B B

diyagraminmi degismeli yapacak, yani f = h ip ve g = hip olacak bicimde biricik bir 4 : AxB —
C R-cebiroid morfizmi mevcut ise, i ile ig morfizmleri ile birlikte A x B R-cebiroidine A ile

B nin serbest carpimi denir.

Serbest carpim izomorfizm farkiyla biriciktir.

Onerme 4.2 A ortak obje kiimeli her A, B R-cebiroidinin serbest carpimi mevcuttur.

ispat: Herbir k; A nin veya B nin elemani ve tk; = sk; 1 olmak lizere A ve B de bir ke-
lime k1ky...k;...k,, biciminde tamimlansin. Bir kelimedeki, varsa, birim elemanlar1 kaldirip A
nin ardigik elemanlarim1 A daki ¢arpimlari ile B nin ardisik elemanlarin1 da B deki ¢arpimlart
ile yer degistirerek elde ettigimiz kelimelere de ‘indirgenmis kelime’ diyelim. m = kj...k,
bir indirgenmis kelime ise sm = sky, tm = tk, olarak ve tm = sm’ kosulunu saglayan m =
ky...k, ile m' = k/...k; indirgenmis kelimelerinin mm’ kompozisyonunu da kj...k,k...k; ke-
limesinin indirgenmisi olarak tanimlayalim. Her x,y € Ao i¢in kaynaklar1 x ve hedefleri y
olan tiim indirgenmis kelimelerin kiimesi tarafindan iiretilen serbest toplamsal degismeli grubu
(A,B) (x,y) ile gosterelim. (A,B) (x,y) in elemanlari, m; ler birer indirgenmis kelime ve sm; = x

ve tm; =y olmak iizere Y'm; seklinde olup (A,B) (x,y) iizerinde toplama iglemi
i

(A,B) (x,y) X (A,B) (x,y) — (A,B)(x,y)

<Zm,~,2mj> — YmitYmj= Y} my
i j i j

1=i,j

bi¢imindedir. Ek olarak (A,B) (x,y) lizerinde her r € R i¢in

(l"k1>k2k3...kn = kl(r-kz)k3...kn
(r“kl)kzkg...kn = klkz(r~k3)...kn

(r-ki)koks..kn = kikoks...(rky)



seklinde tanimlanan baginti bir denklik bagintisi oldugundan, (A,B) (x,y) iizerinde, m;

ki ki, ...k; olmak lizere
R x <A7B> (x,y) — <AaB> (xay)
(nmi) — r-mj=(r-ki)..ki,

(F,Zmi) — roYmi=Y (r-m)

i i

biciminde bir R etkisi tanimlanirsa, (A, B) (x,y) nin bir R-modiil oldugu goriiliir.

Boylece her x,y,z € Ay icin

(A,B) (x,y) X (A,B) (v,2) — (A,B)(x,2)

Zmiazms> — Zmizmszzmims

i s i,s

biciminde taniml1 asosyatif ve R-bilineer kompozisyon ile
(A,B) = {(A,B) (x,y) :x,y € Ao}
ailesi bir R-cebiroid olur.
AxB =(A,B) olsun. iy ve ig fonksiyonlarini

in: A — AxB ve ig: B — AxB
a — a b — b

95

biciminde ve her f : A — C ve g : B — C R-cebiroid morfizmi icin 4 : A *B — C fonksiy-

onunu her x,y € Ay i¢in

1

h: (AxB)(x,y) — C(xy)
a — ha= fa
b s hb=gb

m=kiky.ky — hm=h(kika...ky) = (hky) (hk2) ... (hky)
Ym —— Y (hm;)

biciminde tanimlayalim. Bu tanimlamalar ile ia, i ve & agikca birer R-cebiroid morfizmi olup

her x,y € Ap, a € A(x,y) ve b € B(x,y) i¢in
(hlA> ((1) - h(l = fa ve (hlB) (b) = hb — gb

esitlikleri, yani
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A iA AxB 8 B
¥ H'h !
v
C

diyagraminin degismeliligi saglanmisg olur.

Eger evrensellik ozellifini saglayan baska bir R-cebiroid morfizmi 4’ : A*B — C ise
her x,y € Ag ve a € A(x,y) igin W'a = (W'ia) (a) = fa = (hia) (a) = ha ve benzer sekilde her
x,y € Agveb e B (x,y)icin b= hbolup I ile h A«B nin iiretegleri iizerinde esit olduklarindan

A x B iizerinde de esittir. Yani 4 biriciktir.

Ayrica, eger in:A—> A+Bve ig:B— A +B morfizmleri ile birlikte bu kosullar1 tagiyan
bagka bir R-cebiroid A*B veher C e Alg(R)/A, igin evrensellik 6zelligini saglayacak biricik
R-cebiroid morfizmi / : X:/B —CiseC= X;/B aldigimizda iz = hia, iTg =higveC=AxB
aldigimizda ip = Zl; ve ig = %173 olup ip = hhi A, IB = ﬁhiB, i;; = ]’li’l/l; ve ng = hﬁgg elde edilir.

Oyle ise hh = I ve hh = Ian olup 4 bir izomorfizmdir:

AxB
S A
in i
A h ; B
A*B

Yani A ile B nin serbest ¢carpimi izomorfizm farkiyla biriciktir. [

4.3 R-cebiroid caprazlanmms A-modiil kategorisinde es-carpim

Tanim 4.3 M =(u: M — A) ve N=(n: N — A) birer R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii
olsun. M o N bir R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiilii ve ij; : M — MoNile ing : N — Mo N
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birer caprazlanmig A-modiil morfizmi olmak iizere, eger her V R-cebiroid ¢aprazlanmig A-

modiilii ile her fj;: M — V ve fiy: N — V R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiil morfizmi i¢in

v = finv ve fv = fin olacak bi¢gimde, yani

M Al MoN &l N

3’
DAY if NN

diyagrami degismeli olacak bi¢imde biricik bir f : MoN — V R-cebiroid caprazlanmig A-
modiil morfizmi mevcut ise, iy ile iy morfizmleri ile birlikte M o N ¢aprazlanmig A-modiiliine

M ile N nin es-carpimi denir.

Es-carpim izomorfizm farkiyla biriciktir.

Simdi iki R-cebiroid ¢aprazlanmig A-modiiliiniin es-¢arpimini 6nce R-cebiroidlerin serbest
carpimindan sonra da R-cebiroidlerin yart direk carpimindan elde edip, iki ayr1 yoldan elde

ettigimiz es-carpimlarin izomorfik oldugunu gorelim:

4.3.1 Es-carpimin serbest carpimdan elde edilisi

Onerme 2.30 da ispatladigimz iizere 6n-¢aprazlanmis modiillerden ¢aprazlanmis modiillere
(—)°" funktoru ¢aprazlanmig modiillerden 6n-¢aprazlanmig modiillere gomme funktorunun sol-
ek’i olup carpimlart korur. Bu yiizden R-cebiroid ¢aprazlanmis A-modiillerinin es-¢arpimini
olusturmak igin dnce PXAlg(R)/A kategorisinde es-carpimi olusturup sonra (—)" funktorunu

uygulayacagiz.

M, N € PXAlg(R)/A olsun. Bolim 4.2 de Alg(R)/A, kategorisinde M ile N R-
cebiroidlerinin serbest ¢arpimi olan M % N nin elde edilisini gormiistiik. M ile N birer 6n-
caprazlanmis modiil olduklarindan, M ile N nin ikisi de A-modiil olup, A nin M ve N {izerine

taniml etkilerinden M x N iizerine de, her w,x,y,z € A i¢in p; = k; ki,...kj, (M*N) (x,y) de bir
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kelime olmak iizere
A(w,x) x (M*N) (x,y)) — (Mx*N)(w,y)
(a,klkz...k;) — a(klkz...k,) = (akl)kz...kt
(alpi) — “(Zpi) = YL
ve

(M*N) (x,y) x A(y,2) — (M*N)(x,z/)
(kiko.kyyd) s (kika k) = klkz...<kf’>

/

(ZP:', a') — <ZP1’> = Ypf

biciminde bir asosyatif etkisi indirgenebilir. Bu etki ile M x N bir A-modiil olur.

Diger taraftan y ve | morfizmlerini kullanarak

uxn:M«N — A
m — (uxm)m=pum
n — (uxM)n=nn
klkz...k, — (,u*T]) (klkz...kt) = (‘u*’ﬂ)kl (,u*T])kz... (‘u*n)k,
Ypi — (uxm) (ZPi)ZZ(u*n)pi

biciminde bir g+ 1 : M* N —A fonksiyon tanimlayabiliriz. Bu tanimda 1 < j <t icin eger
kj e Mise (uxn)k; = uk; ve eger kj € Mise (u*mn)k; =nk; dir.

Onerme 4.4 MxN = (uxm :MxN — A) bir 6n-¢aprazlanmig modiildiir.

Ispat: Her w,x,y,z € Ao, Ypi,Xpj € (MxN)(x,y), Yps € (M*N) (y,2) ve r € R i¢in,
i j s

Di = ki, ki, ...k;, olmak lizere

(u*m) (;PH*?IH) = (uxm) (I_Zijpt>
= Y (uxn)p

t:ivj

= Y(uxn)pi+X(uxn)p;
J

i

= (uxm) (;pi) + (uxm) (?m)
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’ o) (5pp) = e (ig(pips))
= l}:s(u*n)(pips)
= X ((uxn) pi) () ps)
= ()L () p)
= ((u*n)?&) ((,U*T]));Ps)
3.

<u*n>(r-;p,-) = (eMEp)
= (M*T])Z((r kiy) kiy...ki,)

= ;(((u*n)(r'kil))(u*n)kiz..-(u*n)ki,)
= ;((r (M) kiy) (u*m) kiy... (uxm) ki, )
= L (M) ki () ki (LxM) ki)

= X ((uxn)k (uxn)ki,... (uxn)k;,)
= L) k)

= ((u*n)?pz)

oldugundan u* 1 bir R-cebiroid morfizmidir.

Ayrica hera € A (w,x) ve d’ € A(y,z) i¢in

(wen) ((Zp)) = ()
= B e (ks i)
= () () ) (K)o ) (8)
= E () ) ) () (o) )
= Tl () o) () o ) ()
— Zi:a((y*n)(kilkiz...kit))

= a Z(u*n)pi)
= a (u*n)Zm)
olup benzer sekilde
wen (gn)a = (wengn)

oldugu da goriiliir. Demek ki M« N = (u*1: M+ N — A) bir 6n-¢aprazlanmig A-modiildiir.
U
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es-carpimin evrensellik 6zelligi i¢in gerekli olan iy : M — M N ve iy : N — M« N
gomme morfizmlerini M ile N nin serbest carpimlarindaki iy : M — M *xN ve iy : N —
M % N gomme morfizmleri ile /5 birim morfizmi kullanilarak iyg = (ip,/a) : M —> M« N ve

in = (in,Ja) : N — M * N biciminde tanimlayabiliriz.
Onerme 4.5 iy = (in,Ia) : M — M N ve iy = (inJa) : N — M*XN nin birer 6n-

caprazlanmis A-modiil morfizmidir.

Ispat: iy ve ix nin birer R-cebiroid morfizmi oldugunu biliyoruz.

Her w,x,y,z € Ag,me M (x,y),a € A(w,x),d € A(y,z) i¢in

/ /

im(“m) = “m= “(im(m)) ve im (m“/> =m® = (iym)"*

oldugundan iy bir A-modiil morfizmidir. Ayrica her m € M i¢in
((uxn)in) (m) = (usm) (imm) = (uxn) (m) = pm = (Iap)m

olup

M M M %N
u MM
A - A

diyagrami degismelidir. Demek ki i = (im,la) bir On-¢aprazlanmig A-modiil morfizmidir.
Benzer sekilde iy = (in,Ia) nin de bir 6n-¢aprazlanmig A-modiil morfizmi oldugu gosterilebilir.
0

Onerme 4.6 PXAlIg(R)/A kategorisinde yukaridaki sekilde tamimlanan M*N &n-
caprazlanmig modiilii, iy ve iy morfizmleri ile birlikte, M ile N 6n-caprazlanmig modiillerinin

es-carpimidir.

Ispat: Her V = (v:V — A) R-cebiroid 6n-caprazlanmis A-modiilii, her fy = (fum,Ia) :

M —Vve fy = (fn,Ia) : N —V 0On-caprazlanmig A-modiil morfizmleri i¢in evrensellik
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ozelligini saglayacak biricik bir f = (fvun,Ia) : M*N — V 6n-¢aprazlanmig A-modiil mor-

fizmi bulmaliyiz.

Bunun i¢in fyr.n fonksiyonunu

MiN MxN —
m +—— fM*Nm = me
n r+—— fM*Nn = an
kiky..ky —  faan (kika.. k) = fvenki fvsnks ... fvek

Ypri — fmaN (Zpi) = ¥ (fmnpi)

bi¢iminde tanimlayalim. Bu tamimda 1 < j <7 i¢in eZer k; € M ise fmunk; = fmk; ve eger

kj € N ise fM*Nkj = kaj dir.

Simdi bu tanimlama ile f = (fyan,Ia) : M * N — V nin bir R-cebiroid 6n-¢aprazlanmig A-

modiil morfizmi oldugunu gosterelim: p; = k;, k;,...k;, olmak lizere, her x,y,z € Ag, Lpi,L.p;j €
i J

(MxN) (x,y), Yps € MxN) (y,z) ve r € R i¢in

1.

JMsN (Zl?i+ZPj> = fM*N< L _P:)
i J I=t,]

= L fmaNpr
=i,

= L/M«NDi+ LMD
i J

i J

IMaN <Z.pi§p5> = MmN (Z (Pips))

i,s
= Y (Pips)
LS

58

= X (fM*NpifM*Nps)

i,s
= L/M«NDPiL/MNDs
1 N

= /MmN (Zpi) JMaN (;m)



102

JMaN <7"ZP1‘) = JMN Z(r‘l?i))

= fuN Z((r'kil)kiz---kit))
= Y (fmen (7 kiy) fmankiy - fyenki, )

1

= Z((r-fM*Nkil)fM*Nkiz---fM*Nkiz>
= Z}" . (fM*NkilfM*NkiZ'“fM*Nkit)

= 7+ L (/maNki, fvankiy - Mk, )
= l"ZfM*N (kilkiz"'kit)
N

1

dir.
Demek ki fy«n bir R-cebiroid morfizmidir.

4. pi = ki ki,...k;, olmak iizere her w,x,y,z € Ao, Lpi € (M*N) (x,y), a € A(w,x),d €
A(y,2) igin l
JMaN (“ (ZPz)) = JMN (): (api))
l = Y (ki ki K
= ifM*N ((“ki, ) kiy.... ki)
= i (fven (Pkiy ) fvenkiy - vk, )

1

— Z ( “ (fM*Nkil ) fM*Nkiz .. -fM*Nkit)

1

= Y “(fmenki, fvanki, - fvsnki, )

— (g fM*N(kilkiz“'kir))

(s ()
iYBN <(§,Pi> al) = (fM*N (;pi) ) '

olup fm«N A etkisini korur, yani fy.n bir A-modiil morfizmidir.

ve benzer sekilde
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M % N fM*N V
T v
A i A

diyagrami degismelidir. Ger¢cekten de her ) p; € M N i¢in
i

(V./MeN) (ZPi) = V| /MNLpi
= V| L/MNpi

= V| LM (kilkiz---kit))

1

= LV (Mankiy fmenkiy - fuenk,)
= Z ((VfM*N) ki1 (VfM*N> kiz (VfM*N) kir)

l
olup iy < j < igin eger k; € M ise fyr = (fm,Ia) : M — 'V bir 6n-¢aprazlanmis A-modiil

morfizmi oldugundan

(VivN) kj =V (fvnk;) =V (fnk;) = (Vi) kj = (Iap) kj = (uxm)k;

ve eger k; € Nise fy = (fx,Ia) : N — V bir 6n-caprazlanmig A-modiil morfizmi oldugundan

(VAMaN) kj = v (fvankj) =V (k) = (VAN kj = (Ian) kj = (uxn)k;

dir. Boylece yukaridaki islem devam ettirilirse

1

= L ((uxm)ki (uxn)kiy... (uxn) ki)

1

= X (uxm) (kikiy..ki,)

= (uxm) (Xilpi>
= (lauxn) ();Pi)

(VimsN) <)I:Pi) = .. = Y((vfmeN) kiy (VvaeN) kiy - (VMeN) Ki,)

sonucuna ulagilir.

Demek ki f = (fmaN,Ia) : M« N — V bir R-cebiroid on-¢aprazlanmig A-modiil mor-

fizmidir.
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Simdi de f: M*N — V morfizminin ij; ve iy morfizmleri ile birlikte evrensellik

ozelligini sagladigin1 gérelim: Her m € M i¢in
(fmsnim) (m) = fvan (imm) = fvwm = fum
yani fm«NiMm = fum ve her n € N i¢in

(fmsNIN) (1) = fman (inn) = frsnn = fan

yani fpm«NiN = fn oldugundan

M i M %N N N
\afw/
v
s

diyagrami degismelidir. Boylece A iizerindeki doniistim birim doniisiim oldugundan

M Al MAN o N
\3}‘/
!

v

diyagraminin da degismeligi saglanmis olur. Yani fiye = for ve fin = fy dir.

Eger ayni kosullar saglayan bagka bir morfizm f' = ( Aens L A) :MxN—Viseherme M
icin
fl(d*Nm = fl(/[*N (iMm) = (fl(d*NlM) m= fmm= fyM«Nm

ve her n € N i¢in

fl(d*Nn = fl(/I*N (iNn) = (fl(/I*NlN> n= an = fM*Nn
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olup fy1.n ile fmsN, M N nin iiretecleri iizerinde esit olduklarindan M * N iizerinde de esittirler.
fl(/[*N ile fymsn niin esit olmasi, A iizerinde birim doniisiime sahip olduklarindan, f” ile f in de

esit olmalarini gerektirir. Demek ki f biriciktir.

Ayrica, eger tfﬁ M — m ve in: N — J\m morfizmleri ile birlikte bu kosullar
tastytyan bagka bir R-cebiroid On-caprazlanmis A-modiilii J\m ve her V € PXAlg(R)/A
icin evrensellik 6zelligini saglayacak biricik R-cebiroid on-¢caprazlanmis A-modiil morfizmi
f: MxN — Vise, V = m aldigimizda zfg\; = fiy ve i = Sfin, V. =M=xN aldigimizda
i = ﬁi ve i = fl’;\f esitlikleri elde edilir. Boylece iy = ffiM, N = ffiN, & = fﬁg\? ve

i = ffi?\r, yani ff = by ve f f = I= olur. Oyle ise f bir izomorfizmdir. Demek ki

es-carpim izomorfizm farkiyla biriciktir. []

Sonuc 4.7 XAlg(R)/A kategorisinde M =(u : M — A) ve N=(n : N — A) birer
caprazlanmis modiil ise M ile N ayn1 zamanda birer 6n-caprazlanmis modiil olup, yukarida
elde ettigimiz M N R-cebiroid 6n-caprazlanmis A-modiild, iy ile iy morfizmleri ile birlikte,

M ile N 6n-¢aprazlanmig modiillerinin es-¢arpimudir. Oyle ise

MM MeN S (v

m — iym=m — (m)"=m
ve

LR VS NN (MxN)“

in: N
n — inn=n — ()" =n
olacak bigimde elde edilen i§; = (zM,IA) ve iy = (lN,IA) gdmme morfizmleriyle birlikte

(M % N)" caprazlanmig modiilii de M ve N ¢aprazlanmig modiillerinin eg-¢arpimdir.

Ayrica, her V = (v:V — A) R-cebiroid ¢aprazlanmis A-modiilii ve her fi = (fm,Ia) :
M—YV, fx=(NIs):N—7V c¢aprazlanmig A-modiil morfizmleri igin evrensellik
ozelligini saglayacak biricik £ : (M *N)“ — V ¢aprazlanmig A-modiil morfizmini, M ile N
on-gaprazlanmig modiillerinin es-carpimlarinda kullanilan yukaridaki biricik f = (fvN,1a) :

M« N — 'V 6n-caprazlanmig A-modiil morfizminden f' = ( M*N?IA) ve

M MxN)T — vV
E > VN (E)Z SMsN <ZP1’)

olacak biciminde elde edebiliriz. Gergekten de her m € M igin

(fnen i) (M) = fagen (iam) = farani® = fum
ve her n € N i¢in

( fflr*N %\D( ) ﬁ*N( if\fl’l) :fls/lr*Nﬁ: fan



106
olup

Ho§ T

M M (M *N)e" N N

3' MN

M N

diyagrami ve bdylece A iizerindeki doniigiim birim doniisiim oldugundan

(M xN)**
\3 f/

diyagrami degismelidir.

M ile N nin es-carpimini kisaca MoN = (uom :MoN — A) ile gosterecegiz.
Simdi de (M xN)“" yi inceleyelim:
Bildigimiz iizere

(M N)" = ((y*n)cr :(MxN)“" = _ MxN — A)

[M*N,Mx%N]

olup [M*N,M*NJ], M« N nin iki yonlii Peiffer idealidir. M * N nin iirete¢ kiimesi M UN
oldugundan 6nerme 2.28 e gére [M* N, M+ N] = [MUN,MUN] dir. Yani her x,y € Ag i¢in
(M%N) (x,y) nin [M*N,M«N] (x,y) R-altmodiilii, sm =sn=x, tm=tn=sm' =sn' vetm’' =
tn’ =y olmak iizere her m,m’ € M, n,n’ € N i¢in [m,m'], [m,m']2, [n,n']1, [n,n']2, [m,n']1,

[m,n']2, [n,m']1, [n,m'], komutatorleri tarafindan iiretilir. Fakat M ile N birer ¢aprazlanmig
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modiil oldugundan

[[m,ml]]l = mE ! = ot — ! = OM(xJ)
[m,m']y = @V — ! = F — ! = OM(x,y)
ve benzer sekilde
[n,n']y = [n,n"]2 = ON(x.y)

dir. Oyle ise [M* N,M xN] (x,y)

[m,n']y = mEn = g
[m,n']y = @Nmy —mp! = By
[n,m]; = pls)m’ oyt — !
[[n’ m/]]2 — (g ) — Mgl !

komutatorleri tarafindan uretilir.

Simdi (M *N)" nin ¢aprazlanmis A-modiil kosullarim sagladigini gérelim:

(M%N) (x,y),a € A(w,x),d € A(y,z) igin
= a| (uxn) (Zp,)

(u*ﬂ)cr(" ()l:pi)> = (uxm)° ((sz
= al ()" (;pi))

CM1) M=xN bir on-caprazlanmis A-modiil oldugundan her w,x,y.z € Ag, Y. pi €
i
= (/«l*n ( (Zpl))
ve benzer sekilde (u*1)" ((Zpi) > = ((,Ll*T])cr ():p,)) a' oldugu goriiliir.
i i

CM2) Her x,y,z € Ag, kikz...k; € (M*N) (x,y) ve k{k5...k; € (M*N) (v,2) icin

(k1k2 kt) (P*T])Cr(k’ k/ k/) (W) (uxm) (k' k'z..,k/»)

= (k ) (oMK, (s K .. (e K

«N) K. ( *ﬂ)k'...( *n)kﬁ
- (k k.. ktl(k;’”“"))“ b (K
= ( k ,U n)k/)(.“ n)k/2~-~(#*n)k}

olup eger k;,k; € M ise
kt(,u*n)kl — k/:’kl — ktk,l
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ve eger k;, k| € Nise
wn)K! nk;
kt( ) I = kt = k[kll

elde edilir. Eger &, ile &/ den biri M nin biri N nin elemant ise [k, k|]; = k*™V* — k k! e

M« N, M x N] (sk;,tk" ) oldugundan
1 g

esitligi elde edilir. Oyle ise her durumda

dir. Yukaridaki iglem bu sekilde devam ettirilirse

A T (P*)nk/r”(ﬂ*n)k}
(k1k2 kl‘)(y n) (klkz...kj> - . = <kl k2-'~kl—lk£‘u n)kl

S (pxn) k... (uxm)K;
= (Rl ko kk)

= k1k2 ki k’k’ k’

ve benzer sekilde

e (ke K) (1 ) = Kooy KR K

oldugu goriiliir.

Boylece her Y p; € (M*N) (x,y) ve Y ps € (M*N) (y,z) igin de
i s

() ( Lpi ()" Yy
( " )Zps = LpiYps =LPDi ;

olur.

4.3.2 Es-carpimin yar1 direk carpimdan elde edilisi

Tannm 4.8 M =(u: M — A) ve N=(n : N — A), XAlg(R)/A kategorisinde birer
caprazlanmis modiil olsun. M nin N {izerine, A dan indirgenmis, her w, x,y,z € Ag i¢in
M(va) X N(x7y> — N(va)
(m,n) +—— H"n

ve

N(X,y)XM(y,Z) — N(X7Z)
pHm’

=
K
l
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biciminde bir asosyatif etkisi mevcuttur. Bu etki ile M ile N nin yar1 direk carpimi M x N =
{MXN)(x,y):x,y € Ao} seklinde, M x N = {(M xN) (x,y) =M (x,y) XN (x,y) : x,y € Ao}

ailesinin elemanlar1 iizerinde tanimli, her x,y,z € Ay icin

(MxN) (x,y)) x (MxN)(x,y)) — (MxN)(x,y)
((m,n),(my,n;)) — (myn)+ (my,n)=(m+mp,n+ny)

biciminde bir toplama islemine ve
(MxN)(x,)) x (MxN)(y,z)) — (MxN)(x,2)

((m,n), (1)) () () = (4 )

biciminde bir kompozisyona sahip bir ailedir.

Ayrica M x N iizerinde her x,y € A i¢in

Rx(MxN)(x,y) — (MK
(r,(m,n)) — r'(m7n):<r'm7r'n)
biciminde bir R-etkisi ile her w,x,y,z € A i¢in
A(w,x) x ( MxN) (x,y) —>
(a,(m,n)) — *(m,n) = (“m,"n)
ve

(MxN) (x,y) xA(y,z) — (MKI\/T)()@Z)
((m,n),d") — (m,n)" = (m“’,na/)

biciminde bir asosyatif A-etkisi mevcuttur.

Onerme 4.9 M x N bir R-cebiroiddir.

Ispat: Digerleri cok acik oldugundan sadece kompozisyonun asosyatifligini gosterecegiz:

Her w,x,y,z € Ag, (m,n) € MxN) (w,x), (m',n') € MxN) (x,y) ve (m",n") € M xN)(y,z)
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() (') (" ") = (oo i - 47 ) (")
= ((mm")ym", <n“ml + “mn’—i—nn’)#m
fpmim’ 1 (n“m/ + Myl pn! > n’
= m(m'm"), ( “’"/)Mm”+ (Hmp! ) m”+(nn’ )a '
+ Hlmm") it 4 (n"m > + (*"n ’) + (nn')n”
= m(m'm") ptm'em” . pm <( Ol —l—n(n’)“m
- g’ 11 (“’” ”) + Hm(n'n") +n(n'n")
= m(m’m”) nﬂmum + mm (( )/J >+ um (#m ")
+ MM (n'n") +n(n )“’" —l—n(”"" ")+n( 'n'")
m'm'") 4 pm ((n')“m WL +n’n”)
((n) WL —l—n’n”)

= () (' (o o o))

=( n) ((m',n )( n"))

= m(m'm"), n0m

dir. [J
Sonu¢ 4.10 M x N yukarida tamimladigimiz A-etkisi ile acik¢a bir A-modiildiir.
Onerme 4.11 u x M morfizmi

uxn: MxN — A
(m,n) +— (uxm)(m,n) = pm+nn

bigiminde tanimlanirsa M x N = (M x N — A) bir 6n-¢aprazlanmis modiil olur.

Ispat: Her w,x,y,z € Ay, (m,n) € (MxN) (x,y), a € A(w,x) ve d' € A(y,z) igin

pxm)(“m,n)
(“m) + ( n)
(um) + a(nn)
(
(

(xn) (“(m,n))

pm+nn)
(uxm) (m,n))

I
Q2T

ve benzer sekilde (uxm) ((m, n)a,> = ((uxmn) (m,n))d dir. O

Onerme 4.12

110
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ve
IN: N — (M X N)Cr
n — (0,n)

olmak iizere (M x N)| ine = (im,Ia) ve in = (in,Ia) morfizmleri ile birlikte, XAlg(R)/A

kategorisinde M ve N caprazlanmig modiillerinin es-¢arpimidir.
Ispat: V=(v:V — A), XAlg(R)/A Kkategorisinde bir ¢aprazlanmis modiil, fy; =
(M, Ia) - M — Y, fx = (fn,Ia) : N — V birer ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun.

fi: MxN)¥ — V
(m,n) —  fi(m,n) = fum+ fnn

olmak iizere f = (f1,Ia) : (M x N)' — 'V doniisiimiinii tanimlayalim:

(i) f1 bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii her x,y,z € Ao, (m,n),(my,n;) € (M xN) (x,y),
(m',n") € M xN)(y,z) ve r € Rigin

fi (Gmm) - Gmn)) = i (mm) + Gonr))
= f|<(m+m1,n+n1)>

= fm(m+m)+ fN(n+ny)
= fmm—+ fmm; + fnn+ fang
= fum—+ fnn+ fmm + fnng

= f (W) + fi ((ml,n1)>

S (W) = N (( >

= fi mm ,pkm’ o pmpl 4 ! )>

= fm(mm )—i—fN(n“m+“’”n —I—nn)
Sram) g+ i (7 ) =+ i () + f ()
fam) (faam') + (fam)™ + 47 (fren') + () (fun)

olur. f bir ¢caprazlanmig modiil morfizmi oldugundan

(
(
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M fu \%
u v
A - A

diyagrami degismeli olup her m € M i¢in
um = Ianum = v (fyym)
ve
um' = Iaum’ =v (me')

dir. Boylece, V bir ¢aprazlanmig modiil oldugundan,

()™ = (fun)" ™) = (fyn) (fum')

ve
b (fn') = Y0 () = (fuam) ()

elde edilir. Elde edilen bu iki esitlik yukaridaki son iglemde yerine yazilip islem devam ettirilirse

(fam) (fam') + (fm™ + 47 (fun') + (fun) (frun)
(fmm) (faam') + (fun) (fyum') + (fam) (fun') + (fan) (fun')
(fmm A fan) (fvm' 4 fan')

= fl (mvn)fl (ml7n/)

h ((myn)(m’,n’)) = ... = +
4

sonucuna ulagilir.

fi(rtmm) = i (r-Gmn))
= fi(r-m,r-n)
= fm(r-m)+fx(r-n)
= r-fum+r-fnn
= r-(fmm+ fun)
= r- fi(m,n)

dir.

(ii) f bir g¢aprazlanmig modiill morfizmidir. ~ Ciinkii her w,x,y,z € Ao, (m,n) €
(MxN) (x,7), a € A(wx), a' € A(3,2) igin



= fi“(m,n)
f1(4m,%n)

v (“m) + fn (“n)
“(fmm) + “(fnn)
¢ (fmm+ fun)

. <f1W)

) - (s

=
/N
Q
N
—
3
S
N—r
N——
N———
|

ve benzer sekilde

/ /

(@)

oldugu goriiliir.

2.
v(ilmm) = v (fm+ fun)
= (Vfm)m+(Vfn)n
= (Iap)m+ (Iau)n
= Ia (um+pn)
= Ia((uxm)(mn))
= Ia ((wx )" (m,n))
olup
(MxN)T— ! v
(<) v
A - A

diyagrami degismelidir.

(iii) f evrensellik ozelligini saglar. Yani
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diyagrami degismelidir. Bunu icin A iizerindeki doniisiim birim doniisiim oldugindan

(M x N)*
\3 f/
N

diyagraminin degismeli oldugunu gostermek yeterlidir. Bu diyagram ise, her m € M i¢in

(frim)m = f1 (imm) = f1(m,0) = fum+ N0 = fyum

ve her n € N i¢in
(fix)n = fi (ixn) = f1(0,n) = fm0+ fxn = fan

oldugundan degismelidir.
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(iv) f in biricikligi ile es-carpimin izomorfizm farkiyla biricikligi ©n-¢aprazlanmig

modiillerinin esg-carpiminda oldugu gibi gosterilebilir. [
Simdi de (M x N)" yi inceleyelim:

Bildigimiz iizere

o ) Mx N
(MxN)™ = <y><n. Mx N MxN]| —>A)

olup [M x N,M x NJ, M x N nin iki yonlii Peiffer idealidir.
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Her x,y € Ag i¢in [M x N,M x N] (x,y) nin iiretegleri x = sm = sn/, y = tm' = tn ve tm =

tn’ = sm’ = sn kosulunu saglayan her m,m’ € M ve n,n’ € N i¢in

[(m,n), (', )]y = (m,n) VD) _ G ! (st )
m) ') gy ’“’mn—i—n’n)

= (mH (n/)um’+nn — (n’)“ml — by n’n)
= (m +m" — mm, (n’)“m/ + ()" — (n’)“m/ — MMy — n’n)
= (mm +m"" —mm’, (n,)“m, +n'n— (n,)#m, — MMy — n’n)

(™, )

ve
!
[[(mvn,) ) (m/’n)]b = wen)(mn') (m/an) - (m7n/) (m,7n)

= (y[)(n)(mvn/)m/’(:uxn)(mvn/) n> — (mml’ (n/)‘um/ + :umn _|_ n/n>
—  (mminn mm/,,um+nn’ n— (n/),um’ _um n/n)
— ,umm/ + nn’ml _ mml,,umn + nn/n _ (n/),um' g, I’l/l’l>
= (mm'+ " —mm P+ n'n— (n’)”m, —Hm gy n’n)
= (" — (n/)ym/>

bicimindedir.

Simdi de (M x N) nin ¢aprazlanmis modiil kogullarini sagladigini gorelim:

CM1) M x N bir 6n-caprazlanmigs modiil oldugundan her w,x,y,z € Ao, (m,n) €
(M X N) (xay)a ac A(W7-x) ) de A(y,z) l(;‘ln

() (¢ (Omm))) =
=
=

|
Q 22 9%

ve benzer sekilde

oldugu goriiliir.
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CM2) Her w,x,y,z € Ao, (m,n) € (MxN) (x,y), (m',n") € MxN)(w,x), (m",n") e
(M x N) (y,2) igin

(o)™ (m" 1) (")

I
— = o =
=
X
SHSAESS

+[M x N,M x NJ (w,y)
£ (mvn) - [(m/7n/) ) (m7n)]2
+[M x N,M x N (w,y)
_  (pxm)(m' ") (m,n) — ((Wn)(m’vn’) (m,n) — (m/,n/) (m,n)>
+[M x N,M x NJ (w,y)
= (m',n") (m,n) +[M x N,M x NJ (w,y)
(m',n") (m,n)
(m/,n")

—~
~—

m,n

ve benzer bicimde

W (m//, n//)

elde edilir.

433 (MxN)“"ile (M x N)" nin kargilagtirilmasi

Bu boliimde (M *N)" ile (M x N)" nin birbirine izomorfik oldugunu gosterecegiz:

Bolim 4.3.1 de (M *N)“ yi elde etmek i¢in M %N yi [M* N,M % N] idealine bolmek
gerektigini ve her x,y € Ag igin [M * N,M % N] (x,y) R-altmodiiliiniin x = sm = sn, tm = tn =

sm' = sn’, tm' = tn’ = y kosulunu saglayan her m,m’ € M, n,n’ € N i¢cin

[m,n']y = mEn = g
[[m’ n/]]2 — (y*n)mn/ —mn = Hmyl gt
[n,m]; = ples)m’ oyt — !
[[I’l, m/]]2 _ (y*n)nml —am' = "

komutatorleri tarafindan iiretildigini gordiik.

Bunlardan [n,m']; = n*" —nm' ve [m,n'], = #"n' — mn’ komutatdrlerinin iirettigi ideale
[M*N,MxN]y, [m,n]; =m™ —mn' ve [n,m'], = "V'm’' — nm' komutatdrlerinin iirettigi ideale
[M %N, M xNJ, diyelim. (M *N)“ yi elde etmek icin M % N yi asama asama 6nce [M x N, M x
NJi e sonra da [M «N,M % N], ye bolebiliriz. Ac¢ik¢a [M«N,M*NJ]; R ve A etkisi altinda

N bir R-cebiroid A-modiildiir. Ayrica (u*1) ([M*N,M*NJ];) =0

kapali oldugundan MTW

oldugundan
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Tam - MxN
MM [M=N,M#N] — A

m=m+[M*xN,Mx*N]; = p*n(m)= (uxn)m=pum
n=n+[M*N,MxN]; +— wsn(n)=(uxn)n=nn

bi¢iminde tanimlanan morfizm bir R-cebiroid morfizmidir. p+1 aym zamanda A-etkisini de

korudugundan bir 6n-¢aprazlanmis modiildiir.

Onerme 4.13 % = <,tf>ﬁ] : % — A) on ¢aprazlanmis modiilii M x N 6n

caprazlanmis modiiliine izomorfiktir.

Ispat: ¢ fonksiyonunu

¢: M«xN — MxN
m o — (m0)
n +— (0,n)
ki..kn — @(ki)...0(kn)
Ypi — 9 <ZPi> = Lopi

biciminde tanimlayalim.

(1) @ bir R-cebiroid morfizmidir. Clinkii her x,y,z € Ao, Lpi, L.p; € (M*N) (x,y) ve Lps €
l ] N
(MxN) (y,2) igin

1.
@(Zpi+2pj) = (P(Z}h)
i J 1=1,]
= ;«PI%)
= Y(opi)+X(¢p))
i J
=9 .Pi)‘*'(P(ij)
i J
2.

(P(pr)sips) = (P(me)

- g(p(pips)
= Y (opi) (¢ps)

= Yo(p)Zo(p)

RCONCD



ve her m,n, k1ky...k;, Y. pi € M*N, r € Ricin
i

Q(r-m)=(r-m,0)=r-(m,0)=r-¢@(m)

Q(r-n)=(0,r-n)=r-(0,n)=r-¢(n)

(p(l”-(klkz...k;)) = (p((r~k1)k2...kt)
= @(r-ki)Qk;...0k
= (r-oky) Qky...Qk
= r-(QkiQka...0k)
= r-@(kiky..k;)

cp(r;pi) = eX(rm
= ):_(P(F'Pi)
= Y(r-(opi))

1

= -y opi

= r0 <Zpi>

(if) Her x,y € Ag ve [n,m']1, [m,n']2 € [M*N,M*N] (x,y) icin

dir.

o([nmy) = wgnﬂm’nm')
= ()~ p(m)
= (0,n#"") —(0,n) (m',0)
S
= (0,0) (M) (xy)

ve benzer sekilde ¢ ([m,n']2) = (0,0) v (x,y) OlUP @ den

= M:N
¢: NN MAN] — MxN

m=m+|[M*N,MxN]; —— ¢(m)=om= (m,0)
n=n+[M+«N,M*«N]; ~—— ©¢((7#)=0on=(0,n)

biciminde elde edilen morfizm de bir R-cebiroid morfizmidir.

(iii) (@,1p) : % — M x N bir 6n-¢aprazlanmis modiil morfizmidir. Ciinkii
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1. Her W, X, y,2 € A07 Zpl € (M*N> (x,y) ,ac A(W,X) ) a e A(y,z) 1(5)111
i

o((5) - 3(-)

=9 <): (“Pi))

1

= Xo(“p)
= L “(opi)
= Z‘PPi)
= ‘1 o|Lpi
= “(¢(Zp
ve benzer sekilde @ ((fﬁ,) ) = <@ <f1;,)> elde edilir.
2.
. ¢
[M>o<§l,1\/ll\1>kN]1 MxN
pm pxn
A A

Iz

diyagrami de8ismelidir. Gergekten de her m € M, n € N, k;...k, € MxN, Y p; € M * N icin
i

(uxm)@)(m) = (uxn)(om)

Tl
==
=

T S

=

3
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ve benzer sekilde ((ux M) @) (n) = (Iau*m) () elde edilir. Bylece her x,y € Ag ve ki...k, €

(M%N) (x,y) igin

P

(@) (k) = (o) (@i k)

(uxn) (k1) ... (ux M) (Pky)



olup 1 <i<nigineder k; € Mise (uxm) (@k;) =

ise (ux M) (¢k;) = (uxmn)(0,k)

=nk; = (u*n)k;
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(uxm) (k;,0)
; dir. Yani her iki durumda da (u x M) (Qk;) =

= uk; = (,U*T])ki, eger ki € N

(u*m)k; dir. Elde edilen bu esitlik yukaridaki son islemde yerine yazilip islem devam ettirilirse

(xm)@) (kika) =

sonucuna ulagilir.

Simdi de ters yonde y fonksiyonunu

y: MxN

(m,n)

biciminde tanimlayalim.

(iv) ¥ bir R-cebiroid morfizmidir. Ciinkii her x,y,z € Ao, (m,n),(my,n;) €

(m',n") € M xN)(y,z) ve r € R igin

Y ((m,n) + (my,m1))

2. [n,m']y = —nm, [m,n']>

—_—

nm' #"p! = mn' olup

v ((m,n) (m',n"))

Hmy! —mn' € [MxN,Mx*N]; oldugundan i’

= (uxm)(@ky) ... (uxm) (Qky)
= (uxm)ki.. (y*n)
= (uxm)(ki...k,)

M=N
[M#N,MxN];

— m-+n

—

(MxN) (x,y),

y(m+my,n+np)
m-+mi+n+n
nm+m1 +ny

Y (m,n) +y (my,n;)

/
T} (mm' e S 4 )

/
e e L S

—_—
S —~—

T
mm’ 4 e k! 4y

—_— —

mm’+nm’+mn’+nNn’
(n~1+ﬁ)(n?+;?>

(7))

W (m,n)y (m',n')
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I
N
3
_|_
N
S

= r-(m+n)

dir.

(v) (W,1p) : M XN — % bir 6n-gaprazlanmis modiil morfizmidir. Ciinkii her

W, X,y,2 € Ag, (m,n) € MxN)(x,y),a € A(wx),d €A(yz)igin

Yy (“(m,n) = y("mn)
“Wn
= 4m+an
aﬁl_'_aﬁ
= “(m+n)

- “(m+n>

= “(y(m,n))

ve benzer gekilde y ((m, n)“/> = (y(m,n))* olur.

2.

v MxN
Mx N [M+N, MN],

pxn p

I

diyagrami degigmelidir. Gergekten de her (m,n) € M x N i¢in

(wxmy) (m,n) = /ﬁ?l(nm)
(uxm) (m+n)
um-+nn

= (uxm)(m,n)

= (Ia(uxm))(m,n)
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dir.
(vi) Simdi de @ niin ve ¥ nin birer izomorfizm oldugunu gorelim:
HermeM,neN, ky..k, e MxN, Y p; € MxN i¢in
i

1.
(vo)m = y(m,0)

I
3
+
=

I
=)
£
3

E)
- &

oldugundan y@ =7__wm.n __ ve her (m,n) € M x N i¢in

[M*N,M«NJ |

@) (mm) = G(m¥n)
¢ (m+n)
Qm+@n
(m.0)+(0,n)
= (mn)

oldugundan @y = Iy dir.

Oyle ise @ : [[M*M*N

MNMN], M x N bir izomorfizmdir, yani

MxN

=MxN
M« N,Mx%NJ;
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dir. Boylece (@,1) ¢aprazlanmig modiil morfizmi de bir izomorfizm olup

Mx«N

= N
[M%N,Mx*NJ; M

dir. O

Onerme 4.14 (V0 N)" = (M x N)“"

Ispat: (M «N)“ yi elde etmek icin % yi yani % yi [MxN,M xN]J»
ye, (M xN)? yi elde etmek i¢in de M x N yi yani M x N yi [M x N;M x N] ye bolmek
gerekmektedir. Bildigimiz iizere herx,y € Ag vex=sm=sn,tm=tn=sm' =sn',tm' =tn' =y
kosullarini saglayan her m,m’ € M, n,n’ € N i¢in [M * N,M * N], nin iiretegleri [m,n']; =
m" —mn' ve [n,m']> = V'm' —nm', ve [M x N,M x N] nin iiretecleri de (m””/, — pmp! ) ve

<“”m’ : —n“m/> bi¢imindedir. Yukarida elde ettigimiz ¢ morfizmi altinda [m,n']|; ve [n,m']2 nin

goriintiileri
o(mn) = o(m" —mn')
= o (m™") ~ o (mn)
- mn"’,o)—(m,())(o,n')
— mnn’7_ﬂmn/>
ve

¢([nm']a) = o(Vm' —nm')
= o(V'm') = (nm')
= ("m',0)—(0,n) (m,0)
= (W, — prm)
dir. Oyle ise @, [M*N,M*N], yi [M x N,M x N] ye 1-1 ve érten olacak bigimde resmeder.

Buna gore @ : % — M x N bir izomorfizm oldugundan

MxN
— [M+NM=N]; MxN
P [M=N.M+N] ? [MxNMxN]

m=n+[MxN,MxN], —> @(m)=¢(m)+[MxN,MxN]=o¢m+[MxN,MxN]
=7+ [M*N,MxN], — @(7)=0)+[MxNMxN]=¢n+[MxN,MxN]

biciminde tanimlanan @ morfizmi ve boylece
(@,14) : (M xN)" — (M x N)™
morfizmi de bir izomorfizm olup
(M+N)" = (M xN)*

dir. O
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